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Abstract—现实生活中的时间序列通常是非平稳的，带来了
模型适应性的难题。经典的方法如 ARMA-ARCH假设任意类
型的依赖关系。为了避免它们的偏差，我们将专注于最近提出的
agnostic移动估计器哲学：在时间 t找到优化例如Ft =

∑
τ<t(1−

η)t−τ ln(ρθ(xτ ))移动对数似然参数，该参数随时间演变。这允许使
用廉价的指数移动平均（EMA）来估计参数，如绝对中心矩mp =

E[|x−µ|p]对于一个或多个幂 p ∈ R+的演变使用mp,t+1 = mp,t+

η(|xt−µt|p−mp,t)。将展示这种通用自适应矩方法在Student’s t
分布中的应用，该分布特别流行于经济应用中，此处应用于道琼斯
工业平均指数公司的对数收益率。虽然标准的 ARMA-ARCH
方法提供了 µ 和 σ 的演化，但在这里我们还得到了描述 ρ(x) ∼
|x|−ν−1尾部形状、极端事件概率的 ν 的演化——这些极端事件可
能会导致灾难，破坏市场稳定。

关键词：非平稳时间序列，学生 t分布，自适应模型，
矩方法，重尾

I. 介绍

选择一个概率分布的参数族，例如这里的 Student’s t-
分布，通常关注的是直观上静态估计：整个数据集的一组
参数 θ 的优化，通常是通过最大化某个评估指标如 F =
1
T

∑T
t=1 f(θ, xt)。例如，在流行的MLE（最大似然估计）中

使用 f(θ, x) = ln(ρθ(x))，其中 ρθ(x)是假设的参数族的概
率分布函数 (PDF)。这样所有数据点都有相等的 1/T 贡献，
这似乎是对平稳时间序列的一个完美选择。

相比之下，现实生活中的时间序列往往是非平稳的，
建议使用自适应估计 [1]——具有演变参数，如图 1 中
Student’s t-分布的 θt = (µt, σt, νt) 我们将重点关注。每
个时间点的移动估计器 t将基于前值 {xτ}τ<t 分别优化 θt

参数，权重逐渐减弱，最终优化：

F =
1

T

T∑
t=1

f(θt, xt) e.g. log-likelihood: 1

T

T∑
t=1

ln(ρθt(xt))

(1)
一个自然的方法来估计 θt 是通过优化类似的函数 Ft：仅使

用过去值 {xτ}τ<t，并以指数递减的权重获得局部行为：

θt = arg max
θ

Ft for Ft =
∑
τ<t

η̄t−τ ln(ρθ(xτ )) (2)

对于 η̄ ∈ (0, 1)学习率通常大于 0.9，也定义了 η = 1− η̄以
便于计算。

上述（2）移动MLE可以很容易地直接优化EPD（指数
幂分布）的 σ尺度参数 ρ(x) ∼ exp(−|x|κ) [1]瘦尾族，例如
高斯和拉普拉斯分布，来自绝对中心矩:mp = E[|x − µ|p]，
用于适应性进化与指数移动平均 (EMA)：

mp,t+1 = mp,t + η(|xt − µt|p −mp,t) (3)

使用 p = κ进行 EPD，并将 µt 作为常量或也通过 EMA进
行调整。在这里我们将它应用到学生 t分布上，这一次不是
直接通过最大似然估计 (MLE)，因为没有显式公式，而是
通过矩法来估计—从单次幂的绝对中心矩中估算出 σ 尺度
参数，或者从两次幂的这样的矩中估算出 ν 自由度。

在一个关于道琼斯工业平均指数（DJIA）107年的每日
对数收益以及其最近 29家公司的 10年数据的例子中，测试
了这种自适应估计方法，特别是对于 σ的估计，这导致了实
质上更好的对数似然评估，在这里，相对于 EPD [1]，学生 t
分布略好一些。这也比标准的σ预测方法如GARCH(1,1) [2]
更优——从一方面来说，GARCH(1,1)集中在高斯分布上，
并且还任意假设了依赖关系——在这里被替换为一种不带
偏见的移动估计器优化局部参数的方法。

这种自适应估计可以与其他方法结合，这些方法可能
会在本文后续版本中添加。例如，在线 PCA [3]或自适应线
性回归 [4]来结合来自多个来源的信息，比如这里的公司数
据或宏观经济数据——以改进此处使用的参数估计的时刻
预测。最后，如在 [1]中讨论的那样，我们可以使用这种参
数分布进行标准化 yt = CDFt(xt)，然后用HCR（分层相关
重构）[5]建模密度作为线性组合的方式，以静态或自适应
（随时间演变）的方式来轻微扭曲均匀分布 {yt}。

https://arxiv.org/pdf/arxiv:2304.03069v3
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Figure 1. 用于移动估计所有 θ = (µ, σ, ν)Student’s t 分布参数的
Mathematica代码（使用Mνp = E[|(x−µ)/σ|p]矩公式 (6)），及其应用
于道琼斯工业平均指数 (DJIA)107年每日对数收益率时间序列的结果。这
些参数在这种情况下是手动调整以最大化对数似然性的：均值 ln(ρt(xt))

显示在底部。我们可以看到这个世纪中有趣的演变，这些可能值得进一步
调查，比如中心 µ的 ≈ 5年周期行为，宽度 σ的巨大 ≈ 25×变化，以及
主要在 1967年至 1983年间出现的一些几乎高斯分布的 ν →∞时期。虽
然 µ描述了总体的上升/下降趋势，σ接近波动性，额外的 ν以一种稳定性
——潜在灾难性极端事件的概率来补充它。

II. 用于评估的时间序列

使用了 1900-2007年道琼斯指数的每日数据 1，基于每
日对数收益率序列 xt = ln(vt+1/vt)进行工作。

图 2还包括了 2018年 9月用于该指数的 30家公司中 29
家公司的对数收益率评估。除了陶氏杜邦（DWDP）之外，过
去十年的日价格数据均从纳斯达克网站（www.nasdaq.com）
下载得到。对于其余的 29家公司：3M（MMM）、美国运通
（AXP）、苹果公司（AAPL）、波音公司（BA）、卡特彼勒公

1DJIA 时间序列的数据来源：http://www.idvbook.com/teaching-
aid/data-sets/the-dow-jones-industrial-average-data-set/

司（CAT）、雪佛龙公司（CVX）、思科系统公司（CSCO）、
可口可乐公司（KO）、埃克森美孚公司（XOM）、高盛集团
（GS）、家得宝公司（HD）、IBM公司（IBM）、英特尔公司
（INTC）、强生公司（JNJ）、摩根大通公司（JPM）、麦当
劳公司（MCD）、默克公司（MRK）、微软公司（MSFT）、
耐克公司（NKE）、辉瑞公司（PFE）、宝洁公司（PG）、旅
行者集团（TRV）、联合健康集团（UNH）、联合技术公司
（UTX）、威瑞森电信公司（VZ）、维萨公司（V）、沃尔玛公
司（WMT）、沃博联联盟公司（WBA）和华特迪士尼公司
（DIS），均使用了从 2008年 8月 14日到 2018年 8月 14日
期间的每日收盘价（2518个值）。

III. 学生 t分布和适应性

学生 t分布最早由弗里德里希·赫尔姆特在 1875年引
入 [6] ,后来在 1908年由威廉·西利·戈塞特以“学生”为
笔名发表 [7] ,从而得名。

其基本应用在于对 ν + 1独立同分布高斯随机变量之和
的分布：对于样本均值与真实均值之间的差异。对于 ν = 1

来说是柯西分布，对于大的 ν →∞它逼近高斯分布。
其 PDF（概率密度函数），如图 3所示，为：

ρµσν(x) ≡ ρ(x) =
Γ((ν + 1)/2)√

νπ Γ(ν/2)

(
1 +

(x− µ)2

σ2ν

)− 1+ν
2

(4)

对于µ ∈ R和 σ, ν ∈ R+，Γ(z) =
∫∞
0

tz−1e−tdt伽玛函数。关
键的是，它具有多项式重尾 ρ(x) ∼ |x|−ν−1 对于 |x| → ∞，
因此只有对于 p < ν 的有限矩 E[xp]。

其累积分布函数 µ = 0, σ = 1如下所示，对于一般情
况，代入 x→ (x− µ)/σ：

∫ x

−∞
ρ01ν(y)dy =

1

2
+ xΓ

(
ν + 1

2

) F1,2

(
1
2 ,

ν+1
2 ; 3

2 ,−
x2

ν

)
√
πν Γ

(
ν
2

)
(5)

用于 F1,2 超几何函数。

A. 绝对中心矩方法

对于矩方法我们将使用绝对中心矩：E[|x−µ|p]用于不
一定为整数的幂 p ∈ R+。使用Mathematica计算了如下积
分的矩公式，对于 p < ν 是有限的：

Mνp = p

√∫ ∞
−∞
|x|pρ01ν(x)dx =

p

√
νp/2Γ

(
p+1
2

)
Γ
(
ν−p
2

)
√
π Γ(ν/2)

(6)
具有 {xt}t=1..T 数据样本，固定 ν并使用某些 µ估计量，例
如将 µ̂ = T−1

∑
t xt近似为均值，上述公式给出了尺度参数

σ的简单估计量：

σ̂ =
p
√

T−1
∑

t |xt − µ̂|p
Mνp

(7)
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Figure 2. 对数似然值（均值 ln(ρt(xt))）评估了 107年道琼斯工业平均指数时间序列的对数收益率，以及 29家单独公司的 10年的数据。在横轴上，
有 1/ν学生 t分布的自由度（从高斯分布到柯西分布），对于静态参数（橙色）和自适应 σ尺度参数（蓝色，使用 p = 1次幂和 η2 = 0.05学习率），所有
这些都是针对 µ = 0中心的。我们可以看到，适应性使得尾部更轻（最大值时 ν 更大）。还类似地展示了从 σ适应的最优结果用于 ρ(x) ∼ exp(−|x|κ)
指数幂分布，如前文 [1]（灰色）所示。红线显示了通过标准GARCH(1,1)模型评估的 σ适应情况——这与 ν =∞高斯情形可比，但通常略差一些。

所使用的 p必须在 (0, ν)范围内，其中使用非整数 p可能对
p < ν 要求至关重要。

此外，使用各种 p进行此类 σ 估计存在不同的不确定
性，这取决于 ν，如图 4所示——建议优化 p，例如基于所
使用的 ν 范围，甚至动态修改 p。对于较大的 ν，最优的 p

接近于 p = 2方差估计，标准为 ν → ∞高斯分布极限。对
于较小的 ν，最优的 p是 ≈ ν/6。

为了估计 ν，一个自然直接的方法是将两个不同幂次的
平均值 p1, p2 进行划分，去除 σ依赖性：

Mνp1

Mνp2

≈
p1

√
N−1

∑
i |xi − µ̂|p1

p2

√
N−1

∑
i |xi − µ̂|p2

(8)

选择一些 p1 6= p2，则Mνp1/Mνp2 随 ν 单调变化（示例见
图 4），我们可以例如将其行为放入表格中，并基于平均值
进行插值得到 ν的估计，例如在图 1的代码中以findν 方式
实现。

然而，类似于 1/(n− 1)的方差估计量的标准调整，(8)
的估计似乎有偏差——需要通过计算其期望值来进行调整，
最好是用一个明确的公式（尚待找到）。在图 1中，这样的
轻微调整是通过对找到的 ν加上（调节过的）0.9来实现的。

B. 移动中心矩估计量

上述矩法可以通过简单地将平均值替换为指数移动平
均值——均匀权重替换为指数减弱的权重来轻松适应移动
估计器。

对于中心 µ，我们可以使用下面的基本适应性调整——
它仅在高斯情形（ν →∞）下是最佳的，因此通常情况下可
以稍作改进。然而，对于所讨论的数据来说，收益已经几乎
可以忽略不计了。

µt+1 = µt + η1(xt − µt) (9)

最为关键的是 σ 尺度参数自适应估计，例如在 ARCH
家族中，但以更不可知的方式进行，在这里使用（7）公式
为选定的 p ∈ (0, 2)次幂（p < mint(νt)），这次使用随时间
演变的（中心绝对）矩：

mp,t+1 = mp,t + η2(|xt − µt|p −mp,t) (10)

最后，对于 ν自由度的估计，我们可以使用 (8) 公式来
更新某些不同幂次 p1, p2 的矩，并且采用某种 η3 学习率。

图 1 包含了所有 3 个参数适应所使用的 Mathematica
代码，以及它们在 DJIA时间序列中的演化。手动调整导致
了 3种不同的学习率：η1 = 0.003, η2 = 0.05, η3 = 0.005分
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Figure 3. 概率分布函数（PDF，渐近于 ∼ |x|−1−ν）和累积分布函数
（CDF）对于中心固定为 µ = 0和尺度参数为 σ = 1的学生 t 分布，但形
状参数不同为 ν。当 ν → ∞时我们得到高斯分布，ν = 1时得到柯西分
布，并且还可以涵盖不同类型重尾和分布体。

别对应于 µ, σ, ν（对于尺度参数 σ快得多）。
图 2显示了使用固定 µ = 0中心和各种固定 ν 对单个

MLE参数 σ进行评估，或者使用（7）估计的 σ调整，具有
p = 1次幂和 η2 = 0.05学习率。例如：导致对数似然仅比
图 1中优化演化所有 3个参数时差 ≈ 0.004。ν 估计器需要
调整——此处通过简单添加调优参数来完成，希望未来能
改进并自动化。

ν进化，在标准的 ARMA-ARCH 方法中不可用，评估
局部尾形，潜在破坏性极端事件的概率——建议将其称为
稳定性，补充流行的波动率评估，类似于 σ。图 5和 6检查
了确实如图 1所建议的 1967-1983 范围具有更薄的尾部。图
7显示了所有公司（η3 = 0.005）的 ν 演变情况——这种分
析可能有助于定位和理解影响稳定性的因素/机制，这有望
在未来应用于降低潜在灾难性极端事件发生的概率。

C. 包括不对称性

尤其是尾部，例如图 6所示，明显是非对称的，因此将
其纳入可能也是有价值的。有两种经典的方法可以不对称

Figure 4. 顶部: 错误依赖于在 σ 估计中选择的幂 p 作为 σ̂ =
p
√

T−1
∑

t |xi − µ̂|p/Mνp。我们可以看到，对于高斯分布 ν → ∞，我
们应该选择 p = 2，就像在标准方差估计中一样，但为了提高预测应该减
少这个 p对于较低的 ν 到 p ≈ ν/6。底部: 单调函数用于估计 ν 的各种 2
次幂选择 p1, p2。

Figure 5. 实际和预期的事件数量 |X − µ| > kσ：对于 k = 1, . . . , 10，
完整的 29349个值的时间序列从 1900-2007（顶部）以及限制在 4012个值
上从 1967-1983（底部）。显著的绿色第二列是数据中的数值数量，在右侧
有各种 ν 的 Student t 分布的预期事件数量（长度 ×概率）。在顶部表格
中，我们看到大量的极端事件，在使用接近 ν ∈ (3, 5)的自适应 σ 后。相
比之下，由图 1中 ν的演化所建议的 1967-1983年区间具有极低的 ν ∼ 10

极端事件概率——这表明市场更加稳定。图 7显示了更详细的 ν 演化，可
能有助于定位、理解关键机制，并且也许可以利用这些机制来使市场更加
稳定。
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Figure 6. 图 5的可视化表格：超出 kσ的概率向左（负）和右（正）：基
于道琼斯工业平均指数数据（粗蓝色线），并与各种自由度 ν的学生 t分布
进行比较（细色线）。顶部：整个 107年期间的静态 σ = 0.001149，我们可
以观察到中心行为在对数尺度下几乎呈线性，如同拉普拉斯分布。中心自
适应 σ 使中心行为更接近学生 t 分布，但尾部对应于 3 到 6 之间的各种
ν，左右尾之间有明显的不对称。底部：如所见，1967-1983 年的道琼斯工
业平均指数几乎呈高斯分布，这可以在限制在此期间的数据的底部图中看
到，已经为静态 σ提供了良好的一致性，并且尾部在 10 到 100 之间的 ν。

化 Student-t分布：非中心 t分布 [8]的概率密度函数为

e−
δ2

2 2νν
ν
2+1Γ

(
ν+1
2

)
π

H−ν−1

(
−xδ√

2
√
x2 + ν

)(
ν + x2

)− ν+1
2

和参数 ν, δ：和偏斜广义 t分布 [9]的概率密度函数。
p

2vσq
1
pB( 1p , q)

(
1 + |x−µ+m|p

q(vσ)p(1+λsgn(x−µ+m))p

) 1
p+q

然而，它们复杂得多，尤其是如果想要寻找自适应估
计，这可能是未来值得考虑的内容。

相反，为了简化起见，让我们从不对称性开始，只需将
两个具有独立参数的标准 Student t 密度粘合到 µ中，这些
参数描述了←−σ ,←−ν 左尾，以及描述了 x < µ−→σ ,−→ν x > µ右
尾。虽然这不是必要的，但为了使概率密度函数连续，我们
需要确保在 µ处左部和右部具有相同的值，通过线性缩放
这会导致概率密度函数：

ρµ←−σ←−ν −→σ−→ν (x) =

2


(
1 + (x−µ)2

←−σ 2←−ν

)−←−ν +1
2 if x ≤ µ(

1 + (x−µ)2
−→σ 2−→ν

)−−→ν +1
2 if x > µ

σl

√←−ν B
(←−ν

2 ,
1
2

)
+ σr

√−→ν B
(−→ν

2 ,
1
2

) (11)

这样做的优点是我们可以像之前一样精确地使用自适

应估计 σ, ν，只是将当前 µ以下/以上的值分开：我们保留
两份 σ, ν 的副本，并根据 sgn(x− µ)更新其中一个。

然而，对 DJIA 的测试导致了分别适应左右尾部的
←−ν ,−→ν 和←−σ ,−→σ 的 ≈ 0.01更差的对数似然。它回到了分别
适应←−ν ,−→ν 和共同 σ =←−σ = −→σ 的原始对数似然。因此，虽
然←−ν ,−→ν 可以用来描述单独左右尾部的形状，但对于 σ 尺
度参数来说，使用一个共同的是更好的选择。我们还可以寻
找更复杂的自适应估计方法，或者可能使用非中心或偏斜 t
分布。

我们可以使用这种演变特别是 ν来评估市场：例如，分
别估计左尾和右尾极端事件的概率，也将它们用作各种模
型的局部参数。图 8显示了它在 107年道琼斯工业平均指数
中的演化过程，有趣的是，显示出某个时期正好有一个尾部
较重的情况：无论是减少还是增加都能更容易地获得极值。

IV. 结论与进一步工作

本文介绍了矩方法的一些新颖扩展——不仅适用于幂
次不一定是自然数的绝对中心矩（在处理低 ν时至关重要），
更重要的是作为 EMA 移动估计器——用于随时间变化的
参数，也可以独立地应用于左右尾。除了能够更好地评估对
数似然之外，它还能提供这些关键参数的变化情况，如图
1、7、8所示——包括 ν 自由度来评估极端事件的概率，理
解这种依赖关系可能会允许引入一些市场稳定机制。例如，
它建议寻找在 1967年至 1983年间道琼斯工业平均指数中 ν

急剧增加的机制，在图 5、6中得到确认。
这是一个通用方法，可能也值得应用于其他分布，如

alpha-稳定分布和更大的模型。同时，将其与其它特别是自
适应模型结合也是有意义的，比如在线线性回归和HCR（层
次相关重构）——这将在本文后续版本中进行规划。

进一步工作的计划示例：

• 改进来自矩的估计量——特别是 ν 的。
• 改进不对称情况的演化，例如更好地适应性估计所提
出的粘合的两个学生 t分布，或非中心、偏斜变体。

• 增加进一步的建模，例如依赖其他股票、宏观经济数据
等，比如使用自适应线性回归 [4] 和 HCR [5] 来包括细
微的相关性。

• 寻找各种分布的移动估计器的不同方法，例如使用梯
度上升方法，可能还包括如 [10]中的二阶信息。

• 讨论的方法有许多超参数，比如学习率——通常对于
相似的数据类型是通用的。自动优化它们并通过进化
进行适应可能是有价值的。

• 理解影响 ν 演化的机制/依赖关系，也分别针对左尾和
右尾，并希望利用它们，例如提高标记的稳定性。

• 测试了适用于不同应用的方法，如数据压缩，其中对数
似然改进转化为每符号节省的比特。
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Figure 7. ν 参数在所有 1+29个案例中的演变，使用了 p1 = 1和 p2 = 1/2次方以及 η3 = 0.005学习率。它描述了尾部形状 ρ(x) ∼ |x|−ν−1，极端
事件的概率——可能是灾难性的，可能会导致市场不稳定，这表明了“稳定性”解释补充了标准的“波动性”评估。将上述演变与各种历史事件/因素
进行比较可能有助于理解和利用它们来改善市场稳定。

Figure 8. 如图 6所示存在尾部不对称，因此进行了如下分析：对道琼斯工业平均指数（DJIA）的自由度 ν 进行自适应估计，如同之前在分布 1中所
做的那样（绿色），并且单独分析了负值左侧尾部 xt < µt的←−ν（蓝色）和正值右侧尾部 xt > µt的−→ν（橙色）。有趣的是，我们可以观察到如 1983-87
年间仅有单侧重尾的现象。类似的左右单独估计 σ更加嘈杂，并且仅恶化了对数似然，因此没有展示。
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