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1 介绍

令C是在Q上的亏格为 g > 1的几何连通光滑射影曲线。Mordell[Mor22]
猜测 C(Q)是有限的。这个猜想由 Faltings[Fal83]证明，其中Q被任意数域
替换。在Faltings的证明之前，Manin[Man64]和Grauert[Gra65]分别独立证
明了复函数域上曲线的这一猜想的类似结论。Vojta[Voj89b, Voj91]在两种
情况下用丢番图逼近给出了另一种证明方法。基于Vojta的证明，Dimitrov-
Gao-Habegger[DGH21]和Kühne[Kü21]证明了以下统一定理（参见 [Gao21,
Theorem 1.1]）。

定理 1.1 (迪米特罗夫-高-哈贝格+库恩). 对于任意整数 g > 1，存在一个常
数 c(g)具有以下性质。令K 是特征为 0的域，C/K 是一个几何连通的光滑
射影曲线，其亏格为 g，J 是 C/K 的雅可比簇，并且 P0 ∈ C(K)是一个有
理点。然后对于任何有限秩 ρ的子群 Γ ⊆ J(K)，

](iP0
(C(K)) ∩ Γ) ≤ c(g)ρ+1.
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这里 iP0
是 Abel-Jacobi 映射

iP0
: C −→ J, P 7−→ P − P0.

Γ的秩是Q-向量空间 Γ⊗Q的维度。注意，Γ不必为有限生成的。在这篇文
章中，我们在非等变情况下明确确定了常数 c(g)。我们的主要定理如下。

定理 1.2. 令K是特征为 0的域，C/K是一个几何连通的光滑射影曲线，其
亏格为 g > 1，J 是 C/K的雅可比簇，并且 α是定义在 C上的一个次数为 1

的线丛。如果C在Q上是非等变的，则对于任何有限秩 ρ的子群 Γ ⊆ J(K)，

](iα(C(K)) ∩ Γ) ≤ (16g2 + 32g + 184)(20g)ρ.

特别是，如果 J(K)是有限秩 ρ，则

]C(K) ≤ (16g2 + 32g + 184)(20g)ρ.

一条曲线 C 在 Q上是非等曲率的，如果它不与从 Q̄到 K̄ 的基变换同
构。我们记作

iα : C −→ J, P 7−→ P − α.

然后 iP0
= iO(P0)是一个特殊情况。在我们的证明中，存在一个自然的 α，它

不必是 C 中的一个点。
我们将主要定理简化为以下定理。

定理 1.3. 令 k是一个特征为 0的代数闭域，K是光滑射影连通曲线B/k的
函数域，C/K 是非等变的光滑射影几何连通曲线，在 k上且亏格为 g > 1，
J 是 C/K 的雅可比簇，α是在 C 上度数为 1的线丛。然后对于任意秩为 ρ

的子群 Γ ⊆ J(K̄)，

](iα(C(K̄)) ∩ Γ) ≤ (16g2 + 32g + 184)(20g)ρ.

特别是，如果 J 的K/k-迹是平凡的，则

]C(K) ≤ (16g2 + 32g + 184)(20g)ρLN .

这里 Lang-Néron 秩 ρLN 是 J(K)的秩。

一个阿贝尔簇A/K的K/k-迹 (trK/k(J), tr)是由一个阿贝尔簇B/k和
一个态射 f : BK → A组成的对 (B, f)类别中的终对象。如果 k在 K 中代
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数闭合，则 K/k-迹存在且 J(K)/trK/k(J)(k)是有限生成的（参见 [Con06,
Theorem 2.1 and 6.2]）。特别是，我们关于平凡迹的假设意味着 ρNL 是有
限的。
对于曲线B，我们有一个Weil高度在C(K̄)上。有理点根据高度分为两

部分并分别计数。请注意，我们将点按照在 [Zha95]中介绍的 C 的可容许配
对进行划分，而不是通常使用的 Faltings高度（参见 [Gao21]）。Yuan[Yua23]
表明在函数域情况下这两个量相互有界。
我们修改了 Vojta对Mordell猜想的证明，以计算具有大高度的点的数

量。Vojta使用 Grothendieck-Riemann-Roch定理构造了一个有效的除子。
然后他给出了关于其指标的一个丢番图逼近不等式，从而得出一个无效的
高度上界。给出明确不等式的障碍在于Weil高度只能在有界的函数范围内
确定。Zhang[Zha93]引入了阿德利克线丛，与其相关的高度是规范高度。我
们使用它来细化 Vojta的估计，并均匀地限制具有大高度的点的数量。我们
也使用 Siu的定理 [Siu93]来避免处理更高的上同调群并简化除子的构造。
另一方面，Bogomolov 的一个猜想指出在 C(K̄)中只有有限多个小高

度点。Ullmo[Ull98]用 Szpiro-Ullmo-Zhang 的等分布定理 [SUZ97]证明了
它。Zhang[Zha95] 表明可允许配对的严格正性蕴含 Bogomolov 猜想。基
于此，Looper-Silverman-Wilms[LSW21]给出了关于函数域上的 Bogomolov
猜想的一个定量统一结果，并且 Yuan[Yua23]独立证明了全局域上的统一
Bogomolov 猜想。我们结合 Looper-Silverman-Wilms 的定理和修改后的
Vojta 不等式来推导我们的主要定理。
在整个文章中，设 C 为 C 在 B 上的极小正则模型。由于用有限扩张替

换 K 不会改变定理 1.3的第一个结论，我们可以假设 C 具有分裂半稳定约
化。对偶层 ω̄ = ωC/B 是一个在线束上 C 的线丛。令 X = C ×K C 为乘积，
p1, p2 : X → C 为投影，∆ ⊆ X 为对角线。
我们感谢 Xinyi Yuan的重要建议和耐心帮助。我们感谢 Zheng Xiao和

Chunhui Liu教授作者丢番图逼近。我们感谢 Yinchong Song审阅本文的草
稿。我们感谢 Joseph Silverman和 Robert Wilms提供的有益评论。我们感
谢 Ziyang Gao的有益讨论。我们感谢匿名评审人提出的建设性建议。
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2 高度之差

在本节中，我们回顾了在 [Zha93]中引入的阿德利克线丛和在 [Zha95]
中的可容许度量。对于可容许度量的详细处理，请参阅 [Yua23, Appendix]。
然后我们将与 ω̄相关的高度与规范高度进行比较。
对于 v ∈ B，设Kv 为局部域且OKv

为其估值环。我们为了简单起见取
|$v| = e−1。这里 $v 是 Kv 的单位元。对于射影簇 Z/K 和 Z 上的线丛 L，
(Z,L⊗n)在 OKv

上的模型 (Z,L)诱导 LKv
上的度量 ‖ · ‖，如下所示：对于

z ∈ Z(K̄v)，它扩展到
z̄ : Spec(OK̄v

) −→ Z.

对于 ` ∈ z∗L，定义

‖`‖ = inf
a∈K̄v

{|a| : `n ∈ anz̄∗L}.

LKv
上的度量 ‖ · ‖′是连续且有界的，如果对于某个由模型诱导的度量 ‖ · ‖，

‖·‖′/‖·‖是连续且有界的。一个典范度量在L上是集合 {‖·‖v}的连续且有界
度量 ‖·‖v集合在LKv

上，对于所有 v ∈ B，使得 ‖·‖v由模型 (Z,L)在开子簇
U ⊆ B上诱导出，对于所有 v ∈ U。一个阿德勒线丛是一对 L̄ = (L, {‖·‖v})，
由一个线丛 L和一个在 L上的阿代尔度量 {‖ · ‖v}组成。
我们说，在 L上的一个 adel距离 {‖ ·‖v}是 adel距离序列 {‖ ·‖n,v}(n =

1, 2, . . . )的极限，如果 ‖ · ‖n,v 独立于 n对于 v在 B 的一些开子簇上，并且
‖ · ‖n,v/‖ · ‖v在每个 v ∈ B上的X(K̄v)处一致收敛。模型 (Z,L)在 (Z,L⊗n)

上相对于 B是相对伪有效如果在 Z 的特殊纤维上 L是伪有效的。一个阿德
elic度量 {‖ · ‖v}是相对伪有效的，如果它是由在 B 上的相对伪有效模型诱
导的一系列阿德 elic度量的极限。一个 adel 线丛是可积的，如果它是两个
相对 nef 的 adel 线丛的张量商。记 P̂ic(Z)int 为在 Z 上可积 adel 线丛的等
距类群。
如果 Z = Spec(K)，则 L̄ ∈ P̂ic(Z)int 的度定义为

d̂eg(L̄) =
∑
v∈B

− log ‖s‖v,

其中 s是 L的任意非零截面。如果 d = dimZ，则存在一个德利涅配对

P̂ic(Z)d+1
int −→ P̂ic(K)int, (L̄1, . . . , L̄d+1) 7−→ π∗〈L̄1, . . . , L̄d+1〉
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关于结构态射 π : Z → Spec(K)（参见 [YZ23]）。d + 1线丛的交数是它们
Deligne 配对的次数。与 L̄相关的高度是

hL̄ : Z(K̄) −→ R, z 7−→ d̂eg(z∗L̄)
deg(z)

.

这里 deg(z)是残类域 z关于K 的次数。
阿代尔线丛 L̄ = (L, {‖ · ‖v})在 Z 上的有效部分的空间 Ĥ0(L̄)由 L的

截面 s构成，满足对所有 v均有

sup ‖s‖v ≤ 1

。当从某个射影模型上的 L诱导出 L̄时，Ĥ0(L̄) = H0(L)。L̄的体积是

vol(L̄) = lim
n→∞

(d+ 1)!

nd+1
dimk Ĥ

0(L̄)

对于 d = dim(Z)。极限总是存在。如果 vol(L̄) > 0，则我们说 L̄是大的。对
于 nef 的阿代尔线丛 L̄1和 L̄2，存在 Siu 不等式

vol(L̄1 − L̄2) ≥ L̄d+1
1 − (d+ 1)L̄d

1L̄2.

选择一个次数为 1的线丛 α0满足 (2g − 2)α0 = ωC/K 在 C 上。设 θ为

Cg−1 −→ J, (x1, . . . , xg−1) 7−→ iα0
(x1) + · · ·+ iα0

(xg−1).

的像。它是在 J 上的一个除子。线丛 Θ = O(θ) + [−1]∗O(θ)是对称的。张
[Zha93]应用 Tate 的极限论证来构造一个可积的阿代尔度量在 Θ上。记阿
代尔线丛为 Θ̄。规范高度被定义为相关高度

ĥ = hΘ̄ : J(K̄) −→ R.

它是正的，并且 | · | = ĥ(·)1/2可以扩展成一个范数

J(K̄)R = J(K̄)⊗ R

满足平行四边形定律。记对应内积为 〈·, ·〉Θ。滥用语言，我们将 ĥ(iα0
(x))

写作 ĥ(x)。
对于 v ∈ B，令 Γv 为特殊纤维 Cv 的约化图，即，Γv 的顶点和边分别表

示 Cv 的分支和节点，并且每条边的长度为 1。用 F (Γv)表示在 Γv 上连续且
分段光滑的函数空间。对于 f ∈ F (Γv)，拉普拉斯算子给出一个测度

∆f = −f ′′(x)dx−
∑

d−→v f(P )δP .
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这里 x表示每条边上的规范坐标。求和是在 P ∈ Γv 上进行的，以及在 P 处
的切向方向 −→v，并且 δP 是支持在 P 的 Dirac 度量。
对于每个概率测度 µ，存在一个唯一的对称函数 gµ : Γ2

v → R，称为与
µ相关的格林函数，满足

gµ(x, ·) ∈ F (Γ),

∆gµ(x, ·) = δx − µ,∫
Γv

gµ(x, ·)µ = 0.

从定义可以直接看出

gµ(x, x) = sup
y∈Γv

gµ(x, y) ≥ 0.

典范除子 KΓv
的 Γv 是一个形式线性组合

KΓv
=
∑

deg(ω̄|Fξ
)ξ.

求和是对所有顶点 ξ进行的，而 Fξ 是由 ξ表示的 Cv 的分量。存在唯一的概
率测度 µ满足 gµ(KΓv

, x) + gµ(x, x)是与 x无关的常数。将该测度记为 µv，
格林函数记为 gv。借助收缩映射 C(K̄v) → Γv（参见 [Ber90, Chapter 4])，
我们可以将 gv 视为定义在 C(K̄v)

2上的函数。
模型 (C, ω̄)引入了一个阿德利克度量 {‖ · ‖Ar,v}到 ωC/K 上。标准容许

度量 {‖ · ‖a,v} 由

‖ · ‖a,v(x) = ‖ · ‖Ar,v(x) · egv(x,x), x ∈ Can
Kv

.

定义的 ωC/K 是一个可积的阿德利克度量。记 ωa为典范可容许阿代尔线丛。
自交数 ω2

a非负。
类似地，存在一个由

O(∆)a = (O(∆), {‖ · ‖∆,v}) ∈ P̂ic(X)int

确定的可积典范容许阿德利克线丛

‖ · ‖∆,a(x, y) = e−iv(x,y)−gv(x,y), x, y ∈ C(K̄v), x 6= y.

这里，iv(x, y)是稳定的交点数，即如果对于某个有限扩张 x, y ∈ C(K ′
w)，

K ′
w/Kv，它们在基域 OK′

w
上的极小正则模型 C′中的闭包分别为 x̄, ȳ，则

iv(x, y) =
(x̄ · ȳ)

[K ′
w : Kv]

.
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以下命题给出了我们所需的差异。注意全局稳定交点数

i(P1, P2) =
∑
v∈B

iv(P1, P2) log(e) = (P̄1 · P̄2)

[K ′ : K]

可以被视为与线丛O(∆)在点P = (P1, P2) ∈ (X\∆)(K̄)处相关联的韦伊高
度函数。因此，我们可以将第二个等式视为 Vojta证明中Mumford的等式。

命题 2.1. (1) 对于 P0 ∈ C(K̄)，

hω̄(P0) =
g − 1

g
ĥ(P0) +

∑
v∈B

gv(P0, P0) +
ω2
a

4g(g − 1)
.

(2) 对于 P1, P2 ∈ C(K̄)，如果 P1 6= P2，则

i(P1, P2) =
ĥ(P1)

2g
+

ĥ(P2)

2g
− 〈P1, P2〉Θ −

∑
v∈B

gv(P1, P2)−
ω2
a

4g(g − 1)
.

证明. (1) 考虑态射

iω : C −→ J, x 7−→ (2g − 2)x− ωC/K .

由 [Yua23, Theorem 2.10(1)]，

i∗ωΘ̄ = 4g(g − 1)ωa − π∗π∗〈ωa, ωa〉

在 P̂ic(C)⊗Q中。这里 π∗〈·, ·〉是结构态射 π : C → Spec(K).的德利涅配对
由于 iω = [2g − 2] ◦ iα0

，我们有

(2g − 2)2ĥ(P0) = 4g(g − 1)hωa
(P0)− ω2

a.

因此，

hω̄(P0) =
∑
v∈B

gv(P0, P0) + hωa
(P0)

=
∑
v∈B

gv(P0, P0) +
g − 1

g
ĥ(P0) +

ω2
a

4g(g − 1)
.

(2) 考虑形态映射

j : X −→ J, (x, y) 7−→ y − x.
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由 [Yua23, Theorem 2.10(2)]，

j∗Θ̄ = 2O(∆)a + p∗1ωa + p∗2ωa

在 P̂ic(X)⊗Q中。因此

ĥ(P2 − P1) = 2hO(∆)a(P1, P2) + hωa
(P1) + hωa

(P2).

我们得到

i(P1, P2) =hO(∆)a(P1, P2)−
∑
v∈B

gv(P1, P2)

=
∑
i=1,2

ĥ(Pi)− hωa
(Pi)

2
− 〈P1, P2〉Θ −

∑
v∈B

gv(P1, P2)

=
ĥ(P1)

2g
+

ĥ(P2)

2g
− ω2

a

4g(g − 1)
− 〈P1, P2〉Θ −

∑
v∈B

gv(P1, P2).

用 δ(Γv)表示 Γv 的总长度。张 [Zha10]引入了 ϕ不变量作为

ϕ(Γv) = −1

4
δ(Γv) +

1

4

∫
Γv

gv(x, x)((10g + 2)µv − δKΓv
).

他还在此文献中证明了

ω2
a ≥ 2g − 2

2g + 1

∑
v∈B

ϕ(Γv).

由 [LSW21, Lemma 2.2]和 [BR07, Proposition 13.7]，我们有

|gv(x, y)| ≤
15

4
ϕ(Γv).

因此，
|
∑
v∈B

gv(x, y)| ≤
30g + 15

8g − 8
ω2
a

由此，我们得到以下推论。

推论 2.2. (1) 对于 P0 ∈ C(K̄)，

0 ≤ hω̄(P0)−
g − 1

g
ĥ(P0) ≤

19

2
ω2
a.

(2) 对于 P1, P2 ∈ C(K̄)，如果 P1 6= P2，则

−19

2
ω2
a ≤ i(P1, P2)−

ĥ(P1)

2g
− ĥ(P2)

2g
+ 〈P1, P2〉Θ ≤ 37

4
ω2
a.
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3 沃伊塔不等式

在本节中，我们修改 Vojta的证明 [Voj89b]以给出一个统一不等式。以
下是本节的主要定理。

定理 3.1. 对于 P1, P2 ∈ C(K̄)，如果

|P2| ≥ 20g|P1|

和
|P1| ≥ 200

√
gω2

a,

则
〈P1, P2〉Θ
|P1||P2|

≤ 4

5
.

令 M̄ 为从 B 拉回至 X 的一个阿代尔线丛，其度数为 1。考虑阿代尔
线丛

L̄ = d1p
∗
1ωa + d2p

∗
2ωa + d((2g − 2)O(∆)a − p∗1ωa − p∗2ωa) + cM̄,

其中 d1, d2, d, c为待定的正整数。

引理 3.2. 如果 d1 ≥ gd，d ≥ d2和 2(d1d2 − gd2)c > (g+ 1)d1d
2ω2

a，那么 L

很大。

证明. 取

L̄1 = (d1 − d)p∗1ωa + d(g − 1)p∗2ωa + d(2g − 2)O(∆)a + cM̄,

L̄2 = (gd− d2)p
∗
2ωa.

通过 [Yua23, Theorem 2.10(2)]，

p∗1ωa + p∗2ωa + 2O(∆)a
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是数值有效的。所以 L̄1和 L̄2都是数值有效的。由 Siu的不等式，我们有

vol(L̄)

≥L̄3
1 − 3L̄2

1L̄2

=6(2g − 2)2(d1d2 − gd2)c+ d3(2g − 2)2

(
(2g + 1)ω2

a − (2g − 2)
∑
v∈B

φ(Γv)

)
+

3(2g − 2)(d21d2 − (g2 + 2g − 1)d1d
2 + 2gd3 + (2g − 2)d1dd2 − (2g − 1)d2d2)ω

2
a

≥6(2g − 2)2(d1d2 − gd2)c− 3(2g − 2)(g2 + g)d1d
2ω2

a

>0.

在这里我们使用证明中的交数 [Yua23, Theorem 3.6]

对于 Pi ∈ C(K)(i = 1, 2)，我们有 P = (P1, P2) ∈ X(K)以及 P̄i ⊂ C、
P̄ ⊂ X 节的 B。选择局部坐标 xi 在 C 上的 Pi。然后对于任何有效除子
D ∈ Div(X)，D在 P 处由一个形式幂级数定义∑

i1,i2≥0

ai1,i2x
i1
1 x

i2
2 .

回忆一下，索引在 D的 P 处关于一对正数 (e1, e2)是

ind(D,P, e1, e2) = min{ i1
e1

+
i2
e2

: ai1,i2 6= 0}.

它独立于 x1, x2的选择。

定理 3.1的证明。. 定理在用有限扩域替换 K 后保持不变。我们可以假设
P1, P2 ∈ C(K)。取

d1 = d
√
g +

1

400

|P2|
|P1|

de,

d2 = d
√
g +

1

400

|P1|
|P2|

de,

c = d200(g + 1)d1ω
2
ae,

其中 d·e是天花板函数，即 dxe 是不小于 x的最小整数。对于足够大的 d，L̄

很大。存在一个正整数 n使得 nL̄有一个有效的截面 s。
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令 X 是 C ×B C 的正规点集。对于 v ∈ B，存在一个自然的一一对应
(C ×B C)(OK̄v

) = X(K̄v)。记 X(K̄v)
◦为与 X (OK̄v

)对应的 X(K̄v)的子集。
它是一个解析域的 X(K̄v)。令 ∆̄为 ∆在 X 中的闭包，并且

L = d1p
∗
1ω̄ + d2p

∗
2ω̄ − d((2g − 2)O(∆̄)− p∗1ω̄ − p∗2ω̄) + cM ∈ Pic(X ).

然后 LK = L。对于 v ∈ B，L在 X(K̄v)
◦ 上诱导了 L的一个度量 ‖ · ‖L,v，

就像射影情形一样。设

mv = − log( sup
x∈X(K̄v)◦

‖s(x)‖nL,v).

视 s为 nL的有理截面。那么mv是 div(s)在 v上垂直部分的最小重数。所以

D = div(s)−
∑
v∈B

mv[Xv]

是 X 上的一个有效除子。这里 Xv 是 X → B 的纤维。表示

L′ = nL −
∑
v∈B

mvO([Xv]).

由于 s是 L̄的有效部分，

mv ≥ − log(sup ‖s‖nL̄,v)− n(d1 + d2 + 2gd) sup |gv| ≥ −2nd1 sup |gv|.

所以 ∑
v∈B

mv ≥ −20nd1ω
2
a ≥ −nc.

由 [Voj89b, Lemma 4.1]可知，存在一个有限扩张B′为B的函数域K ′，
以及一个在 B′上的正则曲面 C′

i 满足 i = 1, 2。

(1) 存在一个态射 C′
i → C ×B B′;

(2) 其在一般纤维 C ′
i → C ×K K ′ 上的限制次数为 2d3−i 并且在外于 Pi 处

无分歧；

(3) 有两个点 C ′
i 在 Pi上，都定义在K ′上，并且分歧指数为 d3−i。

令 X ′为 C′
1 ×B′ C′

2的正则点集。然后存在一个态射

f : X ′ −→ X ×B B′

11



扩展C1×K′C2 → X×KK ′。任意选择位于P上的P ′ = (P ′
1, P

′
2) ∈ C ′

1×K′C ′
2。

P̄ ′的闭包在 X ′中是 P ′的恰当闭包。余法线层 N∨
P̄ ′/X ′ 是直和

N∨
P̄ ′/X ′ = N∨

P̄ ′
1/C′

1
⊕N∨

P̄ ′
2/C′

2
.

由 [Voj89a, Lemma 3.2]，

ind(D,P, (2g − 2)nd1, (2g − 2)nd2)

=ind(f∗D,P ′, (2g − 2)nd1d2, (2g − 2)nd1d2)

=
ind(f∗D,P ′, 1, 1)

(2g − 2)nd1d2
.

与 [Voj89b, Lemma 4.2.2]一起，我们有

ind(D,P, (2g − 2)nd1, (2g − 2)nd2)

≥ 1

(2g − 2)nd1d2

−2deg(f∗L′|P̄ ′)

deg(ωC′
1/B

′ |P̄ ′
1
) + deg(ωC′

2/B
′ |P̄ ′

2
)

=
1

(g − 1)n

−deg(L′|P̄ )
d1 deg(ω̄|P̄1

) + d2 deg(ω̄|P̄2
)

≥ 1

g − 1

−deg(L|P̄ )− c

d1 deg(ω̄|P̄1
) + d2 deg(ω̄|P̄2

)

=− 1

g − 1
+

1

g − 1

d(deg(ω̄|P̄1
) + deg(ω̄|P̄2

)− (2g − 2)deg(O(∆̃)|P̄ ))− 2c

d1 deg(ω̄|P̄1
) + d2 deg(ω̄|P̄2

)
.

由推论 2.2，

g − 1

g
|Pi|2 ≤ deg(ω̄|P̄i

) ≤ g − 1

g
|Pi|2 +

19

2
ω2
a ≤ 100

99

g − 1

g
|Pi|2.

注意 deg(O(∆̃)|P̄ ) = i(P1, P2)。再次由推论 2.2，

deg(ω̄|P̄1
)+deg(ω̄|P̄2

)− (2g− 2)deg(O(∆̃)|P̄ ) ≥ (2g− 2)(〈P1, P2〉Θ− 19

2
ω2
a).
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我们可以假设 〈P1, P2〉Θ ≥ 0。那么

ind(D,P, (2g − 2)nd1, (2g − 2)nd2)

≥− 1

g − 1
+

1

g − 1

(2g − 2)d〈P1, P2〉Θ − (19g − 19)dω2
a − 2c

d1 deg(ω̄|P̄1
) + d2 deg(ω̄|P̄2

)

≥− 1

g − 1
+

0.99g

g − 1

2d〈P1, P2〉Θ
d1|P1|2 + d2|P2|2

− g

(g − 1)2
(19g − 19)dω2

a + 2c

d1|P1|2 + d2|P2|2

≥− 1.01

g − 1
+

0.99g

g − 1

2d〈P1, P2〉Θ
d1|P1|2 + d2|P2|2

− g

(g − 1)2
2c

d1|P1|2 + d2|P2|2
.

因此，

lim inf
d→∞

ind(D,P, (2g − 2)nd1, (2g − 2)nd2)

≥− 1.01

g − 1
+

0.99g

(g − 1)
√

g + 1
400

〈P1, P2〉Θ
|P1||P2|

− g

(g − 1)2
200(g + 1)ω2

a

|P1|2

≥− 1.03

g − 1
+

0.98g

(g − 1)
√
g

〈P1, P2〉Θ
|P1||P2|

.

通过 Dyson引理（参见 [Voj89a]），

V (ind(D,P, (2g − 2)nd1, (2g − 2)nd2)) ≤
d1d2 − gd2

d1d2
+ (2g − 1)

d2
2d1

.

这里
V (t) =

∫
x,y∈[0,1],x+y≤t

dxdy.

取极限我们有

lim inf
d→∞

V (ind(D,P, (2g − 2)nd1, (2g − 2)nd2))

≤ 1

400g + 1
+ (2g − 1)

|P1|2

2|P2|2

≤ 1

200g

由 V 的单调性，我们有

lim inf
d→∞

ind(D,P, (2g − 2)nd1, (2g − 2)nd2) ≤
1

10
√
g
.

结合指标上的两个不等式我们有

− 1.03

g − 1
+

0.98g

(g − 1)
√
g

〈P1, P2〉Θ
|P1||P2|

≤ 1

10
√
g
.
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因此，
〈P1, P2〉Θ
|P1||P2|

≤ 100

98
(
g − 1

10g
+

1.03
√
g
) ≤ 4

5
.

4 主定理的证明

本节我们将完成定理 1.2和定理 1.3的证明。

定理的证明 1.2. 由于 Γ是有限秩的，存在一个由有限生成的子群 Γ0 ⊆ Γ

满足
Γ0 ⊗Q = Γ⊗Q.

然后我们可以找到一个由有限生成的扩张K/Q，使得 C 和 Γ0在K 上有定
义。对于任意的 P ∈ Γ，存在 Q ∈ Γ0 和一个整数 n，使得 nP = Q。态射
[n] : J 7→ J 是有限的。因此 P ∈ J(K̄)。
记Mg 为在 Q̄上的 genusg曲线的粗模量方案。令

ι : Spec(K̄) −→ Mg

为对应于 CK̄ 的 K̄点。由于 C在Q上是非等变的，x不通过 Spec(Q̄)因子。
注意，

∩k = Q̄,

其中交集是在所有代数闭子域 k ⊆ K̄ 上进行的，这些子域满足 K̄/k，其超
越次数为 1。存在一个 k 使得 ι不通过 Spec(k)因式分解。用 Kk 替换 K。
然后 K/k是有限生成的超越次数为 1，因此是光滑射影连通曲线 B/k的函
数域。定理 1.2由定理 1.3推出。

我们需要以下命题来在定理的证明中计算具有较大高度的点数量。1.3

命题 4.1. 令 P1, P2 ∈ C(K̄)为两个不同的点。如果

|P2| ≥ |P1| ≥
(
5
√
2− 1

4

)√
ω2
a

和
〈P1, P2〉Θ
|P1||P2|

≥ 4

5
,

则
|P2|
|P1|

≥ 9g

10
.
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证明. 由于 P1 6= P2，根据推论 2.2我们有

0 ≤ i(P1, P2)

≤ |P1|2

2g
+

|P2|2

2g
− 〈P1, P2〉Θ +

37

4
ω2
a

≤ |P1|2

2g
+

|P2|2

2g
− 4

5
|P1||P2|+

37

4
ω2
a

≤ |P1|2

2g
+

|P2|2

2g
− 3

5
|P1||P2|.

求解它我们得到
|P2|
|P1|

≥ 3g

5
+

√(
3g

5

)2

− 1 ≥ 9g

10
.

定理的证明 1.3. 用 Γ1 表示由 Γ和 α − α0 生成的 J(K̄)的子群。我们有向
量空间 V = Γ⊗ R和 V1 = Γ1 ⊗ R。令

W = V + α− α0

为 V 在 V1 中的陪集。然后

](iα(C(K̄)) ∩ Γ) =]{P ∈ C(K̄) : P − α ∈ V }

=]{P ∈ C(K̄) : P − α0 ∈ W}.

对于任意点 x ∈ V1 和正数 r，记 B(x, r)为以点 x为中心、半径为 r的
闭球体，在 V1中。由 [LSW21]可知，半径为

R0 =

√
ω2
a

8(g2 − 1)

的球内至多有 16g2 + 32g + 124个有理点在 C(K̄)中。设

R1 =

(
5
√
2− 1

4

)√
ω2
a.

我们以归纳的方式用半径为 R0 的球覆盖 B(O,R1) ∩W。选择任意的 x1 ∈
B(O,R1)∩W。在选择了x1, . . . , xt后，如果B(O,R1)∩W不被B(x1, R1), . . . , B(xt, R0)

覆盖，则选择任意的

xt+1 ∈ (B(O,R1) ∩W )− (
t⋃

i=1

B(xi, R0)).
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注意 B(xi, R0/2) ∩ W 是不相交的并且全部包含在 B(O,R1 + R0/2) ∩ W

中。由于 W 是一个 ρ 维向量空间的转换。在 W 中计算体积，我们发现
B(O,R1) ∩W 可以被最多

(R+R0/2)
ρ

(R0/2)ρ
≤ (20g)ρ

个半径为 R0的球覆盖。因此，

]{P ∈ C(K̄) : P − α0 ∈ V, |P | ≤ R1} ≤ (16g2 + 32g + 124)(20g)ρ.

上述不等式暗示了定理 1.3在情形 ρ = 0中的第一个断言。现在假设
ρ > 0。对于任意的 0 ≤ φ ≤ π/2，通过 [Voj89b, Lemma 6.3]，V1可以被

2ρ

sin(φ/4)dim(V1) cos(φ/4)

扇形覆盖，使得同一扇形内的任何两点形成的夹角至多为 φ。这里 dim(V1) ≤
ρ+ 1。令 φ = arccos(4/5)。然后

2ρ

sin(φ/4)dim(V1) cos(φ/4)
≤ 13ρ+1.

由于
200
√
gω2

a

R1

<

(
9g

10

)7

,

根据命题 4.1，对于任意扇形 S，

]{P ∈ C(K̄) : P − α ∈ S,R1 ≤ |P | ≤ 200
√
gω2

a} ≤ 7.

由定理 3.1，同样我们有

]{P ∈ C(K̄) : P − α ∈ S, |P | ≥ 200
√
gω2

a} ≤ 7.

总之，

](C(K̄) ∩ Γ) ≤(16g2 + 32g + 124)(20g)ρ + 14 · 13ρ+1

≤(16g2 + 32g + 184)(20g)ρ.

这证明了第一个断言。第二个是特殊情况即 Γ = J(K)。
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