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高效的张量化神经网络和张量网络算法的部分范数初始化
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我们提出了两种算法，用于通过部分计算张量化神经网络和一般张量网络的 Frobenius范数及线性
逐元素范数来初始化层，具体取决于所涉及的张量网络类型。该方法的核心是在迭代过程中使用张量
子网络的范数，从而使我们能够通过导致发散或零范数的有限值进行归一化。此外，该方法还从中间
计算结果的复用中获益。我们也将其应用于矩阵乘积态/张量列（MPS/TT）和矩阵乘积算子/张量列
车矩阵（MPO/TT-M）层，并观察到了其相对于节点数量、键维数及物理维度的扩展性。所有代码均
已公开。
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I. 介绍

深度神经网络 [1] 在机器学习中被广泛用于在工
业、研究及各种其他应用中取得良好效果。这种良好
的性能使其得以应用于更复杂的场景，需要更多的参
数。因此，各种架构已被利用以提升其性能。最大的例
子是大型语言模型 (LLM) [2]，它们使用了极大量的参
数，需要大型设备才能运行。内存需求成为了未来应
用和人工智能当前发展路线可扩展性的一大限制。

随着量子计算被应用于各个领域，由于量子系统
处理信息的指数级容量，对量子信息压缩方法 [3]的兴
趣增加了。这是导致 量子机器学习领域发展的一个原
因。然而，当前量子硬件的限制使得无法实现大多数
量子计算提供的所需算法和模型。

在这种情况下，研究人员探讨了可以利用量子系
统特性的不同经典技术，即量子启发式。这使得一些
量子计算的优势可以在不需要量子设备来实现操作的
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情况下得到应用。最著名的量子启发技术之一是张量
网络 [4, 5]，它们是对张量代数计算的图形表示。张量
网络具有通过诸如矩阵乘积态/张量列车（MPS/TT）
[6]或投影纠缠对态（PEPS）[7]等表示方式来“压缩”
张量信息的强大能力。这使得我们可以用较少的参数
保留所表示张量的重要信息。这种压缩已被以各种方
式应用于几种机器学习模型，例如将矩阵分解为张量
网络 [8, 9]。它已被应用于神经网络 [10],卷积神经网
络 [11], 变压器 [12], 脉冲神经网络 [13] 或 LLM [14,
15]。张量网络也被用作主要模型，直接训练张量网络
本身 [16, 17]（图 1）。

我们的分析重点将放在生成大型张量网络以建模
层并直接训练的方法上，而不是使用已训练的稠密矩
阵并对其进行压缩。例如，当我们尝试使用张量化的
物理信息神经网络 [18]或张量神经网络来解决大规模
工业案例中的微分方程 [19]，如发动机的热方程或涡
轮机中的流体问题。在这种情况下，经常会遇到初始
化问题 [20]，表示的张量值会爆炸或消失。如果我们用
某种分布来初始化张量网络中每个张量的元素，在将
张量网络收缩以获取它所表示的张量时，其中一些最
终元素对于计算机来说过大（无穷大）或过小（零）。
这个问题也可能出现在某些量子机器学习算法中，其
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图 1. 任意张量网络层。

目标是压缩经典机器学习模型。

如果我们想消除这些问题，一个初步的建议可能
是收缩张量网络并消除或减少这些元素。然而，在非
常大的层中我们无法将所有最终的张量元素存储在内
存中，因此用这种方式是不可能的。此外，我们可能不
知道如何正确地重新调整那些发散的元素而不损害其
他元素。一种方法是通过改变具有更好超参数的分布、
改变均值和标准差或重新调整它们来重新初始化张量
网络 [20]。然而，这些方法中的许多在所有情况下都难
以高效地应用。

在这项工作中，我们提出了两种新的算法来解决
在两种不同场景下的问题。第一种适用于一般值的张
量网络，它包括迭代计算张量网络不同部分的弗罗贝
尼乌斯范数直到满足某个条件，在此过程中我们将张
量网络的所有参数除以用特定方式计算出的一个因
子。这使我们能够逐步让层的 Frobenius 范数趋向于
我们想要的数值，而无需反复重新初始化。我们称这种
方法为 Frobenius 张量网络重整化（FTNR）。第二种
方法适用于所有正值的张量网络，在此过程中与前一
种方法类似但涉及计算简化形式的部分线性逐元素范
数。我们称这种方法为线性张量网络重正化（LTNR）。

这些算法对于分层树形结构的层级特别有趣，尤
其是在张量列车 (TT)、张量列矩阵 (TT-M) 和投影纠
缠对态 (PEPS) 中。这也可以应用于其他张量网络方
法中，例如组合优化，以确定超参数，并可以与其他初
始化方法结合使用。

本工作的主要贡献是两种有效的算法，用于初始
化张量化的人工智能模型或其他张量网络算法，而不
会导致参数爆炸或消失的问题，特别是在大规模层中。

本文的结构如下。首先，在第 II节我们将准确描
述我们想要解决的主要问题，并介绍现有的处理该问
题的算法的一些背景知识。然后，在第 III和 IV节，我
们将分别介绍我们的新算法在一般情况和正态情况下
的应用。此外，在第 V节我们将进行若干实验以调查
这些算法的局限性。最后，在第 VI节我们将分析这些
算法的其他可能应用场景。

我们创建了一个 Python 函数，可以在任意
PyTorch层上运行，该函数在 GitHub仓库的 Jupyter
Notebook 中 可 用 https://github.com/DOKOS-
TAYOS/高效初始化张量网络

II. 问题描述与背景

当我们有一个由N 个节点组成的张量网络时，我
们会发现表示该张量网络的张量元素是由一组值的和
给出的，每个值都是不同节点中 N 个元素的乘积。如
果我们考察如图 2.a所示的TT层的情况，该层的元素
被赋予为

Tijklm =
∑
nopq

T 0
inT

1
njoT

2
ojpT

3
pjqT

4
qm. (1)

T⁰ T¹ T² T³ T⁴

a)

T⁰ T¹ T² T³ T⁴

b)

c)

图 2. a) 具有 5个索引的张量列层。b) 具有 10个索引的张量
列车矩阵层。c) 具有 9个索引的 PEPS层。

我们看到在张量中有 5个索引时，需要乘以 5个
张量元素，但在一般情况下有 N 个索引时，则需

Ti0i1...iN−1
=

∑
j0j1···jN−2

T 0
i0j0

T 1
j0i1j1

. . . TN−1
jN−2iN−1

, (2)

乘以 N 个张量元素 T i以获得张量 T 的元素。

https://github.com/DOKOS-TAYOS/Efficient_Initialization_Tensor_Networks
https://github.com/DOKOS-TAYOS/Efficient_Initialization_Tensor_Networks
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为了举例说明我们想要解决的问题，让我们思考
一下这个问题。对于一般情况下，当结合维数为 b时，
在每个节点对之间收缩的索引维度，N 个节点，以及
具有值 a的节点常量元素，我们会有以下表示张量元
素的结果：

Ti0i1...iN−1
= bN−1aN . (3)

我们可以看到，当有 N = 20个节点、元素值为 a =

1.5且结合维数为 b = 10时，最终的张量元素将会是
3.3 1022。这是一个非常好的初始化的大元素。这是我
们所说的张量值的“爆炸”。另一方面，如果该元素的
值是 a = 0.01，则张量元素将会是 10−20。这是张量值
的“消失”。然而，如果我们把这些张量的值除以那个
数，我们可能会得到一个对于我们的计算机来说太大
或太小无法存储的 aN，结果我们会得到所有重新归一
化的元素都是 0或无穷大。

这个问题因层中的节点数量而加剧，因为每个节
点都是一个乘积。此外，我们不能简单地为具有许多
物理索引的情况计算这些张量元素，即输出索引。这
是因为需要保存在内存中的值的数量随着物理索引的
数量呈指数级增长。还有可能的是，我们用不同的分
布而不是类似的分布初始化张量，使得网络中的一些
节点的元素比其他节点的小。然而，这种方法可能导
致模型训练的问题。

张量网络架构通常在表达能力和可训练性之间存
在权衡，这强烈受到张量核心初始值的影响。对于传
统的密集网络，随机初始化 [21]就足够了，利用了 中
心极限定理。然而，由于张量收缩的多重线性和键维
度的作用，TN模型需要更复杂的策略，正如我们在上
一节中所指出的。

第一种方法是在 [22]中发展的，他们为概率模型
的 TT初始化做好准备，作为“热启动”。该技术能够
获得避免因果问题的模型。然而，它使用了TT-交叉近
似 [23]，因此不易于一般化。第二种方法是从Haar测度
分布生成酉矩阵 [24]，因为它们保持范数不变。然而，
对于一般结构而言，仅靠酉性是不够的，例如 PEPS。
第三种方法是将一些单位矩阵与一个小的随机噪声项
连接起来 [25]。然而，作者指出这是一种特定用例的
技术。

III. 一般张量网络初始化协议 FTNR

我们首先处理一般实值张量网络的情况，在这种
情况下，我们将每个节点初始化为类似的分布，使节
点的元素相对于彼此处于相同的尺度。我们的协议基
于使用部分弗罗贝尼乌斯范数来规范化所得张量的总
弗罗贝尼乌斯范数。
矩阵的弗罗贝尼乌斯范数由方程

||A||F =

√∑
ij

|aij |2 =
√

Tr(A†A). (4)

给出在张量网络中，这意味着将一层与其自身的副本
进行缩并，使得每个物理指标都与它对应的副本相连。
我们可以在图 3中看到一些示例。

a) b) c)

图 3. 弗罗贝尼乌斯范数的平方计算至：a) 张量列层。b) 张量
列矩阵层。c) PEPS 层。

该张量网络的收缩等价于其表示矩阵的弗罗贝尼
乌斯范数。此外，可以仅使用节点的元素进行计算，而
无需计算所表示矩阵的元素。

Frobenius范数是一种用于正则化模型 [26]层的指
标，并给出了矩阵元素量级的估计。在元素围绕 a00平
滑分布的情况下，公式 (4)中的范数对于矩阵 n×m将
是

√
nm |a00|的数量级。
为了避免层中的元素过大或过小，从而在初始化

时输出也过大或过小，我们将归一化这些元素，使
张量的 Frobenius 范数是我们选择的一个数值，例如
||A||F = 1。这防止了我们的最大值超过这个数值，同
时利用值的局部分布来确保最小值不会太小。
尽管如此，对于矩阵 n × m，我们将求和 nm个

值，因此我们应该调整范数使其与问题的规模 nm成
比例，从而不减少这些值的数量级。
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为此，我们定义了所谓的张量网络的部分平方范
数。

A. 张量网络的偏平方范数

对于本文的其余部分，我们假设可以一致地对张
量网络的节点进行排序，使它们形成一个单一的增长
网络。

定义 1 (部分平方范数)
给定一个由N 个节点组成的张量网络A，以及一个由
A的前 n个节点定义的张量网络An，在A的 n个节点
处的部分平方范数 pF ||A||n,N 定义为 An 的 Frobenius
范数的平方。那就是，

pF ||A||n,N = ||An||2F . (5)

为了了解这个部分平方范数是什么，我们用一个
简单的例子来说明，即张量链层。我们考虑图 4中的
张量网络，其节点是有序的。

Node 0 Node 1 Node 2 Node 3 Node 4

a)

Node 0

b)
Node 0

c)

Node 0 Node 1

Node 0 Node 1

d)

Node 0 Node 1

Node 0 Node 1

Node 2

Node 2

图 4. a) 具有 5个节点的张量列层。b) 在 1个节点处的部分平
方范数。c) 在 2个节点处的部分平方范数。d) 在 3个节点处的
部分平方范数。

如我们所见，在这种情况下，我们只需要进行计
算总张量网络的总范数时相同的流程，但在第 n步停
止，并收缩链两端最终两个张量的绑定指标。

我们可以在以下图中看到，5和 6，TT-矩阵层和
PEPS层的部分平方范数会是如何。
此计算可以很容易地扩展到一般的张量网络，只

要我们有一个一致的节点排序。

Node 0 Node 1 Node 2 Node 3 Node 4

a)

Node 0

b)

Node 0

c)

Node 0 Node 1

Node 0 Node 1

d)

Node 0 Node 1

Node 0 Node 1

Node 2

Node 2

图 5. a) 具有 5个节点的张量列矩阵层。b) 在 1个节点处的部
分平方范数。c) 在 2个节点处的部分平方范数。d) 在 3个节点
处的部分平方范数。

Node 2

Node 5Node 1 Node 9

Node 4 Node 8

Node 7

Node 3

Node 6

a) b)

Node 1

Node 1

Node 2

Node 1

c)
Node 2

Node 1

d)

Node 2

Node 5
Node 1

Node 4

Node 3
Node 2

Node 5

Node 1

Node 4

Node 3

图 6. a) 包含 9个节点的 PEPS层。b) 在 1个节点处的部分平
方范数。c) 在 2个节点处的部分平方范数。d) 在 5个节点处的
部分平方范数。

B. Frobenius张量网络重正化初始化协议

如果我们有一个张量网络 A，表示一个 nA ×mA

矩阵，其 Frobenius范数 ||A||F 无穷大（大于我们的计
算机可以存储的范围）、零（小于我们计算机的精度），
或者超出某个值域时，我们将希望对张量网络中的元
素进行归一化处理，使得新张量网络 B 的范数 ||B||F
等于给定的一个数值 F。我们假设由这个张量网络表
示的张量在其元素值上具有平滑分布，由于其张量网
络节点的元素也具有平滑分布 [20]。我们还假设 F =

nAmA，但我们看到另一个数值可以很容易地被选择。
为了归一化具有N 个节点的A张量的范数，我们只需
将每个节点的元素除以 ||A||1/NF 。

由于我们不能将元素除以 0或无穷大，因此我们
使用以下逻辑。如果总范数是无穷大（零），则存在一个
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n < N 的值使得 pF ||A||n,N 是有限且非零的，从而使
得 pF ||A||n+1,N 是无穷大（零）。这是因为每一步，我
们将一个新的节点添加到部分平方范数中，并乘以一
个新的值，因此在一定数量的节点之后会出现无穷大
（零），而具有少一个节点的部分平方范数是一个有效
的可除数值。

想法是逐步规范化范数，以便我们最终实现完全
规范化。为了避免多次从头开始迭代过程，我们可以
利用这样一个事实：如果我们规范化了An，构成它的
所有子网络 Am,∀m < n 也将被规范化。因此，每次我
们进行规范化时，不必从只有一个节点的网络开始，而
是可以继续使用有 n个节点的网络。

对于某些张量网络，如MPS，可以高效地重用中
间计算。在每个归一化步骤中，当我们计算部分范数
时，首先收缩连接子网节点的所有键指数和所有物理
指数。在收缩未出现的节点之间的键索引之前，我们
将张量暂存。因此，在重正化之后，我们可以对单个张
量元素以及这个暂存张量进行归一化，从而不必再次
收缩整个张量网络。此外，我们可以在归一化的下一
步中使用这个张量。

我们想要一个张量网络 A，其弗罗贝尼乌斯范数
为 F，包含N 个节点，并且设定容差范围为 (aF, bF )，
其中 a ≤ 1,b ≥ 1。弗罗贝尼乌斯张量网络重正化初始
化协议如下：

1. 我们使用某种初始化方法来初始化节点张量。我
们推荐使用均值既不太高也不太低且为正数，标
准差为常数（不大于 0.5）的高斯分布进行随机初
始化。

2. 我们计算 ||A||F。如果它是有限且非零的，我们

将每个节点中的每个元素除以
(

||A||F
F

)1/N

并返
回 A。否则，我们继续。

3. 我们计算 pF ||A||1,N。

(a) 如果是无穷大，我们将节点A的每个元素除
以 (10(1 + ξ))1/2N，其中 ξ是一个介于 0和
1之间的随机数，并返回第 2步。

(b) 如果是零，我们将 A 的每个节点元素乘以
(10(1 + ξ))1/2N 并返回到第 2步。

(c) 否则，我们将此值保存为 pF ||A||1,N 并继续。

4. 对于 n ∈ [2, N − 1]，我们计算 pF ||A||n,N。

(a) 如果是无穷大或零，我们将A的每个节点元
素除以 (pF ||A||n−1,N )

1
2N，并重复步骤 2 和

4（从这个 n的值开始）。

(b) 如果是有限的，但大于 b或小于 a，我们将

A 的每个节点元素除以
(

pF ||A||n,N

F

) 1
2N

，并
重复步骤 2和步骤 4（从 n的这个值开始）。

(c) 否则，我们继续。

5. 如果没有任何部分平方范数超出范围、无
穷大或零，我们将 A 节点的每个元素除以(

pF ||A||N−1,N

F

) 1
2N

，并重复步骤 2 和 5。

我们重复该循环直到获得一个有效的 A或达到停
止条件，这涉及重复最大次数的迭代。如果我们达到
了这一点，协议将失败，我们将有两个选择。第一个是
改变节点的顺序以检查其他结构。第二个是在初始化
协议中使用其他超参数重新初始化。
在部分范数因一个节点发散而使用随机因子的原

因是，由于不知道应该除以的真实值，我们按数量级
重新缩放。然而，为了避免可能的无限重缩放循环，我
们增加了一个可变性因素，以便不会陷入停滞状态。
如果张量网络中某些张量的元素值比其他张量的

小或大，则有可能不均匀地在N 个节点上分配带有指
数 1

2N
的重正化，而是允许其他节点以不同的方式进行

重正化，使这些值的比例相等。我们还可以尝试通过
调整每个张量的重正化来尽可能多地保留整数值，或
者执行量化。这两个过程可以在完成重正化过程之前、
期间或之后进行，建议至少在最后进行。

IV. 正张量网络初始化协议 LTNR

本例涉及所有元素均为正的张量网络，这将使我
们能够应用计算成本较低的技术。我们的协议基于使
用部分线性逐元范数来规范化结果张量的总线性逐元
范数。

定义 2 (线性逐元素范数)
矩阵 A的线性逐分量范数，其元素为 aij，由

||A||L =
∑
ij

aij = 1
TA1, (6)
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给出，其中 1 = (1, 1, . . . )是一个全一向量。

a) b) c)

图 7. 线性逐元素范数计算到：a) 张量列层（红色节点）。b) 张
量列车矩阵层（蓝色节点）。c) PEPS 层（紫色节点）。绿色节
点是一向量。绿色节点是一向量。

在张量网络中，这将意味着用一组全一向量的节
点来收缩这一层。我们可以在图 7中看到一些示例。这
个张量网络的收缩相当于求它所表示矩阵的所有元素
之和。就像弗罗贝尼乌斯范数的情况一样，它可以不
用计算所表示矩阵的元素而直接通过仅使用节点的元
素来计算。

在这种情况下，我们可以将该规则解释为类似于
一般情况下的 Frobenius 范数，因为所有元素都是正
的，我们将有

||A||L =
∑
ij

aij =
∑
ij

|aij | =
∑
ij

|√aij |2 = ||A◦ 1
2 ||F .

(7)
因此，对于正值矩阵，线性逐元范数等于矩阵
Hadamard根的 Frobenius范数。当元素在 a00周围分
布平稳时，公式 (6)中的范数将为 nma00 阶，对于一
个 n×m矩阵。

如同一般情况，避免值过大或过小的方法是对矩
阵进行归一化，但这次是相对于线性逐元素范数而言。
对于矩阵 n×m，我们将求和 nm个值，因此应该调整
范数使其与问题的大小 nm成比例，从而不因之减小
这些值的数量级。

为此，我们定义了我们将称之为张量网络的部分
线性范数，类似于 Frobenius 范数方法的部分平方范
数。

A. 张量网络的部分线性范数

定义 3 (部分线性范数)
给定一个由N 个节点组成的张量网络A，以及由A的
前 n个节点定义的张量网络An，我们将 pL||A||n,N 定
义为 A中 n个节点的部分线性范数，即 An 的线性逐
元素范数。那就是，

pL||A||n,N = ||An||L. (8)

为了了解这种部分线性范数是什么，我们将用一
个简单的例子来说明，即张量链层。我们将考虑图 8
中的张量网络，其节点是有序的。

Node 0 Node 1 Node 2 Node 3 Node 4

a)

b)

Node
0

c)

Node
0

Node
1

d)

Node
0

Node
1

Node
21

1

1

1

1

11 1 1

图 8. a) 具有 5个节点的张量列层。b) 在 1个节点处的部分线
性范数。c) 在 2个节点处的部分线性范数。d) 在 3个节点处的
部分线性范数。1个节点是单位向量。

如我们所见，在这种情况下，我们只需要执行与
计算总张量网络的总范数相同的步骤，但在第 n步停
止，并将链中最后一个张量的边索引与全 1向量收缩。
我们可以在图 9 和 10 中看到 TT-Matrix 层和

PEPS 层的部分线性范数是如何形成的。这种计算可
以很容易地扩展到一般的张量网络，只要我们有一个
一致的节点排序。

B. 线性张量网络重正化初始化协议

如果我们有一个张量网络A，表示一个矩阵 nA ×
mA，其线性逐元素范数 ||A||L是无穷大、零或超出某
个值范围时，我们将希望规范化我们的张量网络的元
素，使得新的张量网络 B 的范数 ||B||L 等于一个特定
数值。我们假设这个张量网络所表示的张量的元素具
有平滑分布，因为它的张量网络节点 [20]的元素也具
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Node 0 Node 1 Node 2 Node 3 Node 4

a)

b)

Node
0

c)

Node
0

Node
1

d)

Node
0

Node
1

Node
2

1

1

1 1

1 1

1

1 1

1 1 1

1

11

图 9. a) 具有 5个节点的张量列车矩阵层。b) 在 1个节点处的
部分线性范数。c) 在 2个节点处的部分线性范数。d) 在 3个节
点处的部分线性范数。1个节点是单位向量。

Node 2

Node 5Node 1 Node 9

Node 4 Node 8

Node 7

Node 3

Node 6

a) b)
Node 1

c)
Node 2

Node 1d)

Node 2

Node 5
Node 1

Node 4

Node 3

1

1
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

图 10. a) 包含 9个节点的 PEPS层。b) 在 1个节点处的部分
线性范数。c) 在 2个节点处的部分线性范数。d) 在 5个节点处
的部分线性范数。这 1个节点是单位向量。

有平滑分布。我们还将假设 F = nAmA，但我们会看
到另一个数字可以很容易地被选择。为了归一化具有
N 个节点的A张量的范数，我们将只需要将其每个节
点的元素除以 ||A||1/NL 。

与前一个算法相同的理由导致了类似的算法，但
将部分平方范数更改为部分线性范数。想法是逐步规
范化范数，以便最终实现完全规范化。如同一般情况，
在每次规范化之后，无需从单个节点重新计算，可以
从当前子网络继续。

我们希望得到一个张量网络 A，其具有线性逐
元素范数 F，包含 N 个节点，并设定容差范围为
(aF, bF )，其中包含 a ≤ 1,b ≥ 1。线性张量网络重正
化初始化协议如下：

1. 我们使用某种初始化方法来初始化节点张量。我
们推荐使用具有常数标准差（不大于 0.5）和一
个既不太高也不太低且为正的常数值均值的高

斯分布进行随机初始化。

2. 我们计算 ||A||L。如果它是有限且非零的，我们

将每个节点中的每个元素除以
(

||A||L
F

)1/N

并返
回 A。否则，我们继续。

3. 我们计算 pL||A||1,N。

(a) 如果是无限的，我们将A节点中的每个元素
除以 (10(1+ξ))1/N，其中 ξ是一个介于 0和
1 之间的随机数，并返回步骤 2。

(b) 如果是零，我们将 A 的每个节点元素乘以
(10(1 + ξ))1/N 并返回步骤 2。

(c) 否则，我们将此值保存为 pL||A||1,N 并继续。

4. 对于 n ∈ [2, N − 1]，我们计算 pL||A||n,N。

(a) 如果是无穷大或零，我们将A的每个节点元
素除以 (pL||A||n−1,N )

1
N，并重复步骤 2和 4

（从 n的这个值开始）。

(b) 如果是有限的，但大于 b或小于 a，我们将

A的每个节点元素除以
(

pL||A||n,N

F

) 1
N

，并重
复步骤 2和步骤 4（从此值的 n开始）。

(c) 否则，我们继续。

5. 如果没有部分线性范数超出范围、无穷大或零，
我们将 A节点的每个元素除以

(
pL||A||N−1,N

F

) 1
N

，
并重复步骤 2和 5。

如同一般情况，我们重复该循环直到达到停止条
件，即达到了最大迭代次数。如果我们到达这一点，协
议将失败，我们将有与之前相同的两个选项。

V. 实验

在本节中，我们将对这两种算法进行若干实验。我
们将检查归一化张量网络所需的步骤数量的扩展性，
每次因为部分范数中发现无穷大或零而需要部分归一
时算作一步。我们测试了具有 N 个节点、均匀物理维
度 p和键维数 b的 TT层和 TT矩阵层。我们使用 1作
为均值的值，0.5作为标准差的值。我们选择 F = pN。
对于TT层，这是我们拥有的元素数量，而对于TT矩
阵层，则是其平方根，一个我们为了收敛目的所采用
的数量。我们的容差范围是 (10−3F, 103F )。
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我们首先测试了使用 Frobenius 范数的归一化性
能。首先，我们检查步数与张量网络节点数量 N 的关
系，从 2到 34，对于图 11中不同值的 p和 b = 12。然后，
我们检查步骤数量是否与图 12中相同值的 N = 25和
b = 10对应的 p进行对比。最后，我们将步骤数量与
图 13中具有相同值的 b、N = 25和 p = 15进行对比。

5 10 15 20 25 30
Number of Nodes (N)
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p = 6 TT-M
p = 7 TT
p = 7 TT-M
p = 8 TT
p = 8 TT-M
p = 9 TT

p = 9 TT-M
p = 10 TT
p = 10 TT-M
p = 11 TT
p = 11 TT-M
p = 12 TT
p = 12 TT-M

图 11. 步骤数与 N 的关系，对于 TT 层和 TT-矩阵层的
Frobenius方法中固定 b = 10时，p从 6到 12的变化。
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图 12. 步骤数与 p的关系，TT层和 TT-矩阵层的 Frobenius
方法中固定了 N = 25和 b = 10。

我们可以观察到，在所有情况下，对于N < 10不
需要任何步骤，而在N = 27的区域内只需要一步。对
于较大的节点数量，步数随 N 呈指数级增加，且对于
更大的 p增长得更快。相对于 p，我们看到对于 p < 15

只需一步，而对于较大的值，则有另一个指数级的增
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图 13. 步骤数与 b的关系，TT层和 TT-矩阵层中固定N = 25

和 p = 15的 Frobenius方法。

长。相对于 b，没有观察到显著的依赖性。算法应该需
要更多的步骤来处理更大的情况，但我们没有足够的
内存来进行计算。对于所有的检查，TT-矩阵都需要较
多的步数。

现在，我们测试线性算法，配置与 Frobenius实验
相同。在图 14中，我们可以观察到类似的趋势，如同
Frobenius情况。所有 N < 13实例无需步骤，并且对
于 N < 30仅需一步即可归一化矩阵。在接下来的区
域，需要指数数量的步骤，但不像 Frobenius情况那么
多。只有 p = 12TT-矩阵实例需要更多的步骤。在图 15
中，我们可以观察到与 Frobenius案例相同的行为，但
所需的步骤较少。最后，在图 16中，步数和 b之间没
有明显的依赖关系，可能是由于之前提到的相同原因。

如我们所见，两种算法在各种可能的实例规模中
都表现出色。此外，线性算法表现更好，这可能是由于
张量的逐元素范数平滑缩放所致，该范数呈线性缩放，
而 Frobenius范数在平方根内部呈二次方缩放。

VI. 其他应用

到目前为止，我们已经看到了张量化神经网络的
应用，但这种方法可以用于更多领域。每个需要收缩
张量网络的算法或应用，且构成它的张量的非零元素
数量级相同的情况下，我们都可以从中受益。这在我
们不关心最终张量元素的绝对规模，而是想要观察它
们之间的相对尺度时是有帮助的。

一个示例是模拟虚时间演化过程，我们希望看到
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图 14. 步骤数与N 的关系，对于线性方法中固定 b = 10的TT
层和 TT-矩阵层，p从 6到 12。
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图 15. 步骤数量与 p的关系，TT层和 TT-矩阵层的线性方法
中固定了 N = 25和 b = 10。

的是能量最小的状态，而不是它所具有的能量。然而，
如果我们执行该方法，保存乘以张量网络元素的比例
因子，并将结果张量网络的值乘以此因子，则可以恢
复此能量。这可能很有趣，因为不同的因子可以按其
数量级分开相乘，从而避免溢出。

VII. 结论

我们开发了两种方法，利用张量化神经网络的部
分 Frobenius 范数和线性逐元素范数计算成功初始化

这些层，具体取决于涉及的张量网络类型。我们揭示了
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图 16. 步骤数量与 b的关系，TT层和 TT-矩阵层的线性方法
中固定了 N = 25和 p = 15。

一种方式，可以利用各种类型的张量网络中的中间计
算来优化这一过程。我们也将其应用于不同的层，并观
察了其相对于节点数量、键维和物理维度的比例变化。

这些方法的主要限制是需要张量元素的值遵循平
滑分布，这在某些情况下可能会有所局限。为了扩展
这类算法的应用范围，必须克服这一限制，从而使得
新的张量网络算法成为可能。

一个可能的未来研究方向可能是探讨如何减少需
要执行的步骤数量。另一个可以是研究复杂性随着每
种不同类型现有层大小增加的比例关系。我们也可以
将其应用于第 VI 节中提到的方法，例如在组合优化
[27] 中确定适当的衰减因子，并将其适应到量子机器
学习层。
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