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Ungar —— 一个使用模板元编程实现实时最
优控制的 C++框架

Flavio De Vincenti and Stelian Coros

摘要—我们介绍了 Ungar，一个开源库，用于辅助实现高维
最优控制问题（OCP）。我们采用现代模板元编程技术，在编译
时对复杂系统进行建模，同时保持最大的运行时效率。我们的框
架提供了语法糖，允许以表达性的方式定义一系列结构化动力学
系统。虽然核心模块仅依赖于纯头文件的 Eigen和 Boost.Hana
库，但我们还是将代码库与自动微分、代码生成及非线性规划的
可选包和自定义包装捆绑在一起。最后，我们在各种模型预测控
制应用中展示了 Ungar的灵活性，具体包括四足行走和多个一
臂四足机器人协作的运动操作。Ungar在 https://github.com/
fdevinc/ungar下以 Apache许可证 2.0提供。

I. 介绍

模型预测控制（MPC）方法的进步已经赋予了机器
人卓越的运动技能。最近的人形 [8]和四足机器人 [4, 11]
的展示展示了曾经属于科幻小说中的壮举。然而，仍
需大量的工程努力才能使这种实用的MPC实现成为可
能。在实时速率下解决大规模非线性规划（NLP）问题
与机械系统的固有高维度和快速动态特性相冲突。这些
相互矛盾的方面转化为需要在几秒钟内完成的沉重计
算成本，因此需要复杂的数据结构和巧妙的软件设计。

我们致力于促进手动工作投入到MPC控制器的开
发中。在我们的愿景中，易用性和对广泛应用的相关性
至关重要。这些目标只有通过谨慎避免任何运行时计
算开销才能实现。同时，用户界面必须提供一种直观的
语法，这种语法反映最优控制问题 (OCPs)的标准数学
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实现稳健的 MPC性能在很多方面都具有挑战性。
高效的 NLP求解器必须与快速导数计算相结合。由于
状态和控制变量的数量庞大且相互关联，手动实现一阶
和二阶导数将导致一个繁琐且容易出错的过程。此外，
尽管成熟的自动微分（AD）和 NLP库存在，但大多数
实现要求所有变量堆叠在一个向量中，这需要一些索引
维护逻辑。这一事实提出了一个问题：什么样的数据结
构可以存储它们同时保证零成本的访问操作并适应不
同的系统设计。

与 Ungar一起，我们提供了一种元语言来应对这
些建模挑战。我们的解决方案引入了显著简化通常在最
优控制中出现的自然语言处理问题定义的结构。我们
使用模板元编程（TMP）将必要实现的生成委托给编
译器，同时用户可以完全专注于所需MPC应用的架构
细节。我们的方法使结构化变量集的转录无缝，并在编
译时编码所有层次和索引信息。因此，对相应创建的对
象的所有读/写操作不会产生额外开销，就像即席编程
解决方案一样。由于 Ungar的核心是仅头文件的，它
在 C++项目中的集成非常轻松。然而，我们也包含了
一个可选接口到 CppADCodeGen[3, 15]以自动生成导
数，并提供一个可选的序列二次规划（SQP）求解器使
用 OSQP[20]作为后端；如果启用，则所有外部依赖项
会通过 CMake自动下载。最后，我们通过为越来越复
杂的系统实现MPC控制器来展示 Ungar的能力，包括
四足机器人和团队合作搬运物体的四足操作装置。

相关工作

存在许多开源软件包来协助创建MPC控制器。一
个不全面的列表包括用于建模、仿真以及机械系统优
化控制的框架，例如 Control Toolbox [10]及其继任者
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1 // Define in t eg ra l constants .
2 constexpr auto N = 30_c;
3 constexpr auto NUM_ROTORS = 4_c;
4

5 // Define ” l e a f ” var iab le s .
6 constexpr auto pos i t ion = var_c<”pos i t ion ” , 3>;
7 constexpr auto or ientat ion = var_c<” or ientat ion ” , Q>;
8 constexpr auto l inear_ve loc i ty = var_c<” l inear_ve loc i ty ” , 3>;
9 constexpr auto angular_velocity = var_c<”angular_velocity ” , 3>;

10 constexpr auto rotor_speed = var_c<”rotor_speed” , 1>;
11

12 // Define ”branch” var iab le s .
13 constexpr auto x = var_c<”x”> <<= ( posit ion , or ientat ion , l inear_veloc ity , angular_velocity ) ;
14 constexpr auto X = var_c<”X”> <<= (N + 1_c) * x ;
15 constexpr auto u = var_c<”u”> <<= NUM_ROTORS * rotor_speed ;
16 constexpr auto U = var_c<”U”> <<= N * u ;
17 constexpr auto decis ion_variables = var_c<”decis ion_variables ”> <<= (X, U) ;

Listing 1. Decision variables of an OCP for controlling a quadrotor with Ungar.

OCS2 [9]，Drake [21]，Crocoddyl [18]，TOWR [25]，
FROST [13]，Quad-SDK [19]，SymForce [17]等。这
些库针对机器人应用，它们解决的 OCP 需要特定的
结构。相比之下，面向 NLP 的框架解决了更广泛类
别的非线性优化问题；值得注意的例子有 IPOPT[24],
ACADOS[14, 22], PSOPT[2], CasADi[1]等。Ungar通
过提供新颖的系统建模特性补充了上述库的功能。特别
是，它允许快速设置广泛采用的 AD实现和 OCP求解
器所需的数据结构。最终，虽然MPC是其主要关注点，
但 Ungar的设计使其适用于任何需要解决有限维 NLP
问题的应用。

II. 数据结构

在本节中，我们介绍了Ungar的核心两种主要数据
结构：变量和映射。我们在机器人领域的动机示例的伴
随下描述了它们。我们注意到，我们讨论的类仅基于两
个外部依赖项，即 Eigen[12]和 Boost.Hana[7]。前者是
一个线性代数模板库，在机器人代码库中无处不在，因
为它的高性能和灵活性；后者是一系列实用程序和容器
的集合，极大简化了 TMP算法的实现。由于两者都是
仅包含头文件的库，我们将它们包裹在 Ungar内部，以
便尽可能简单地将其集成到 C++项目中。

A. 变量

Ungar的核心是Variable模板类。变量描述了感兴
趣的数量的结构，例如状态、输入或参数。每个变量都有

图 1. 分层关系在控制四旋翼的 OCP的状态和输入变量之间及其底层记忆
表示。在每个时间步长 k，我们将机器人的状态 k 定义为一个堆叠向量，其
中包含其位置 pk ∈ R3、方向 qk ∈ S3 ⊆ R4、线速度 ṗk ∈ R3 和角速度
ωk ∈ R3。输入 uk 包括四个转子速度 ωi

k ∈ R, ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}。最后，
X ∈ R13(N+1) 和U4N 表示堆叠的状态和输入向量，其中N ∈ N是离散时
间范围—在图中，N = 2。使用 TMP 技术，Ungar 支持生成用于高效操作
原始数据数组的数据结构。

一个名称和一种类型 1，并且通过层次关系与其他所有
变量相关联。当Variable对象被实例化时，所有这些信息
都通过三个模板参数编码在其类型中：用于名称的编译
时常量字符串、标识其类型的整数编号以及表示变量层
次结构的编译时常量映射。我们使用boost::hana::string
和boost::hana::map类型来分别指定名称和变量层次结
构。特别是，后者将变量名映射到子Variable对象或其
数组。

1在本文中，我们赋予术语类型和类型不同的含义。为了澄清，类型表示变
量所属的数学群组，而类型专指 C++数据类型。



为了澄清并解释上述设计选择，让我们考虑一个
用于控制四旋翼飞行器的有限时间范围MPC的决策变
量。系统在时间步 k 的状态 k 包括机器人的姿态和速
度；控制输入 uk 由四个电机转速组成。给定一个离散
的时间范围 N ∈ N并假设直接多重射程公式 [6]，优化
变量分别对应于堆叠的状态向量 X = [>0

>
1 . . .>N ]> 和

输入向量 U = [u>
0 u>

1 . . .u>
N−1]

>。然后，我们可以使
用 Ungar模板对象var_c来实例化如 Listing 1所示的
相关变量。

var_c构造接受一个表示变量名称的固定字符串和
一个可选整数参数，该参数代表其类型：如果存在，则
实例化一个“叶子”变量，即没有附加子结构的变量；否
则，它创建一个“分支”变量，这种变量仅在其子变量
关系中定义。我们将标量类型的叶子变量标识为1，将
单位四元数类型的实现定义常量标识为Q，并将任何正
整数对应于相应大小的向量。如 figure 1所示意表示，
Ungar 允许将变量编码的结构映射到连续内存缓冲区
（参见 Section II-B）。

在我们的示例中，行 1-3定义了一个离散时间区间
N，该区间包含 30个时间步骤，并通过用户定义的字
面量_c将旋翼的数量作为整数常量 [7]。线条 5-10定义
了四旋翼的姿态、速度以及旋翼转速的叶变量。相反，
行 12-17分别引入了变量 k,X,uk 和 U 的分支变量。我
们观察到 k 由机器人的堆叠位置、方向、线性速度和
角速度组成，而X 包含 N + 1个堆叠状态。然后，我
们可以立即使用重载函数operator<<=、operator, 和
operator*表达上述结构信息，如在行 13-14所示。类似
地，我们定义了变量 uk 和 U 的分支，并最终在对象
decision_variables的第 17行内堆叠了X 和 U。

在 Listing 1中定义的所有变量都是constexpr，可
以在编译时查询两种主要信息：它们的大小和它们在层
次结构中的索引。例如，参考 figure 1中的图表以及对
于 N = 30，我们可以写出

1 s tat i c_asser t (
2 x . Size () == 13 &&
3 X. Size () == 403 &&
4 u . Size () == 4 &&
5 U. Size () == 120 &&
6 decis ion_variables . Size () == 523
7 ) ;

和

1 s tat i c_asser t (

2 X(x , 0 ) . Index () == 0 &&
3 X(x , 1 ) . Index () == x . Size () &&
4 X(x , 1 , l inear_ve loc i ty ) . Index () == 20 &&
5 decis ion_variables (U) . Index () == X. Size () &&
6 U(u , 0 ) . Index () == 0 &&
7 U(u , 1 ) . Index () == 4 &&
8 U(u , 1 , rotor_speed , 0 ) . Index () == 4 &&
9 U(u , 1 , rotor_speed , 1 ) . Index () == 5

10 ) ;

如上所示，我们可以通过函数调用运算符operator()访
问任何分支变量的所有子变量。如果存在多个副本的子
变量，我们必须写明我们要访问的子变量的零基础索
引。最重要的是，如果从分支变量到其任何子变量的路
径没有歧义，我们可以跳过所有中间变量，如 Listing 2
所示：当变量组织在深层层次结构中时，此功能非常方
便。最后，Ungar提供了根据惯例定义变量的宏，即它
们的名称与相应的对象名称相同。因此，Listing 1可以
重写为如 Listing 3所示的更简洁的方式。

B. 变量映射

Variable框架提供了用最少且表达力强的语法描述
复杂系统的方法，而不会产生运行时成本。为了将系
统描述转换为有用的数据结构，Ungar 提供了模板类
VariableMap。变量映射将一个变量与标量数组关联，
并将每个子变量与子数组关联。为了执行各种映射，我
们采用了Eigen::Map 类 [12]，它允许原始缓冲区与密
集矩阵表达式无缝对接。所有必要的 Eigen 映射都在
VariableMap构造函数的执行过程中创建；因此，访问
任何子变量数据没有运行时成本。这只有在我们采用
TMP 技术的情况下才有可能，并使 Ungar 类似于一种
元语言。
给定一些用户定义的标量类型scalar_t，我们可以

为在 Section II-A中引入的四旋翼决策变量创建一个变
量映射：

1 auto vars = MakeVariableMap<scalar_t>(
decis ion_variables ) ;

然后，我们可以通过将相应的子变量传递给Get方法来
访问所有子映射。例如，我们可以将所有单位四元数初
始化为恒等旋转，并将所有剩余的决策变量初始化为零
[12]：
1 vars .Get(X) . setZero ( ) ;
2 f o r ( auto k = 0; k < N + 1; ++k) {
3 vars .Get( or ientat ion , k ) . s e t Ident i ty ( ) ;
4 }



1 s tat i c_asser t (X(x , 1 , l inear_ve loc i ty ) == X( l inear_veloc ity , 1 ) ) ;
2 s tat i c_asser t (U(u , 1 , rotor_speed , 0) == U( rotor_speed , 1 , 0 ) ) ;
3 s tat i c_asser t (U(u , 1 , rotor_speed , 1) == U( rotor_speed , 1 , 1 ) ) ;
4 s tat i c_asser t ( dec is ion_variables (X, x , 1 , l inear_ve loc i ty ) == decis ion_variables ( l inear_veloc ity , 1 ) ) ;
5 s tat i c_asser t (
6 decis ion_variables (U, u , 2 , rotor_speed , 3) == decis ion_variables (u , 2 , rotor_speed , 3) &&
7 decis ion_variables (U, u , 2 , rotor_speed , 3) == decis ion_variables ( rotor_speed , 2 , 3)
8 ) ;

Listing 2. Equivalent expressions for unambiguous variable hierarchies.

1 // Define in t eg ra l constants .
2 constexpr auto N = 30_c;
3 constexpr auto NUM_ROTORS = 4_c;
4

5 // Define ” l e a f ” var iab le s .
6 UNGAR_VARIABLE( posit ion , 3 ) ;
7 UNGAR_VARIABLE( or ientat ion , Q) ;
8 UNGAR_VARIABLE( l inear_veloc ity , 3 ) ;
9 UNGAR_VARIABLE(b_angular_velocity , 3 ) ;

10 UNGAR_VARIABLE( rotor_speed , 1 ) ;
11

12 // Define ”branch” var iab le s .
13 UNGAR_VARIABLE(x) <<= ( posit ion , or ientat ion , l inear_veloc ity , b_angular_velocity ) ;
14 UNGAR_VARIABLE(X) <<= (N + 1_c) * x ;
15 UNGAR_VARIABLE(u) <<= NUM_ROTORS * rotor_speed ;
16 UNGAR_VARIABLE(U) <<= N * u ;
17 UNGAR_VARIABLE( decis ion_variables ) <<= (X, U) ;

Listing 3. Equivalent transcription of Listing 1 with improved readability using macros.

5 vars .Get(U) . setZero ( ) ;
6 s tat i c_asser t (
7 std : : same_as<
8 decltype ( vars .Get(U)) ,
9 Eigen : :Map<Eigen : : VectorX<scalar_t>>&

10 >
11 ) ;

我们注意到通过Get方法返回的所有对象都具有引用类
型，因此它们不会执行复制操作，而是直接操纵底层
数据。此外，返回的类型取决于相应变量的类型，因此
它可以是引用scalar_t，一个到单位四元数的 Eigen 映
射，或者是一个向量的 Eigen 映射。分支变量总是映射
到涵盖所有相应子变量的向量（第 6行）。
我们通过内部采用将子变量与相应数据子数组关

联的编译时映射来实现这种灵活性。虽然此解决方案可
确保最佳的运行时性能，但它可能在编译时间和内存
消耗方面要求较高。如果，例如，此类变量映射仅用于
中间代码生成步骤，这可能是不希望的；事实上，大多
数代码生成器都会优化输入代码，从而使此阶段不需

要任何性能优化。我们通过命名为VariableLazyMap的
VariableMap的延迟版本来解决这一需求。延迟映射按
需实例化 Eigen 映射，这是一项廉价的操作，涉及两个
整数的副本。它们的构造函数需要一个具有正确大小的
数据缓冲区，如下所示：

1 VectorXr underlying{decis ion_variables . Size ( ) } ;
2 auto lvars = MakeVariableLazyMap( underlying ,

dec is ion_variables ) ;

特别是，我们可以将我们的初始化示例重写为：

1 l var s .Get(X) . setZero ( ) ;
2 f o r ( auto k = 0; k < N + 1; ++k) {
3 l var s .Get( or ientat ion , k ) . s e t Ident i ty ( ) ;
4 }
5 l var s .Get(U) . setZero ( ) ;
6 s tat i c_asser t (
7 std : : same_as<
8 decltype ( lvars .Get(U)) ,
9 Eigen : :Map<Eigen : : VectorX<scalar_t>>

10 >
11 ) ;



我们强调VariableMap和VariableLazyMap对象之间的
唯一区别在于Get的返回类型。如第 6行的静态断言所
示，惰性映射通过值而不是引用返回 Eigen映射。

III. 实验

我们通过实现两种不同的但相关的系统中的MPC
方案来验证 Ungar。前者是一个基于单刚体动力学
（SRBD）模型 [5] 的四足行走控制器；后者是一个使
用一臂四足机器人的集中式MPC控制器，用于协作行
走和操作 [23]。特别是，合作行走操作示例将简单的行
走控制器扩展到多个带有手臂的机器人共同携带共享
负载的情况。我们附带的视频展示了使用这两种控制器
进行仿真实验的记录。这些应用使我们能够展示通过
仅更改几行代码即可定义完全不同的变量层次结构的
Ungar的灵活性。虽然我们没有提供讨论中的控制器的
源代码，但我们捆绑了包含多个示例的库，其中包括四
旋翼和微型无线电控制汽车 [16]的非线性MPC实现。

A. 实现细节

我们完全依赖 Ungar提供的功能来实现我们的控
制器。在我们的测试中，我们使用核心数据结构以及可
选的 CppADCodeGen包装器 [15]和 SQP求解器。我
们的求解器基于 Grandia et al. [11]的近期工作，并建
议感兴趣的读者参考 [23]以获取更多详情。
为了生成必要的导数，CppADCodeGen 需要所有

函数依赖于一个包含独立变量和参数的单一数据数组。
我们通过如 Section II-B中所述的 Ungar 映射来符合
此接口。对于每个控制器，我们定义了变量层次结构
decision_variables和parameters。决策变量包括状态和
控制输入，而参数包含惯性属性、参考轨迹、物理常数
等。在以下各节中，我们将仅展示各种 MPC 控制器的
决策变量定义以保持简洁明了。尽管如此，在所有实现
中我们始终采用这种划分，并邀请读者探索库中的示例
进行详细浏览。

Ungar 需要支持 C++20 的编译器 2。我们在
Ubuntu 22.04.2 LTS 和 GCC 11 上实现了并彻底测
试了我们的控制器，但 Ungar 的核心模块不依赖于任
何特定于操作系统的指令。然而，我们注意到我们的可

2为了方便起见，我们在一个单独的Git分支上提供了一个符合 C++17标
准的库版本。虽然这种改编缺少一些功能，但它实现了 Ungar的所有最重要
功能。我们请读者参阅GitHub网页上的文档以获取更多信息。

选 CppADCodeGen 包装器使用了 Linux 提供的运行
时编译和动态链接功能。
编译时间: Ungar 对象在构造时没有运行时开

销。因此，我们只为不同大小的系统提供编译时间
的基准测试。为此，我们测量了构建VariableMap 和
VariableLazyMap 对象所需的时间，这些对象用于定
义 Listing 3 中的决策变量。我们在配备 i7-11800H、
2.30GHz、16核 CPU的笔记本电脑上针对不同值的N
和NUM_ROTORS进行此测量，并在 figure 2中绘制相
应的热图。我们可以看到，懒惰映射具有更优的编译时
间，只需 14 s即可构建八轴飞行器的数据结构，该飞行
器有N = 390。相比之下，在相同设置下，VariableMap
的编译时间为 39 s长。尽管与VariableLazyMap相比，
VariableMap扩展性较差，但我们可以注意到对于时间
跨度小于 100个时间步的情况，它们具有相似的编译性
能。然而，我们建议在原型设计时使用惰性映射，并切
换到VariableMap来获取最快的运行时性能。

B. 四足运动

我们基于 Bledt and Kim [5]的控制器构建了四足
运动的 MPC公式，但有三个显著的不同之处。首先，
我们使用非线性的 SRBD方程，不进行线性化或简化。
其次，我们用单位四元数表示方向而不是欧拉角以防止
奇异性问题。最后，我们采用 Lie群时间步进方法来集
成动力学，保持四元数的单位范数约束 [23]。
我们定义我们的变量层次结构如 Listing 4所示。特

别是，我们可以看到少于 19行代码就足以生成用于操
作机器人状态和输入所需的数据结构。虽然一个 MPC
行走控制器需要额外的组件才能实际使用，例如步态规
划器、逆运动学求解器和全身控制器，但我们已经可以
体会到 Ungar 在简化具有复杂结构的 NLP 问题公式
方面的潜力。

C. 协作式移动操作

我们使用 Ungar实现了一个MPC控制器，该控制
器同时优化一组单臂四足机器人集体操作物体时的地
反力、操纵力矩、步态位置和身体轨迹。由此产生的最
优控制问题维度非常高，并且状态和输入之间存在耦合
动态和深层层次结构。例如，每个机器人有 4条腿，每
条腿在每一个时间步骤都与一个地反力和一个步态位
置相关联；此外，每个机器人有一个手臂，该手臂对应
一个操纵力和扭矩。
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图 2. 编译生成变量映射 (左侧) 和变量懒加载映射 (正确) 的实现时间，用
于 Listing 3 的多旋翼示例。我们通过改变 2 和 3 这几行来，针对不同的时
间范围和旋翼数量对 Ungar 进行基准测试。热图显示了延迟映射与非延迟映
射替代方案相比，更理想的编译时间。因此，变量映射类型仅应在寻求最佳
MPC性能时使用。

我们将协作式行进操作（CLM）的MPC公式化为
SRBD在多智能体系统中的扩展，并请感兴趣的读者
参阅 [23]以获取我们模型的详细描述。如 Listing 5所
示，创建 Ungar变量用于看似复杂的 CLM设置只需要
对 Listing 4的行进控制问题进行一些小的改动。

D. 限制

Ungar的最佳运行时效率归因于大量编译时计算。
然而，如果变量层次结构变得过深或嵌套，则编译时间
可能会显著增加。此外，我们在实例化VariableMap对
象用于非常大的 OCPs时观察到了编译器崩溃，这再
次是由过多的编译时计算引起的。在这些罕见情况下，
采用VariableLazyMap类型就足够了，该类型计算量小
得多，并且提供了几乎与非延迟版本相同的表现。对于
未来的工作，我们将优化 Ungar的设计以改进其编译
时间。我们还计划扩展库，增加更多工具以促进高性能
MPC控制器的实现。

IV. 结论

在这篇论文中，我们介绍了 Ungar，一个用于实时
MPC应用的 C++模板库。我们的框架使用 TMP技术
来解决现有 NLP和最优控制软件包中被忽略的建模需

求。特别是，它提供了一种元语言，以变量层次结构描
述复杂系统。然后，它允许编译器基于这些层次结构生
成高度高效的代码，用于操作原始数据缓冲区。如我们
在四足动物运动和协作位姿操作实验中所示，这些特性
使得在制定 NLP问题时具有极大的灵活性，并简化了
符合 AD规范的实现。
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1 // Define in t eg ra l constants .
2 constexpr auto N = 30_c;
3 constexpr auto NUM_LEGS = 4_c;
4

5 // Define ” l e a f ” var iab le s .
6 UNGAR_VARIABLE( posit ion , 3 ) ;
7 UNGAR_VARIABLE( or ientat ion , Q) ;
8 UNGAR_VARIABLE( l inear_veloc ity , 3 ) ;
9 UNGAR_VARIABLE( angular_velocity , 3 ) ;

10 UNGAR_VARIABLE( force , 3 ) ;
11 UNGAR_VARIABLE( re lat ive_pos it ion , 3 ) ;
12

13 // Define ”branch” var iab le s .
14 UNGAR_VARIABLE( leg_input ) <<= ( force , re lat ive_pos i t ion ) ;
15 UNGAR_VARIABLE(x) <<= ( posit ion , or ientat ion , l inear_veloc ity , angular_velocity ) ;
16 UNGAR_VARIABLE(X) <<= (N + 1_c) * x ;
17 UNGAR_VARIABLE(u) <<= NUM_LEGS * leg_input ;
18 UNGAR_VARIABLE(U) <<= N * u ;
19 UNGAR_VARIABLE( decis ion_variables ) <<= (X, U) ;

Listing 4. Decision variables of an OCP for quadrupedal locomotion using the single rigid body model.
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1 // Define in t eg ra l constants .
2 constexpr auto N = 10_c;
3 constexpr auto NUM_ROBOTS = 2_c;
4 constexpr auto NUM_LEGS = 4_c;
5

6 // Define ” l e a f ” var iab le s .
7 UNGAR_VARIABLE( posit ion , 3 ) ;
8 UNGAR_VARIABLE( or ientat ion , Q) ;
9 UNGAR_VARIABLE( l inear_veloc ity , 3 ) ;

10 UNGAR_VARIABLE( angular_velocity , 3 ) ;
11 UNGAR_VARIABLE( force , 3 ) ;
12 UNGAR_VARIABLE( re lat ive_pos it ion , 3 ) ;
13 UNGAR_VARIABLE(torque , 3 ) ;
14

15 // Define ”branch” var iab le s .
16 UNGAR_VARIABLE( leg_input ) <<= ( force , re lat ive_pos i t ion ) ;
17 UNGAR_VARIABLE(arm_input) <<= ( force , torque ) ;
18 UNGAR_VARIABLE(robot_input) <<= (NUM_LEGS * leg_input , arm_input ) ;
19 UNGAR_VARIABLE(payload_state) <<= ( posit ion , or ientat ion , l inear_veloc ity , angular_velocity ) ;
20 UNGAR_VARIABLE(robot_state) <<= ( posit ion , or ientat ion , l inear_veloc ity , angular_velocity ) ;
21 UNGAR_VARIABLE( x ) <<= (payload_state , NUM_ROBOTS * robot_state ) ;
22 UNGAR_VARIABLE(X) <<= (N + 1_c) * x ;
23 UNGAR_VARIABLE( u ) <<= NUM_ROBOTS * robot_input ;
24 UNGAR_VARIABLE(U) <<= N * u ;
25 UNGAR_VARIABLE( decis ion_variables ) <<= (X, U) ;

Listing 5. Decision variables of an OCP for collaborative loco-manipulation with two robots modeled as single rigid bodies. We highlight the
differen-
ces from the locomotion controller formulated in Listing 4. In particular, we mark newly added variables in yellow and modified variables in light
blue.
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