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分数阶 Caputo导数的 Dirichlet型边值问
题的射线方法阶数为 U ∈ (1, 2)

Kai Diethelm∗

对于与阶数为 U ∈ (1, 2)的非线性分数阶微分方程相关的 Dirichlet型边值问题
的数值解，我们建议使用打靶法。特别地，我们证明所谓的比例分割技术在选择
所需的初始值时会导致收敛到高精度且迭代次数非常少的数值方案，并提供了
这种有利数值行为的分析背景解释。

1 介绍

本文的主要目标是建立一种数值方法，用于求解区间 [0, )] 上的非线性分数阶
微分方程

�UH(C) = 5 (C, H(C)) (1a)

阶为 U ∈ (1, 2) 的狄利克雷型边值条件下的

H(0) = 10, H()) = 11, (1b)

的边值问题，其中涉及某些 ) > 0和任意给定的 10, 11 ∈ R。在公式 (1a)中，�U

表示以起点 0开始的 Caputo型微分算子，在我们的假设 1 < U < 2下定义为

�UI(C) = 1
Γ(2 − U)

d2

dC2

∫ C

0
(C − g)1−U [I(g) − I(0) − gI′ (0)] dg,

参见 [6, Chapter 3]。
众多用于类似问题数值解的算法已被提出，但它们通常仅针对微分方程是线

性 [2, 3, 4, 17, 22]的特殊情况构建和分析。这是一个我们不希望施加的限制。因
此，我们的方法将遵循与那些工作中提出的方案显著不同的设计原则。
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2 一种打靶方法

众所周知，使用 Caputo导数的阶数为 U ∈ (1, 2) 的分数阶微分方程与二阶经典
边值问题有许多共同的性质。因此，似乎自然地要采用一种已被证明对二阶问
题有效的数值方法，即射击法 [19]概念，也用于这里考虑的分数阶问题。射击
法的基本原理包括将给定的边值问题重新解释为一个初值问题，该初值问题在
感兴趣区间的左端点处需要通过迭代过程确定其第二个初始值 H′ (0)，使得区间
右端点的边界条件得到满足。后者是通过标准的分数阶初值问题数值求解器以
近似的方式实现的。从抽象的角度来看，这导致了以下算法：

1. 设置 : = 0并猜测 H′ (0)的一个值 1′
0,:。

2. 数值计算初值问题的近似解 H:，该问题包括微分方程 (1a)和初始条件 H: (0) =
10 和 H′

:
(0) = 1′

0,:。

3. a) 如果 H: ()) 足够接近所需的边界值 11，接受 H: 作为边值问题 (1)的近
似解并停止。

b) 否则，确定一个新的猜测 1′
0,:+1 用于 H′ (0)，将 : 增加 1，并返回步骤

2。

要完整地描述和实现这样的算法，则需要指定以下组件：

• 初始猜测 1′
0,: 的选择对于 H′ (0)，

• 初始值问题在第 2步中所需的数值求解器，并且

• 计算下一个猜测值 1′
0,:+1 的算法，如果当前迭代中计算出的近似解对于

H′ (0) 而言不够准确。

特别地，我们可以这样解释最后一个项目：由于所有其他数据保持不变，我们
可以认为当前近似解在右端点的函数值 H: ())只依赖于初始猜测 1′

0,:，即存在某
个函数 q使得 H: ()) = q(1′

0,:)成立。为了达到我们的目标 H: ()) = 11，因此我们
需要找到一个满足方程

q(1′
0,:) = 11. (2)

的值 1′
0,:。因此，为了获得一个快速的射线算法，有效地解决这个（通常是非线

性的）方程至关重要。在此背景下一个明显的想法是使用牛顿法；确实，这已
经被建议过，例如，在 [1]中。然而，计算这种方法所需导数并不总是可行的，
并且即使能够计算这些导数，它们的评估也可能成本过高。因此，我们提出了
一种基于以下结果的不同方法，该结果是最近关于分数阶初始值问题（阶数为
U ∈ (1, 2)）某些性质的一个观察的推论，参见 [5, Theorem 8]。

定理 1. 考虑初值问题

�UH: (C) = 5 (C, H: (C)), H: (0) = H0, H′: (0) = H:,1 (: = 1, 2) (3)
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对于 C ∈ [0, )̃]其中 1 < U < 2，其中假设 5 是连续的，并且在第二个变量中满足
具有 Lipschitz常数 !的 Lipschitz条件。假设 H1,0 ≤ H2,0和 H1,1 ≤ H2,1。然后，定义

0̃∗(C) := inf
g∈[0,C ],H≠0

5 (g, H + H1(g)) − 5 (g, H1(g))
H

and

0̃∗(C) := sup
g∈[0,C ],H≠0

5 (g, H + H1(g)) − 5 (g, H1(g))
H

,

存在某个 ) ∈ (0, )̃] 使得

(H2,1 − H1,1)C�U,2(0̃∗(C)CU) ≤ H2(C) − H1(C) ≤ (H2,1 − H1,1)C�U,2(0̃∗(C)CU) (4)

对于所有 C ∈ [0, )]。

这里，�U,V 表示通常的两参数Mittag-Leffler函数 [16]。由定理 1，我们可以读
出两条重要信息：

1. 如果 ) 足够小，我们可以保证边值问题 (1)具有唯一解。

2. 特殊情况 C = ) 的方程 (4)而言，至少在渐近意义上，区间右端点处两个
解的边界值之差 H2()) − H1()) 与这些解在左端点处的一阶导数之差 H2,1 −
H1,1 = H′2(0) − H′1(0)成正比，前提是这两个解本身在左端点处重合，即如果
H1(0) = H2(0)。

其中前者让我们得出结论，对解进行数值近似是有意义的。后者告诉我们可以
采用在 [11]中介绍的方法解决阶数为 U ∈ (0, 1)的分数终端值问题，并使用所谓
的比例分割法来确定初始值 H′ (0)的下一个猜测值。实际上，这相当于用割线法
求解方程 (2)。
因此，根据 [11]中概述的策略，我们的算法按照公式

1′
0,:+1 = 1′

0,: + (11 − H: ()))
1′

0,: − 1′
0,:−1

H: ()) − H:−1())
(5)

= _:+11
′
0,: + (1 − _:+1)1′

0,:−1

计算出 1′
0,:+1 对于 H′ (0) 的猜测值其中

_:+1 =
11 − H:−1())

H: ()) − H:−1())
.

由于我们在 (5)中展示的方法使用了 1′
0,: 和 1′

0,:−1，即当前对 H′ (0) 的近似值和
前一个，来计算新的猜测值 1′

0,:+1，因此需要提供两个初始猜测值来启动算法。
因此，为了完成射线法的描述，我们需要指定初始猜测值 1′

0,0和 1′
0,1用于 H′ (0)。
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在讨论的类似应用 [11]中已经表明，这种方法对于起始值的选择非常鲁棒，并
且达到给定精度所需的迭代次数仅非常弱地依赖于所选 1′

0,0 和 1′
0,1 的值。因此

我们通常使用特别简单和计算成本低廉的选择

1′
0,0 = 0 and 1′

0,1 =
1
)
(11 − 10) (6)

（后者是在给定区间上的精确解的一阶导数的平均值）。在特殊情况下当 10 = 11，
这将导致 1′

0,0 = 1′
0,1，这是不允许的，因此我们此时（仅在此时）用

1′
0,0 = 0 and 1′

0,1 =


1 if H0()) > 11,

−1 if H0()) < 11.
(7)

替换 (6)
最后，根据 [11, 12]的观察结果，我们建议使用分数阶Adams-Bashforth-Moulton

方法 [8, 9]或二阶分数阶后向差分公式 [20, 21]来求解选定初始条件下的分数阶
初值问题。为了简化和提高效率，我们为这些求解器使用均匀网格，并采用基于
FFT的实现方式 [15, 18]，该方式只需 $ (# log2 #) 次操作即可计算出在 # 个网
格点上的数值解。

3 方法的性质

算法的误差可以通过一种类似于在 [11]中终端值问题求解器所采用的方法来进
行分析。

定理 2. 假设定理 1的前提条件，即 ) 按照该定理所述进行选择，并且初值问题
求解器以某个常数 ? > 0逼近给定的分数阶微分方程 (1a)的解具有 $ (#−?) 收
敛阶。那么

max
9=0,1,2,...,#

|H(C 9) − H: (C 9) | = $ ( |H′ (0) − 1′
0,: |) +$ (#−?). (8)

证明. 证明遵循了 [11, proofs of Theorems 4.1 and 4.2]的思路。 �

此外，正如在 [11, Subsection 4.2]中所见，该算法具有数值稳健性，并且继承
了基础分数阶常微分方程求解器的稳定性。我们在这里建议的求解器（Adams-
Bashforth-Moulton或分数阶 BDF）已被证明是合适的，在 [13, 14, 20]中。

4 一个数值示例

作为一个数值示例来展示我们方法的性能，我们来看属于图 1中蓝色曲线的微分
方程

�1.55H(C) = 1
(C + 5)0.65 sin(1.3 · C · H(C)), (9a)
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一个稍作变化的问题，讨论见 [11, Example 5.3]。为了以适当的方式指定相关的狄
利克雷边界条件，我们首先注意到边值问题解的唯一性确实依赖于所考虑区间
的长度。如果我们选择例如区间 [0, 5.384] 并通过步长为 ℎ = 10−6的 BDF2数值
计算一些解，那么我们可以观察到如图 1所示的行为。我们选择了两个解 H1和 H2

满足微分方程 (9a)的初始条件 H1(0) = H2(0) = 1，H′1(0) = −0.15和 H′2(0) = −0.3，
分别。由于区间过长，无法满足保证这些解分离所需的条件，我们发现 H1和 H2

的图像在 C∗ ≈ 5.384处相交，并且具有相同的函数值 H1(C∗) = H2(C∗) = H∗ ≈ 0.387。
因此，在如此长的区间内，微分方程 9a在边界条件 H(0) = 1和 H(C∗) = H∗下的边
值问题至少有两个解。在这种情况下，通常无法预测射线法会收敛到哪一个解。

Figure 1:微分方程 (9a)的两个解 H1和 H2的图形，它们都满足 H: (0) = 1，但 H′
:
(0)的值不同：

这两个解在 C∗ ≈ 5.384处相交。

因此，我们需要减小区间长度以保证边值问题解的唯一性。根据 [5]的观察，
可以通过选择区间 [0, 2.9] 来证明存在唯一的解。因此，在我们的数值示例中，
我们将微分方程 (9a)与边界条件

H(0) = 1 and H(2.9) = 1.145 (9b)

结合起来。。使用 BDF2方法解决此情境中的初始值问题，我们的算法随后给出
了表 1所示的结果。我们可以观察到，即使对于请求的精度为 10−10，射线法也
仅在 7次迭代中收敛至该误差。
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step requested no. of shooting actual maximal error
size accuracy iterations over [0, 2.9]

1/100 10−4 5 1.15 · 10−5

1/100 10−8 6 1.25 · 10−7

1/200 10−8 6 2.91 · 10−8

1/400 10−8 6 4.95 · 10−9

1/400 10−10 7 6.76 · 10−9

1/800 10−10 7 7.24 · 10−10

Table 1:边值问题的数值结果 (9)。

计算是通过我们的算法的MATLAB实现完成的，可以从 [7]下载。

5 总结与结论

在我们最近的论文 [11]中，我们开发并分析了用于求解与 Caputo型分数阶微分
方程相关的终端值问题的比例分割方案。该方程的阶数为 U ∈ (0, 1)。现在我们
将所涉及的微分算子的阶数假设更改为 U ∈ (1, 2)。那么，此类方程的理论表明
单一的终端条件已不足以保证解的唯一性。从我们在 [5]中开发的结果来看，在
考虑区间的长度满足一定条件下，如果将终端条件增加一个初始条件，则可以
恢复唯一性，从而生成具有狄利克雷数据的边值问题。自然地，我们想要寻求此
类方程的有效数值解法，并且我们在此展示了通过适当调整来自 [11]的数值方
案，我们可以为此更高阶的问题创建这样一个有效的算法，该问题有两组附加
条件而非一组。

软件

本文中描述的主要算法的MATLAB源代码可以从 Zenodo平台上的专用仓库 [7]
免费下载，从而允许所有读者重现我们数值实验的结果。所需的辅助例行程序
也可以从 Zenodo获得；见 [10]。我们的函数在MATLAB R2023a中进行了测试。

竞争利益 作者声明与本研究内容相关的不存在任何利益冲突。
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