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ABSTRACT
我们提供了一种高效的$ (=2)实现，用于解决无向稠
密图中的所有成对极小极大路径问题或最宽路径问题。
这是之前论文中算法 4（通过计算和复制的 MMJ 距
离）的一个代码实现。距离矩阵也称为所有点路径距
离（APPD）。我们进行了实验以测试该实现和算法，
并将其与其他几种用于解决 APPD矩阵的算法进行了
比较。结果显示，算法 4对于求解极小极大路径或最
宽路径问题的 APPD矩阵工作良好。它可以大幅提高
计算 APPD矩阵的效率。有几个理论结果声称可以在
$ (=2) 中准确地解决 APPD矩阵。然而，它们并不实
用，因为没有这些算法的代码实现。看起来算法 4是
第一个具有实际代码实现的算法，用于求解无向稠密
图中极小极大路径或最宽路径问题的 APPD矩阵，在
$ (=2)。
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1 介绍
极小极大路径问题是图论和优化中的一个经典问题。
它涉及在加权图中找到一条路径，使得该路径上边的
最大权重被最小化。1

给定一个图� = (+ , �)，其中+ 是顶点集，�是边
集，每条边 4 ∈ �都有一个权重 4F。对于一个有=个顶
点的无向图，最大边数为 = (=−1)

2 。一个稠密图接近有
= (=−1)

2 条边。我们可以这么说，一个稠密图有$ (=2)条
边。在一个无向图中，每条边都是双向的，这意味着它
在两个顶点之间以两种方向连接。最小化最大路径问
题的目标是找到一条从起点 8到终点 9的路径 %，使得
路径中边的最大权重 % 最小。两点之间的最小最大化
路径距离是在这两点之间最小化最大路径中的最大权
重（公式 2）。

Φ = {<0G_F486ℎC (?) | ? ∈ Θ(8, 9,� ) } (1)

" (8, 9 | �) =<8=(Φ) (2)

其中� 是一个无向稠密图。Θ(8, 9,� ) 是从节点 8 到节点
9 的所有路径的集合。? 是从节点 8 到节点 9 的路径，
<0G_F486ℎC (?) 是路径 ? 中的最大权重。Φ是所有最
大权重的集合。<8=(Φ) 是集合 Φ [16]的最小值。
距离也可以被称为最长边路径距离（LLPD）[15]

或 Min-Max-Jump距离（MMJ距离）[16]。所有成对
的极小极大路径距离计算数据集 - 中每一对点之间
的距离或图�中的距离。它也被称为所有点路径距离

1https://en.wikipedia.org/wiki/Widest_path_problem

https://en.wikipedia.org/wiki/Widest_path_problem
https://arxiv.org/pdf/2407.07058v4
https://cenxiv.cn/cn-pdf/2407.07058v4
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（APPD）[15]。它的形状是一个矩阵 = × =。一个数据
集 - 可以直接转换为一个完全图。
我们可以使用修改版的弗洛伊德-沃舍尔算法来解

决有向图和无向稠密图 [20]中的 APPD问题，或者使
用算法 1（递归 MMJ 距离）在 [16] 中，它们都需要
$ (=3) 的时间。然而，在无向稠密图中，我们有更好
的选择。我们可以使用一个 $ (=2) 算法来计算 APPD
矩阵。有几个理论结果声称可以在 $ (=2) [2, 8, 9, 19]
准确解决 APPD矩阵问题。但是，这些算法没有代码
实现，这意味着它们不切实际。代码实现是将设计或
算法转化为编程语言的过程。在算法设计中这是至关
重要的一步，因为想法被转化为可以执行特定任务的
实际可执行代码。
在 [16]的第 4.3节（通过计算和复制的MMJ距离）

中，作者提出了一种算法，该算法声称可以在 $ (=2)
中准确解决 APPD矩阵的问题，在无向稠密图中。该
算法被称为算法 4（通过计算和复制的MMJ距离）。在
论文中，该算法未被实现和测试。在这篇论文中，我
们引入了算法 4的代码实现，并对其进行了测试。
最宽路径问题是与最小最大路径问题密切相关的

主题。相反，最宽路径问题的目标是找到从起始节点
B到目标节点 C的一条路径 %，使得该路径 %上的边的
最小权重最大化。最宽路径问题的任何算法都可以很
容易地转换为解决最小最大路径问题的算法，反之亦
然，只需通过反转算法执行的所有权重比较的意义即
可。因此，我们可以粗略地说，最宽路径问题和最小
最大路径问题是等价的。

2 相关工作
文献中提出了多种距离度量方法，包括欧几里得距离、
曼哈顿距离、切比雪夫距离、闵可夫斯基距离、汉明
距离和余弦相似性。这些度量在 k-NN、UMAP和HDB-
SCAN等算法中经常被使用。欧氏距离是最常用的度
量标准，而余弦相似性通常用于解决高维空间中的欧
几里得距离问题。虽然欧几里得距离应用广泛且通用，
但它不适应数据的几何结构，因为它与数据无关。因
此，开发了各种依赖于数据的度量方法，例如源自数

据集内扩散过程的扩散距离 [6, 7]和基于路径的距离
[4, 10]。
最小最大路径距离已在各种机器学习模型中使用，

如无监督聚类分析 [10–12, 15]和有监督分类 [5, 16]。该
距离通常在非凸和高度拉长的簇上表现良好，即使存
在噪声 [15]。

2.1 最小最大化路径距离的计算
计算极小化最大路径距离的挑战在文献中被称为几个
不同的名称，如最大容量路径问题、最宽路径问题、瓶
颈边查询问题 [3, 13, 14, 17]、最长腿路径距离（LLPD）
[15]，以及最小-最大化跳跃距离（MMJ距离）[16]。直接
计算极小化最大路径距离由于搜索空间庞大而计算成
本高昂 [15]。然而，对于图 � = � (+ , �) 中固定的一
对点 G 和 ~来说，距离可以在$ ( |� |)时间内计算出来
[18]。关于最小最大路径距离的一个众所周知的事实
是：“最小生成树（MST）中任意两个节点之间的路径
是最小最大路径。”[14]利用这一结论，我们在计算最
小最大路径距离时可以将无向稠密图简化为一棵最小
生成树。

2.2 计算所有点路径距离
计算所有点的极小化极大路径距离被称为所有点路径
距离（APPD）问题。将瓶颈生成树构造应用于每个点
会导致APPD运行时间为$ (min{=2 log(=)+= |� |, = |� | log(=)})
[3, 13, 15]。使用瓶颈生成树计算得出的 APPD可能不
准确，因为最小生成树（MST）必然也是最小瓶颈生
成树（MBST），但最小瓶颈生成树不一定是最小生成
树。Floyd-Warshall算法的一个变体可以在 $ (=3) [1]
时间内准确计算 APPD。几个理论结果表明，APPD矩
阵可以在$ (=2)时间内准确求解 [2, 8, 9, 19]。然而，这
些算法缺乏代码实现表明它们的不实用性。

3 算法的实现
As described in Section 1, the Algorithm 4 (MMJ distance
by Calculation and Copy) in [16] also claims to solve
the APPD matrix accurately in $ (=2), in an undirected
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(a)算法 4 (b) Python实现的算法 4

图 1: 算法 4及其 Python实现。三个嵌套的 for循环使它看起来像一个 $ (=3) 算法，但实际上它是一个 $ (=2)
算法。

Implementation ID Implementation name Complexity Coding language Notes
0 Algo_1_Python $ (=3) Python Algorithm 1 (MMJ distance by recursion)
1 Algo_1_C++ $ (=3) C++ Algorithm 1 (MMJ distance by recursion)
2 Floyd_Warshall_Python $ (=3) Python A variant of Floyd-Warshall Algorithm
3 Floyd_Warshall_C++ $ (=3) C++ A variant of Floyd-Warshall Algorithm
4 MST_shortest_path $ (=3;>6(=)) Python Calculate the shortest path in a MST
5 Algo_4 $ (=2) Python Algorithm 4 (MMJ distance by Calculation and Copy )

表 1: 四个算法的概况。其中两个用不同的编程语言实现，分别是 Python和 C++。

data 139 (N = 120) data 109 (N = 300) data 18 (N = 500) data 19 (N = 850) data 16 (N = 2500) data 35 (N = 5000) data 136 (N = 10000)
Algo_1_Python 13.451s 208.363s 990.308s 4681.911s >7200s >7200s >7200s
Algo_1_C++ 0.033s 0.414s 1.794s 9.032s 237.961s 1986.928s >7200s
Floyd_Warshall_Python 1.489s 23.353s 106.745s 534.683s >7200s >7200s >7200s
Floyd_Warshall_C++ 0.033s 0.436s 2.324s 10.035s 253.909s 2162.514s >7200s
MST_shortest_path 0.399s 4.229s 24.926s 110.449s 2503.483s >7200s >7200s
Algo_4 0.02s 0.073s 0.191s 0.511s 4.311s 17.015s 67.048s

表 2: 四个算法的性能。N是数据集中的点数。

dense graph. But it is left unimplemented and untested.
Figure 1a is Algorithm 4 (MMJ distance by Calculation
and Copy) in [16], for convenience of reading, we re-post
it here. Figure 1b is its python implementation.
注意三个嵌套的 for循环使其看起来像一个$ (=3)

算法，但实际上它是一个$ (=2)算法。因为当变量 8在
!8=4 21中较小时，树 1和树 2 的大小均为 $ (=)；但

当变量 8 较大时，树 1和树 2 的大小均为$ (1)。最终
的净效果是三个嵌套的 for循环只访问 APPD矩阵中
的每个单元格一次。因此，它是一个 $ (=2)算法。
在实现过程中，我们首先构造一个无向稠密图的

最小生成树（MST）。使用 prim算法构建MST的复杂
度是 $ (=2)。然后，我们将 MST中的边按降序排序。
从大到小依次删除 MST 中的边是非常关键的。只有
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图 2: Floyd-Warshall算法的一种变体用于解决最小
化最大路径问题

图 3: Python实现的最小生成树_最短路径，参见表 1
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图 4: 算法（实现）的性能

这样我们才能得到两个子树，树 1和树 2。通过遍历
每个子树，可以分别获得这两个子树中的节点。

进一步的探索表明，我们也可以通过首先将边按
升序排列（从小到大），然后依次将边添加到一个空的
MST树中来计算 APPD矩阵。2

4 算法的测试
在一个实验中，我们在七个具有不同数据点数量的数
据集上测试了算法 4（通过计算和复制获得 MMJ 距
离）。请注意，一个数据集可以很容易地转换为一个
完整图。算法 4的性能与其他三种能够计算 APPD矩
阵的算法进行了比较。
表 1列出了四个算法的概况。算法_1是 [16]中的

算法 1（递归计算MMJ距离），其复杂度为$ (=3)；弗洛
伊德-沃舍尔算法是 Floyd-Warshall算法的一种变体。
图 2是它的 Python实现。它的时间复杂度为$ (=3);最
小生成树_最短路径首先构建无向稠密图的最小生成
树（MST），然后计算每对节点之间的最短路径，接着
计算最短路径上的最大权重。其时间复杂度为$ (=3;>6(=))。
图 3是它的 Python实现。实现基于 Madhav-99的代
码 3；算法_4 是 [16]中的算法 4（通过计算和复制计
算MMJ距离），其复杂度为 $ (=2)。算法_1和弗洛伊
德-沃舍尔分别使用 C++和 python实现，以测试不同
编程语言之间的差异。

4.1 性能
表 2是算法（实现）的性能。我们用七个具有不同数
据点数量的数据集测试每个算法。与数据 ID对应的数
据源可以在以下 URL找到。4数值是在配备“3.3 GHz
Quad-Core Intel Core i5”CPU和 16 GB RAM的台式计
算机上，通过每种算法计算 minimax路径 APPD所需
的时间。
为了节省时间，如果算法在 7200秒（两小时）内

无法获得 APPD矩阵，则停止该算法的执行。每个数
据集和算法的计算时间仅记录一次。图 4将表 2中的
值转换为图形。可以看出，算法 4比其他算法表现更

2参见 “按升序排列 MST的边.ipynb”文件在 https://github.com/mike-liuliu/
Algorithm_4中
3https://github.com/Madhav-99/Minimax-Distance
4https://github.com/mike-liuliu/Min-Max-Jump-distance

https://github.com/mike-liuliu/Algorithm_4
https://github.com/mike-liuliu/Algorithm_4
https://github.com/Madhav-99/Minimax-Distance
https://github.com/mike-liuliu/Min-Max-Jump-distance
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好。它可以大约在 67秒内计算出 10,000个点的 APPD
矩阵，而其他算法则无法在两小时内完成。
合理地，算法_1 和弗洛伊德-沃舍尔算法的 C++

实现比它们的 Python版本快得多。有趣的是，在使用
Python实现时，算法_1比弗洛伊德-沃舍尔算法慢得
多，但在 C++中比弗洛伊德-沃舍尔算法稍快一些。

4.2 求解最宽路径问题
正如第 7节（解决最宽路径问题）在 [16]中所述，算法
4（通过计算和复制求MMJ距离）可以通过构建最大生
成树并将边按升序排列来修改以解决无向图中的最宽
路径问题。在另一个实验中，我们测试了使用算法 4
计算最宽路径 APPD。结果显示算法 4很好地解决了
最宽路径问题。

5 算法的证明
一个好的问题是算法 4（计算和复制的MMJ距离）为
什么有效。这里是对该算法正确性的理论证明。
每当我们要从最小生成树中移除一条边 4 时，4

必须属于MST的一个连通子树)。该子树记为 (C。子
树是完全包含在另一个树中的树。注意最小生成树 )

可以被视为其自身的子树。我们可以得出边 4 是子树
(C 中最大的边。由于边已经按降序排列，并且在之前
的步骤中移除了大于 4的边。如果在 (C 中存在其他与
4 一样大的边，这并不重要。从 (C 中移除边 4 后，我
们得到两个较小的连通子树，CA441和 CA442。对于任
意一对节点 (?, @)，其中 ? ∈ CA441,@ ∈ CA442，节点 ?和
@ 之间的极小极大路径距离必须是边 4 的权重。因为
“最小生成树（MST）中任意两个节点之间的路径是最
小最大路径”[14]，且边 4是子树 (C 中的最大边。从 ?

到 @ 的路径必须经过边 4，且边 4 是在该路径上的最
大边。路径中是否有其他边与 4 一样大并不重要。注
意，仅有一个节点的子树被视为有效的子树。
因此，? 和 @ 之间的极小极大路径距离必须是边

4 的权重。算法 4（通过计算和复制的 MMJ距离）的
正确性得到了证明。

6 讨论

6.1 算法 1的优点
算法 1（递归的MMJ距离）具有热启动的优点。假设
我们已经计算出了大型图 � 的 APPD矩阵 "�，然后
得到了一个新的点（或节点）?，其中 ? ∉ �。新的图
记为� + ?。要计算图� + ? 的 APPD矩阵，如果我们
使用其他算法，可能需要从零开始。算法 1的优点在
于利用计算出的"� 来计算新的 APPD矩阵，并且结
合了定理 3.3、3.5、6.1和推论 3.4中的结论，这些内
容在 [16]中有所阐述。这尤其适用于有向稠密图的情
况，在这种情况下从零开始需要$ (=3)的复杂度，而
算法 1（通过递归计算MMJ距离）的热启动仅需$ (=2)
的复杂度。我们可以说算法 1支持在线机器学习 5，在
其中数据以顺序形式逐步提供。

6.2 使用并行编程
如果计算 APPD矩阵的主要关注点是速度，我们可以
使用并行编程来加速算法 4。首先，我们可以使用不
同的处理器遍历图 1b中 !8=4 25 0=3 26的树 1和树 2。
其次，我们可以将最小生成树（MST）复制到许多处
理器上。对于第 =个处理器，我们只需移除最大的 =

条边，得到第 =个树 1和树 2，遍历它们，然后填充由
第 =个树 1和树 2 决定的 APPD矩阵中的相应位置。
算法 4的并行加速版本（通过计算和复制计算MMJ

距离），称为算法 13（由并行计算加速的 APPD）。这
里 6是算法 13四种变体的 C++代码实现。

7 结论
我们实现了之前论文中介绍的算法 4（通过计算和复
制的MMJ距离）。然后测试了该实现，并将其与几种其
他可以计算所有成对最小最大路径距离或也称为所有
点路径距离（APPD）的算法进行了比较。实验表明，
算法 4在解决最宽路径或最小最大路径 APPD矩阵方
面效果良好。作为一个复杂度为$ (=2)的算法，它可
5https://en.wikipedia.org/wiki/Online_machine_learning
6https://github.com/mike-liuliu/Algorithm_4/tree/main/Algorithm_4_in_cpp_
parallel_computing

https://en.wikipedia.org/wiki/Online_machine_learning
https://github.com/mike-liuliu/Algorithm_4/tree/main/Algorithm_4_in_cpp_parallel_computing
https://github.com/mike-liuliu/Algorithm_4/tree/main/Algorithm_4_in_cpp_parallel_computing
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以极大地提高计算 APPD矩阵的效率。注意，用于求
解 APPD矩阵的算法至少具有 $ (=2)的复杂度，因为
该矩阵是一个 = × =矩阵。
在论文《基于路径的光谱聚类：保证、对异常值

的鲁棒性和快速算法》的第 2.3.3节中，[15]Murphy博
士和他的合作者写道：
简单地将瓶颈生成树构造应用于每个点会得到一

个运行时间为 $ (<8={=2;>6(=) + = |� |, = |� |;>6(=)}) 的
APPD。然而，可以通过修改后的 SLINK算法（Sibson，
1973）或笛卡尔树（Alon和 Schieber，1987；Demaine

等人，2009，2014）在$ (=2)时间内计算出 APPD距离
矩阵。
作者发送了一封电子邮件以进一步澄清此陈述。
作者：
你指出可以计算 $ (=2) 中的 APPD距离矩阵。然

而，我在互联网和 github上搜索后，并未找到任何能
够准确计算 $ (=2) 中 APPD距离矩阵的代码实现。你
知道有这样的代码实现吗？请告诉我。
墨菲博士：
如果你能找到一个在$ (=2)中实现 SLINK来进行

单链聚类的方法，那么你可以通过从生成的系统树中
读取距离来完成 APPD。我不知道有任何 SLINK的实
现，并且可能对它进行理论证明比实际实现更容易。
关于树结构，这些无疑更多是理论兴趣所在，我

不奇怪它们可能根本没有实际应用。因此，通过那些
方法实现 $ (=2) 可能不切实际。
因此，我们可以大致得出结论：在 [16]中的算法

4（通过计算和复制得到的MMJ距离）是第一个具有实
际代码实现来解决未定向稠密图中最小最大路径或最
宽路径问题的算法，在 $ (=2) 中。
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