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摘要

有限系统尺寸对 QCD相图的影响在均场夸克-介子模型中通过各种动量空间约束进行了研究。一
方面，方案的选择——低动量截止和周期性或反周期性边界条件的离散化——以及真空涨落的存在
被发现强烈影响 CEP的体积依赖性。另一方面，在线性尺寸低于 L ù 10fm的情况下，其位置在
每种情况下都显著偏移。这也在守恒荷波动中有所反映，这些波动是使用多种有限尺寸效应方案沿
相边界进行调查的。

1. 介绍
尽管强相互作用物质的相图已经被广泛研究，但

是否存在将已知的交叉过渡与高化学势下预期的第
一阶相变分开的二级临界终点（CEP）仍然是一个开
放问题。寻找 CEP是最近许多理论和实验工作的主
要动机之一。在这些搜索方面的不同之处之一是系
统大小，即要么是有限的，要么是无限大的。重离子
碰撞形成的火球——预计会在实验中穿过相变——
总是具有有限的空间范围。相比之下，在理论上用于
探索有限化学势下的相图的有效模型计算通常是在
热力学极限下解决的，其中体积趋向于无穷大。为了
考虑有限尺寸效应，通常在理论模型 [1–28]中实施
某种动量空间约束。这可以是具有特定（大多数情况
下是周期性或反对称周期性偶尔与其他条件）边界条
件的离散化，或者只考虑丢失最低模态的影响，一个
简单的低动量截断。各种模型中的不同情景导致了总
体上相似但细节不同的有限尺寸依赖性。在 [29, 30]
中，在平均场夸克-介子模型中实施了多种类型的动
量空间约束以理解这些差异的来源。在同一出版物
中，已经部分研究了重子涨落，我们将在本文中继续
讨论这一问题。
守恒电荷涨落是寻找临界端点的主要工具之一，

因为它们对关联长度 [31, 32]的依赖性很强。例如，
净重子数的涨落经常被使用。这些可以直接在有效
场论模型中计算得到，也可以通过实验中的质子数
涨落来获取 [33–35]，尽管后者可能表现出不同的行
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为 [36–38]。1如上所述，在场论计算和实验中，物理
系统的大小是不同的。因此，守恒电荷的涨落通常通
过没有显式体积依赖性的累积量比值来表征。然而，
这些比率仍可能隐含地依赖于系统大小 [39]。累积量
比值的尺寸依赖性已在有效方法中进行了研究，这些
方法在 [4, 12]为零或低化学势 [9]以及接近临界终点
[27, 30]的情况下，作为温度或归一化参数 T_TCEP

和 �q_�CEP
q 的函数。在这里，我们还将研究在相边

界处的重子涨落的有限尺寸效应作为化学势的函数。
论文组织如下。在第 2节中，我们简要总结了不

同的动量空间约束如何可以在著名的平均场夸克-介
子模型中实现。在第 3节中，给出了不同场景下的有
限尺寸效应的比较，并特别关注路径和 CEP(s)及手
征破缺相的存在。最后，在第 4节中，我们展示了重
子涨落是如何被修改的，在第 5节中给出我们的结论
与展望。

2. 夸克-介子模型在有限体积下的研究
在本文中，我们将使用平均场近似下的夸克-介

子模型，该模型可以以不同的复杂程度表示。可以从
仅两个 [1, 40]或两个加一个味道 [3, 41]开始。介子
部分可能只包含标量和赝标量场，也可以进一步扩
展自由度，例如矢量和轴矢量介子 [42–44]（这称为
ePQM模型）。还可以通过包括 Polyakov环变量来考
虑统计限制。然而，与真空项 [29]的处理不同，事实
证明这些差异几乎不会改变有限大小依赖性 [30] 的
定性方面。在本节中，我们仅总结夸克-介子模型中

1此外，在当前的理论模型（使用了大正则系综）和实验（使用了规
范图景并且精确守恒粒子数）中，净重子数或质子数的守恒以不同的方式
表现出来。
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不同动量空间约束的实现。我们在技术上使用了最
先进的版本 ePQM 模型的细节可以在 [30]中找到。

2.1. 动量空间约束条件
我们使用的是最简单的场景，即实现低动量截

断。在这种情况下，动量积分仅通过一个赫维赛德
函数

∫
d3p
.2�/3

→ ∫
d3p
.2�/3

�.p * �/, (1)

进行修改，该函数可以直接应用于费米子真空和热
涨落。在前者的情况下，重整化保证了 � ≡ �_L下
限截断与正则化之间没有冲突。
尽管在直接空间中的含义不太直观，但由于最

低模式对相变的重要性，使用较低的截止值是很有
道理的。这一情景进一步的支持来自于理想玻色子
气体 [45]的模型计算结果，在这些计算中，低动量截
止的影响与直接实施有限空间范围的效果非常相似。
动量空间中的离散化场景自然地来源于傅里叶

变换，如果系统在实空间中有有限的大小。有限系
统的形状及其表面上施加的边界条件决定了动量模
式。在大多数情况下，假设一个边长为 L的立方体
体积，并采用最简单的周期性边界条件（PBC）或
反周期性边界条件（APBC）。在这种情况下，动量
积分被替换成分别遍历模式 pi = 2ni�_L = nip 或
pi = .2ni + 1/�_L = .ni + 1_2/p的求和，其中使用
ni Ë Z, i Ë .x, y, z/，而 p ≡ 2�_L是动量网格的大
小。请注意，PBC与 APBC之间的主要区别在于零
模的存在，这在有限尺寸效应的情况下预计会起到
重要作用。为了简化数值计算，将动量模式的求和从
立方图案重新排列为球形求和（其中 K 是相应的核
函数）

Ø
∑

nx,ny,nz=*Ø
K.pi/ =

Ø
∑

j=1

∑

m

K.pj , m/, (2)

这利用了具有特定 |

|

p⃗|
|

模式的多重性 m。此外，可以
证明相邻动量的差值 pj,j+1 = pj+1 * pj 随着 j 的增
加而减小。费米子物质部分由费米-狄拉克统计规律
调控，因此其被积函数 Kmat.pj , m/以及该核从 j 到
j+1的变化在大 j时受到抑制。由于这种抑制，可以
简单地忽略某一 �cut 截止值以上的高动量模式。或
者，可以在一个更低的 � 处将求和改为积分，这被
称为紫外改进 [25, 26]。然后，得到的不是无限求和，

而是

1
L3

jmax
∑

j=1

∑

m

+∫
d3p
.2�/3

�.p * �/. (3)

在任何一种情况下，都需要分别为每个尺寸设置 �cut

或 �，以使得截断或替换的影响数值上可以忽略不
计。
紫外发散的费米子真空涨落也可能通过更高的

截止值进行正则化。此外，实现UV改进从而对高动
量进行球形积分允许使用通常的重正化方法。然而，
将球形积分拟合到立方网格中的模糊性会导致因积
分核增长过强而产生的大幅振荡误差。在这种情况
下应用 UV 改进需要从立方下边界开始积分。这仅
引发了一个技术难题，在附录 [30] 中详细讨论了这
个问题。最终，通过这种方法代替求和得到

1
L3

jmax
∑

j=1

∑

m

+ ∫

p=
√

3�

p=�

dp p2

.2�/3
� .p/

+ ∫
d3p
.2�/3

�.p *
√

3�/, (4)

其中 � .p/是对应于半径为 p的球体上位于边长为 2�
的立方盒外部点的立体角。在径向动量积分中，� .p/
替换了给定项中的完整 4� 立体角。最后，通过 UV
改进，可以定义一种方法来实现夸克-介子模型中费
米子真空和物质涨落的离散化，该方法允许重正化
并且在数值上也是可行的。我们在计算中使用了这
种方法。

3. 相图的尺寸依赖性
低动量截断
为了研究相图对尺寸的依赖性，2，特别是CEP，

我们应用 Sec. 2.1中讨论的场景，从具有低动量截断
的最简单情况开始。
在先前关于夸克-介子模型中平均场框架内的有

限尺寸效应的研究中（例如，[1–4]），没有包含费米
子真空涨落。
因此，有限体积对 T = �q = 0处物理量的影响

是不存在的。
然而，真空物理的改变会影响整个相结构的尺

寸依赖性。
2我们在 T * �q 平面上绘制了相图，并且具有对称的夸克物质 �u =

�d = �s ≡ �q = �B_3。
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3 这在图 1 中可以清楚地看到，该图显示了低
动量截断场景下无限和有限尺寸的相图。当对真空
贡献也应用下截止（顶部面板）时，CEP以及稍小
规模的整个手征破缺相消失（分别在 L ù 2.5fm 和
L ù 2fm），这与未修改费米子真空涨落的情况相反
（底部面板）。这导致了 QM和其他框架中先前计算
之间的差异，即随着系统尺寸减小，手征破缺相呈现
增加而非减少的趋势。

动量离散化
当动量离散化应用于真空贡献时，对于 PBC边

界条件，在系统尺寸减小的情况下手征对称性破缺甚
至得到了增强，并且对于不太小的尺寸（即 L > 1fm
大小）也适用于APBC边界条件，与低动量截止的情
况不同。对于 PBC边界条件，这可以通过零模的存
在来解释，而对于 APBC边界条件，则表明在这些
中间尺寸下，不仅零模而且进一步的低模态也有显
著贡献。将我们的结果与 NJL模型中的平均场计算
[11–15, 18]和功能方法的结果 [8, 26]进行比较，可以
详细说明离散化和低动量截止对手征对称性破缺的
影响之间的差异。似乎对于 PBC边界条件，这种差
异来自于动量积分的平均场处理（趋势在 NJL模型
中相似但在功能方法中不同），而对于APBC边界条
件，则来自于发散真空项的处理（中间尺寸下的增加
没有出现在 NJL模型中）。
由于增强的自发手性对称性破缺，手征凝聚物的

真空值 �̄随系统尺寸减小而增加。然而，如果存在真
空项，则对于 �̄ → Ø而言，大势能不被下限所约束，
因为它表现出 × *�̄4 log �̄ 的行为而变得主导。这些
因素共同导致在给定有限尺度下场方程的公共解丢
失（例如，在 ePQM中大约为 L í 5.5fm）。为了避免
这个问题，我们关注那些真空贡献不因有限体积而
改变或仅在最低模式中考虑离散化的情况（如在 [1]
中所做的那样），当研究相图时。
离散化对费米子物质涨落也有有趣的影响。随

着温度趋于零，费米-狄拉克分布趋于一个单位阶跃
函数，在化学势大于构成夸克质量 mf 的情况下，在

p =
√

�2
q * m

2
f 处的费米面出现不连续性。当在固定

T ⪆ 0下增加 �q 时，这个费米面扩展并通过有限 L
处的一个个离散模式。这导致费米子物质部分突然
增加，因此手征凝聚物（s）出现骤降，从而产生一

3通常，真空贡献的修改在无限体积下已经强烈影响了相图。

个“阶梯状”多层次相变。进入费米面以下的不同模
式可能生成单独的二级相变和各自的临界点。对于
足够小的尺寸，最低模式总是给出主导 CEP，但这
不一定与无限体积 CEP相关联。为了更好地理解由
此产生的大小依赖性相结构以及特别是 CEPs路径，
我们研究了多个夸克-介子模型。遵循 [30]，我们实
现 [1]（QM A）中介绍的最简单的Nf = 2模型，在
[41]（QM B和 C）中采用Nf = 2+ 1版本的两种参
数化，并具有 m� = 600和 800MeV标量介子质量，4

以及更先进的 ePQM模型。QM A-C 没有考虑真空
涨落，与之相反的是 ePQM 中的 Polyakov 环效应
也不存在。对于 ePQM，我们使用了拟合 1,1,1,2的设
置和参数化，在 [42]中。然而，有限体积中的 CEP
路径对这些差异并不敏感，而是由其在 L = Ø处的
位置决定的。这可以在图 2的上部面板中看到，其中
展示了 APBC 下主导临界点的尺寸依赖性。实线对
应的是与 L → ØCEP 相连的临界点路径，而虚线则
显示了当尺寸非常小（此时其是分离状态）时对应的
主导 CEP 临界点路径。对于在无限大小下具有更高
能级的 CEP 的模型（QM A 和 B），主要临界点从
L → Ø 到 L → 0 有一条平滑路径，而对于具有较
低的 CEP的模型（QM C和 ePQM），则会发生互
换，从而导致一种特殊的尺寸依赖性。由于这种行为
直接与动量积分的结构相关，因此它自然也出现在
NJL模型计算 [16]以及具有 FRG[8, 9]的夸克-介子
模型中。在PBC的情况下，进一步的复杂性在于，如
果真空涨落不被修改，则 CEP移动到更高的 T 和更
低的 �q 位置，随着尺寸减小。此外，由于物质部分
中的零模并未由真空部分中的零模补偿，在低于某
个特定大小时，高温下的解将不再存在。在真空中至
少包含零模的影响可以解决这个问题，并使 CEP的
趋势与 APBC和低动量截止场景相似。图 2的下部
展示了 PBC情况下 CEPs的路径。在这里，实线对
应于真空贡献未被修改的情况，而虚点线则显示了
至少在零模中考虑离散化的情况。在这种情况下，在
尺寸较小时，存在多个临界点的影响再次变得重要，
类似于 APBC观察到的情况。

4QM B 和 C 的参数集可以在 [41]中表 II 底部面板的第 11 行和第
13 行找到。
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4. 重子数涨落
在本节中，我们讨论了有限尺寸效应对重子数

涨落的影响。净重子数的广义热敏性被定义为

�n =
)np_T 4

).�q_T /n
|

|

|

|

|T

, (5)

并通过以下方式与累积量相关：

Cn = V T 3�n. (6)

通过取累积量的比例，这些比例等于相应的热敏感
度比例，可以消除明确的体积依赖性。例如，可以定
义偏斜 S� = C3_C2 或超额峰态 ��2 = C4_C2，其
中 �是方差。然而，这些量可能仍然隐含地取决于系
统尺寸 [39]。在平均场计算中，广义磁化率可以很容
易地获得，因为大势能可以直接得到，因此压力

p.T , �q/ ≡ .0, 0/ * .T , �q/ (7)

可以通过确定，这与 Dyson-Schwinger方法 [26, 27]
的情况不同。在这里，我们计算了有限系统大小下的
重子涨落，既包括离散化（使用APBC），也包括低动
量截断。在离散化情景中，相图的体积依赖性更为复
杂，特别是在 CEP(s)附近。低温和高化学势下的阶
梯状相变以及多个临界点，如 Sec.3所讨论的，在交
叉区制度 [9]中已经可以强烈影响守恒电荷涨落。因
此，在本研究中，我们将研究限制于具有较高 CEP
的模型，5，即具有 m� = 600MeV 在 [41]中的参数
化。该模型没有费米子真空涨落，因此该设置等效于
真空贡献未被有限尺寸效应修改。相应的效应已经
在 Sec. 3中阐明，而该模型的版本允许同时实现低
动量截断和小尺寸的离散化。为了正确恢复手性破
缺相中峰度的 �2� = 1值，必须将 Polyakov环变量
也包含在统计约束中。为此，我们将使用通常的实现
和在 [46]中引入的 Polyakov环势。因此，我们使用
的模型等效于 Sec. 3中 QM B 的 Polyakov 环扩展
版本。
在上述框架中，我们计算了第四阶与第二阶（对

应峰度）以及第二阶与第一阶累积量的比值作为夸
克化学势的函数，在 T ⪅ Tpc.�q/（即沿着但略低于
相变线）的情况下。这些比率分别显示在图 3的上部
和中部面板中，而底部面板则展示了相应的相边界。

5在一阶区域内，仍然可以看到对应于更高模式进入费米面以下的
临界点的影响。然而，在这里我们仅使用中等尺度的系统大小，超过
L = 5fm，在这种情况下这似乎不影响 T = Tc 周围的重子涨落以及低
于 �q =250 MeV的情况。

在每个图中，紫色曲线属于 L = Ø，而绿色和蓝色
曲线分别是使用 APBC和低动量截止的L = 6fm离
散化的结果。可以看出，指示 CEP 位置的峰值 – 在
底部面板上也有显示 – 对于两种情况都向更高的化
学势移动了。然而，在离散化的情况下，变化，特别
是手征破坏相的扩展较弱。由于发散仍然存在，并且
在将动量空间约束应用于平均场模型时可以看到真
正的临界现象，因此 CEP 周围信号的大小仅轻微改
变。6为了研究有限尺寸对临界性的影响，需要实现
不同的方案来考虑有限系统尺寸或其他近似值。然
而，探索这些可能性超出了本工作的范围。

5. 结论
我们研究了在包含有限尺寸效应的平均场夸克-

介子模型中的QCD相图和重子数涨落，通过动量空
间约束实现。几种方案，包括低动量截断和具有不同
边界条件的离散化，在有限体积下的细节差异得到
了实施。尽管存在这些差异，但发现 CEP显著偏移
——在大多数情况下要么是化学势更大，要么温度
更低——低于 L ù 10fm。
有限尺寸效应对重子涨落的影响也通过低动量

截止和采用 APBC的离散化方法进行了研究。结果
发现，CEP信号的位置发生了偏移，但由于仅应用
动量空间约束时平均场方法中的临界性未变，其形
状几乎未被修改。
本工作中及先前发表的结果要么不完整（从消

除有限尺寸发散的意义上来说）[30]要么分辨率太低
[27]无法观察到 CEP 附近的标度行为。为了更好地
理解有限系统大小对 QCD 相图中临界波动的影响
——这对最近和未来的测量来说是有趣的——我们
需要改进有效模型计算中的有限尺寸效应实现。
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6此外，即使在非局部模型中，如果动量依赖性以如 [47]中的形式因
子处理，则临界性依然存在。
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图 1: 在低动量截止方案中，修改（上方）和未修改（下方）
真空贡献的相图的尺寸依赖性。
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图 2: 不同夸克-介子模型中，在反周期（顶部）和周期（底
部）边界条件下，CEP路径的尺寸依赖性。
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