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拟球的光滑逼近

Spencer Cattalani∗

2025 年 4 月 13 日

摘要

我们证明每个拟球都是局部光滑均匀拟球序列的 Gromov-Hausdorff极限。我们也证明了在双 Lip-
schitz环境中的一个类似结果。这将 D. Ntalampekos最近的二维结果扩展到了任意维度。在这个过程
中，我们将他的论证的后半部分替换为一种完全不同的、更有效的方法，这种方法应该可以应用于其他
问题。

1 介绍

在对统一化、参数化或近似度量空间方面已有大量工作。特别的兴趣通常给予拟球体（即拟对称于
欧几里得球体的度量空间）；参见 Bonk-Kleiner [2]，Ntalampekos-Romney [7, 8]和 Meier-Wenger
[9]等。在这篇笔记中，我们证明了以下结果：

定理 1. 令 (X, d)是一个与紧连通黎曼流形 (X, dg)拟对称的度量空间。那么，(X, d)是一组局部等
距于黎曼流形并且均匀拟对称于 (X, dg)的度量空间序列的 Gromov-Hausdorff 极限。

上述结论中隐含的常数仅依赖于拟对称失真和 X 的维度。定理 1是将 [6, Theorem 1.8]推广到任意
维度的结果。证明遵循与 [6]中相同的路线，并且特别地使用了主要技术结果 [6]的一个特殊情况（在
本文中作为命题 10陈述）。证明的区别在于应用命题 10所采用的构造。在 [6, Sections 3 and 4]中，
黎曼流形 (X, dg)首先以一种受控的方式进行三角剖分，然后修改这个三角剖分，并最终重新光滑。
[6]的修改步骤仅适用于二维情况，而重新光滑的步骤仅适用于最多四维的情况。本文节 4中的构造
则保持在光滑设置内。我们通过函数 λε进行共形重标度，该函数衡量了尺度 ε处的长度扭曲（参见
[5, Section 7.8]）。这个构造不仅适用于任何维度，而且描述得更为简单。我们希望这种构造的简洁
性即使在二维情况下也能进一步发挥作用。

类似的结果在双利普希茨情况下也成立，将 [6, Theorem 1.11]推广到任意维度：

定理 2. 设 (X, d)是一个度量空间，它与紧连通黎曼流形 (X, dg)存在 L-双 Lipschitz同胚。然后，
(X, d)是一个序列的Gromov-Hausdorff极限，这些度量空间局部等距于 (X,Ldg)，并且是L-双Lipschitz
同胚到 (X, dg)。
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与 [6, Theorem 1.11]相比，定理 2不仅在任意维度上成立，而且完全控制了 Lipschitz 常数。定理 2
的证明遵循了 [6]中的证明。在这种情况下，简化更为显著，因为只需要进行 [6, Section 2.2]的拼接
构造和均匀缩放。

本笔记的结构如下。第 2节和第 3节回顾了来自 [6]的必要背景。第 2节的重点是引理 8。这一点足
以证明定理 2。第 3节的重点是命题 10，我们证明它是 [6, Theorem 2.8]的一个非常特殊的案例。这
是一个关于拟对称性的局部到全局的结果，作为证明 [6, Theorem 1.8]和定理 1的技术核心。代替
(K,L)-近似值的 [6]，我们将命题 10限制到 ε-网；引理 11证明了这种简化是合理的。第 4节包含了
本文的新构造，并且包含定理 1和 2的证明，取代了 [6, Sections 3 and 4]的十二页内容。

致谢：作者感谢 Dimitrios Ntalampekos在其撰写本文期间的指导以及 Aleksey Zinger的帮助性评
论。

2 基本度量和黎曼几何

令 d和 ρ是空间 X 上的度量。令 η : [0,∞) −→ [0,∞)是一个同胚。我们说度量 d是 η-拟对称到 ρ

的，如果恒等映射 id : (X, d) −→ (X, ρ)是一个 η-拟对称，即

ρ(p, q) ≤ η

(
d(p, q)

d(q, s)

)
ρ(q, s) (2.1)

对于所有点 p,q和 s 6= q在X 中。令 L ≥ 1。度量 d和 ρ在X 中的所有点 p和 q上是 L-双 Lipschitz
如果

L−1d(p, q) ≤ ρ(p, q) ≤ Ld(p, q)

。我们用 B(p, r)表示以 p ∈ X 为中心的开 r球，并用 B(p, r)表示闭球。我们注意到，闭球是满足
d(p, q) ≤ r的点 q ∈ X 的集合，而不一定是开球的闭包。如果 A ⊂ X，则N(A, r)表示集合 A的开
r邻域。子集 A和 B 之间的豪斯多夫距离是使得 B ⊂ N(A, r)和 A ⊂ N(B, r)成立的最小 r ≥ 0。
两个度量空间 X 和 Y 之间的 Gromov-Hausdorff距离是所有度量空间 Z 上的 f(X)和 g(Y )之间最
小的豪斯多夫距离，以及等距嵌入 f : X −→ Z 和 g : Y −→ Z。

引理 3 ([4, p78]). 设 d, ρ是同一空间上的度量。如果 d是 L-双 Lipschitz到 ρ，则 d是 η-拟对称到
ρ，其中 η(t) = L2t。

引理 4 ([4, Theorem 11.3]). 如果 (X, dg)是一个黎曼流形，并且 dg 几乎是对称于一个度量 d，那么
存在 C ≥ 1和 α ≤ 1使得

d(p, q) ≤ Cdg(p, q)
α

对于 p, q ∈ X 满足 dg(p, q) < 1。

引理 5 ([1, Proposition 95]). 对于每个紧致黎曼 n-流形 (X, dg)，存在一个 c > 0，使得对于每个
r ∈ (0, c)和点 p ∈ X，B(p, r)是凸的并且 2-双李普希茨同胚于 Rn中的一个 ε-球。
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推论 6. 设 (X, dg)是一个紧黎曼流形。对于每一个足够小的 r > 0，以及满足 dg(p, q) < r的 p, q ∈ X，
存在一个点 s ∈ X 使得

8−1r ≤ dg(p, s) ≤ 8r and 8−1r ≤ dg(q, s) ≤ 8r. (2.2)

证明. 由引理 5，我们可以将 p和 q与 Rn中的点关联起来，使得 dstd(p, q) < 2r。因此，线上通过点
p和 q存在一个点 s，使得

dstd(p, s) = 4r = dstd(p, q) + dstd(q, s).

由于事实是
dstd(q, s) = 4r − dstd(p, q) and 2r ≤ 4r − dstd(p, q) ≤ 4r

所以
2r ≤ dstd(q, s) ≤ 4r.

因为 dstd是 2-双 Lipschitz到 dg 的，

2r = 2−1dstd(p, s) ≤ dg(p, s) ≤ 2dstd(p, s) = 8r and

r ≤ 2−1dstd(q, s) ≤ dg(q, s) ≤ 2dstd(q, s) ≤ 8r.

因此，s ∈ X 满足 (2.2)。

引理 7 ([1, Theorem 52]). 紧黎曼流形上任意两点之间的距离可实现为连接这两点的长度最短测地
线的长度。

引理 8 ([6, Lemma 2.2]). 令 (X, ρ)为一个度量空间，S ⊂ X 是具有度量 d的闭集，使得 d ≤ ρ在
S × S 上。然后，函数

ρ̃ : X ×X −→ [0,∞), ρ̃(x, y) := min
{
ρ(x, y), inf

p,q∈S
{ρ(x, p) + d(p, q) + ρ(q, y)}

}
,

是X 上的一个度量，使得 ρ̃ ≤ ρ。如果 (S, d)是一个离散的度量空间，则从 (X, ρ)到 (X, ρ̃)的身份
映射是一个局部等距。如果对某些 L ≥ 1，d ≥ ρ在 S × S 上，则 ρ̃是到 ρ的 L-双 Lipschitz。

我们说 ρ̃是由 ρ和决定的粘接度量 d。

3 网络和逼近

令 (X, d)为一个度量空间并且 ε > 0。一个子集 S ⊂ X 被称为 ε-密集如果对于每个点 p ∈ X，存在
一个点 s ∈ S 使得 d(p, s) < ε。一个子集 S ⊂ X 被称为 ε-分离的如果对于 S 中任意两个不同的点 s

和 s′，都有 d(s, s′) ≥ ε。ε-网络是一个 ε-密集且 ε-分离的子集。以下是佐恩引理的一个简单推论。

引理 9 ([4, Exercise 12.10]). 每个度量空间都包含一个 ε-网对于每一个 ε > 0。
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命题 10 (特殊情况 [6, Theorem 2.8]). 令 n ∈ N,R ≥ 1足够大（取决于 n），ε > 0足够小（取决于R），
X 是一个紧致连通光滑 n-流形，带有度量 dg,ρ和 d，且 S ⊂ (X, dg)是一个 ε-网。假设 dg 和 ρ是由
Riemann 度量诱导的X上，d ≤ ρ在 S×S上存在，且存在 L ≥ 1和一个同胚 η1 : [0,∞) −→ [0,∞)

使得
d(s, s′) ≥ L−1ρ(s, s′) ∀ s, s′ ∈ S such that dg(s, s

′) < 2ε, (3.1)

dg 是 η1-拟对称的到 d，且 dg 是 η1-拟对称的到 ρ在 B(s,Rε)上对于每一个 s ∈ S。然后，存在一个
同胚 η2 : [0,∞) −→ [0,∞)，仅依赖于 R, L和 η1，使得 dg 是 η2-拟对称到引理 8由 ρ和 d|S×S 确
定的粘合度量 ρ̃。

[6, Theorem 2.8]的陈述更为一般，因为它适用于度量空间之间的映射，并且使用了 (K,L)-近似而
不是 ε-网。在本节的其余部分，我们将展示命题 10确实是 [6, Theorem 2.8]的一个特例。设 (X, dg)

是一个黎曼流形。为了方便引用，并经作者许可，下一段几乎逐字摘自 [6, Section 2.3]。

给定一个图 G = (V,∼)，我们用 k(u, v) 表示顶点 u, v ∈ V 之间的组合距离，即连接两个顶点的
链中的最小边数。注意，如果不存在连接 u和 v 的边链，则 k(u, v)被理解为∞。我们考虑四元组
A = (G, p, r,U)，其中 G = (V,∼)是一个顶点集为 V 的图，p : V −→ X 和 r : V −→ (0,∞)是映
射，并且 U = {U(v) : v ∈ V }是 X 的一个开覆盖。我们令

pv := p(v), rv := r(v), and Uv := U(v) ∀ v ∈ V.

对于 K > 0，我们将顶点 v ∈ V 关于 A的 K-星定义为

A-StK(v) :=
⋃
u∈V

k(u,v)<K

Uu

对于 K,L ≥ 1，如果以下四个条件得到满足，我们称四元组 A 为 (K,L)-近似值 (X, dg)

(A1) G的每个顶点的次数至多为K。

(A2) B(pv, rv) ⊂ Uv ⊂ B(pv, Lrv) 对于每一个 v ∈ V。

(A3) 设 u, v ∈ V。如果 u ∼ v，那么 Uu ∩Uv 6= ∅和 L−1ru ≤ rv ≤ Lru。反之，如果 Uu ∩Uv 6= ∅，则
k(u, v) < K。

(A4) N(Uv, rv/L) ⊂ A-StK(v) 对于每一个 v ∈ V。

(K,L)近似值 A的 X 被称为精细，如果 Uv 6= X 对于所有 v ∈ V。

给定一个 ε-网络 S ⊂ (X, dg)，我们定义一个四元组AS，如上所述，其中G是顶点集为 S的图，在
两个顶点 s和 s′之间有边相连当且仅当 d(s, s′) < 2ε，p是将 S包含到X 中的函数，r是常数 ε，且
对于每个 s ∈ S 有 Us := B(s, ε)。

引理 11. 对于每个 n ∈ N，存在一个K ≥ 1，使得对于每一个紧黎曼 n-流形 (X, dg)，ε > 0足够小，
并且 ε-网 S，AS 是 (X, dg)的 (K, 1)-近似。
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证明. 条件 (A2)和 (A3)显然对任何K ≥ 2都满足 L = 1。由引理 5，存在 c > 0和M ≥ 1使得对于
所有的 r ∈ (0, c)和 p ∈ X，n-体积的 B(p, r)下界为M−1rn 上界为Mrn。因此，对于每一个足够
小的 ε > 0，最多有 6nM2（相应地 8nM2）个不相交的半径为 ε/2的球体可以位于 B(s, 3ε)（相应
地 B(s, 4ε)）内，对于任意的 s ∈ S。通过 ε-分离的 S，

B(s′, ε/2) ∩B(s′′, ε/2) = ∅ ∀ s′, s′′ ∈ S, s′ 6= s′′.

因此，S∩B(s, 2ε)的基数至多为 6nM2。从而，条件 (A1)对任何K ≥ 6nM2都成立。由 ε-密度条件，

N(Us, ru/L) = B(s, 2ε) ⊂
⋃

s′∈B(s,3ε)

Us′ . (3.2)

根据上述内容，S ∩ B(s, 3ε)的基数至多为 8nM2。由于 B(s, 2ε)是连通的，并且当 s′, s′′ ∈ S 通过
一条边相连时 Us′ ∩Us′′ 6= ∅，图中任意两个顶点 s′, s′′ ∈ B(s, 3ε)都可以通过位于B(s, 3ε)中的顶点
连接。结合 (3.2)，这意味着条件 (A4)对任何K ≥ 8nM2都成立。

[6, Theorem 2.8]的声明使用由精细的 (K,L)-近似A确定的 (2K+1)-星在X中，以及L-有界转角的
概念。我们不定义后一概念，但注意到根据引理 7，紧黎曼流形具有 L-有界转向对于每一个 L ≥ 1。
由于

AS-St2K+1(s) ⊂ B
(
s, 2(2K + 1)ε

)
∀ s ∈ S,

，我们可以取 R = 2(2K + 1)以应用 [6, Theorem 2.8]来得到这一命题。

4 光滑逼近

本节包含了定理 1和 2的证明。这两个证明的想法是重新缩放 X 上的度量 dg，然后使用引理 8将重
新缩放后的度量与 d连接起来。对于定理 2，全局缩放是可行的。

定理的证明 2. 根据假设，d ≤ Ldg。令 ε > 0。由引理 9，存在一个 ε-网络 S在 (X,Ldg)中。令 ρε为
由 Ldg和 d|S×S确定的粘接度量。由引理 8，(X, ρε)局部等距于 (X,Ldg)并且 L-双 Lipschitz到 dg。
集合 (S, d)是在 (X, ρε)和 (X, d)中的 ε密集子集。因此，它在这两个空间中的 Gromov-Hausdorff
距离上是 ε接近的，所以这些空间彼此之间是 2ε接近的。

对于本节的其余部分，我们将采用以下记号：(X, dg)是一个连通黎曼流形且 d是 X 上的另一个度
量，使得 dg 是 η-拟对称于 d，即

d(p, q) ≤ η

(
dg(p, q)

dg(q, s)

)
d(q, s) ∀ p, q ∈ X with q 6= s (4.1)

符号 B(p, r)和 B(p, r)仅指相对于 dg 取出的球。

拟对称比双利普希茨同胚更为微妙，全局缩放无法提供足够的控制来应用命题 10。因此，我们进行
局部重缩放。对于 ε > 0，定义一个函数

λε : X −→ R, λε(p) :=
maxq∈B(p,ε) d(p, q)

ε
. (4.2)

我们注意到任何 ε-稠密子集 S ⊂ (X, dg)是 (εmaxXλε)-稠密于 (X, d)。
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引理 12. 函数 λε是连续的。

证明. 令 (pi)i∈N 是 X 中收敛到 p∞ 的点序列。我们证明了 limλε(pi) = λε(p∞)。对于每个 pi，设
qi ∈ B(pi, ε) 是在 (4.2) 中实现最大值的点。由紧性可知，(qi) 的一个子序列收敛到点 q∞。显然，
q∞ ∈ B(p, ε)并且 d(p∞, q∞)/ε = limλε(pi)。因此，limλε(pi) ≤ λε(p∞)。

反之，设 s∞ ∈ B(p∞, ε)是在 (4.2) 中使 p∞达到最大值的点。由于 (X, dg)是一个长度空间，

N(B(p, r1), r2) = B(p, r1 + r2) ∀ p ∈ X ∀ r1, r2 > 0.

当 pi趋向于 p∞时，则有 s∞ ∈ N(B(pi, ε), ri)对于 ri趋向于零。因此，存在一个收敛到 s∞的序列
(si)i∈N，使得 si ∈ B(pi, ε)。于是，lim d(pi, si)/ε = λε(p∞)，进而 limλε(pi) ≥ λε(p∞)。

引理 13. 对于所有满足 0 < dg(p, q) ≤ ε的 p, q ∈ X，

η(ε/dg(p, q))
−1λε(p)ε ≤ d(p, q) ≤ λε(p)ε.

证明. 设 s ∈ B(p, ε)是在 (4.2) 中实现 p最大值的点。由 (4.1),

λε(p)ε = d(p, s) ≤ η(ε/dg(p, q))d(p, q)

第一个不等式随之成立。第二个不等式直接来自 (4.2)。

引理 14. 对于所有足够小的 R ≥ 1，ε > 0，以及具有 R−1ε ≤ dg(p, q) ≤ Rε的 p, q ∈ X，其中

C−1λε(p) ≤ λε(q) ≤ Cλε(p),

其中 C = η(1)η(R)2。

证明. 由引理 5，存在 p′, q′ ∈ X 使得

dg(p, p
′) = dg(q, q

′) = ε.

因此，dg(p, p
′) ≤ Rdg(p, q)和 dg(p, q) ≤ Rdg(q, q

′)。连同 (4.1)，这些不等式给出

d(p, p′) ≤
(
dg(p, p

′)

dg(p, q)

)
d(p, q) ≤ η(R)

(
dg(p, q)

dg(q, q′)

)
d(q, q′) ≤ η(R)2d(q, q′).

结合引理 13并将 (p, q)替换为 (p, p′)，我们得到

λε(p) ≤ η(1)
d(p, p′)

ε
≤ η(1)η(R)2

d(q, q′)

ε
≤ η(1)η(R)2λε(q).

这给出了第一个所声称的不等式；第二个则由对称性得出。

引理 14在一点周围的球壳上界定了 λε。在球内界定 λε更为方便。这是下面的引理 15的内容。通过
将球置于另一点周围的球壳内部，可从引理 14推出。
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引理 15. 对于所有足够小的 R ≥ 1，ε > 0，以及 p, q ∈ X 满足 dg(p, q) < Rε，

C−1λε(p) ≤ λε(q) ≤ Cλε(p),

其中 C = η(1)2η(8R)4。

证明. 由推论 6与 r = Rε，存在一点 s ∈ X 使得

8−1R−1ε ≤ dg(p, s) ≤ 8Rε and 8−1R−1ε ≤ dg(q, s) ≤ 8Rε.

应用引理 14到 (p, s)然后再到 (s, q)得出所声称的不等式。

定义连续的黎曼度量 gε := λ2
εg 并令 dε为在 X 上诱导出的度量。

引理 16. 对于所有足够小的R ≥ 1,ε > 0，以及 p ∈ X,dε在B(p,Rε)上是C-双Lipschitz到 λε(p)dg，
其中 C = η(1)2η(16R)4。

证明. 对于X 中的可求长曲线 γ，设其相对于 g和 gε的长度分别为 |γ|和 |γ|ε。由引理 15，对于每
个足够小的 ε > 0，p ∈ X，以及在 B(p, 2Rε)中的可求长曲线 γ，

C−1λε(p)|γ| ≤ |γ|ε ≤ Cλε(p)|γ|. (4.3)

由引理 5与 r = Rε，对于每个足够小的 ε > 0和 p ∈ X，B(p,Rε)关于 g是凸的。因此，在每个球
内的点之间的 dg 距离由一条位于该球内部的可求长曲线实现。令 q, s ∈ B(p,Rε)。距离 dε(q, s)等
于连接 q到 s的可求长曲线 γ 的最小 dε长度，因此

dε(q, s) ≤ Cλε(p)dg(q, s)

通过 B(p,Rε)的 g凸性和 (4.3)。如果此曲线位于 B(p, 2Rε)内，则由 (4.3) 可知

C−1λε(p)dg(q, s) ≤ dε(q, s). (4.4)

如果 γ 不在 B(p, 2Rε) 内，则它包含连接 B(p, 2Rε) 边界到 q 和 s 的线段。由 (4.3) 和事实 q, s ∈
B(p,Rε)，这些片段每个的 dε-长度至少为 C−1λε(p)Rε，所以 dε(q, s) ≥ 2C−1λε(p)Rε。最后，由
于相对于 g 的 B(p,Rε)的直径最多为 2Rε，因此 dg(q, s) ≤ 2Rε，所以 (4.4) 仍然成立，结果随之
得出。

定理的证明 1. 令 R ≥ 1足够大（仅取决于维度 n的 X）以及 ε > 0，如同命题 10中所述的两种情
况。定义 C := η(1)2η(16R)4。令 Sε ⊂ (X, dg)为一个 ε/2-网。

由 [3, Theorem 4.45]，光滑流形上的每一个连续函数都是光滑函数序列的一致极限。令 λ̃ε : X −→
(0,∞)是一个光滑函数，使得

2−1λε(p) ≤ λ̃ε(p) ≤ 2λε(p) ∀ p ∈ X. (4.5)

令 ρε是由黎曼度量 hε := (4Cλ̃ε)
2g.在X 上诱导的度量。我们在下面证明对于所有足够小的 ε > 0，

在 Sε × Sε 上有 d ≤ ρε。因此，由 ρε 和 dSε×Sε
确定的引理 8的粘合度量 ρ̃ε 是良定义的，并且局部
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等距于 ρε。我们使用命题 10下的结论来证明度量 ρε在一致拟对称意义上与 dg相同。然后我们注意
到，当 ε趋于零时，这些度量在 Gromov-Hausdorff意义下收敛到 d。

拟对称条件。我们现在验证命题 10的假设条件，在其中将 ε替换为 ε/2后，由 dg、ρε 和 d满足这
些条件。由假设，dg 对于任何满足 η1 ≥ η 的同胚 η1 : [0,∞) −→ [0,∞) 均为 η1-拟对称到 d。令
s ∈ Sε。由引理 16，λε(s)dg 在 B(s,Rε)上是 C-双 Lipschitz到 dε。因此，λε(s)dg 在 B(s,Rε)上
通过 (4.5) 是 8C2-双 Lipschitz 到 ρε。因此，根据引理 3，对于任何满足 η1(t) ≥ (8C2)2t 的同胚
η1 : [0,∞) −→ [0,∞)，λε(s)dg 和 dg 在 B(s,Rε)上是 η1-拟对称到 ρε。

令 s, s′ ∈ X 满足 ε/2 ≤ dg(s, s
′) < ε。因此，η(ε/dg(s, s

′)) ≤ η(2)。由引理 13结合 dg(s, s
′)的界限，

η(2)−1λε(s)dg(s, s
′) ≤ η(2)−1λε(s)ε ≤ d(s, s′) ≤ λε(s)ε ≤ 2λε(s)dg(s, s

′).

结合引理 16，这给出
C−1η(2)−1dε(s, s

′) ≤ d(s, s′) ≤ 2Cdε(s, s
′).

由于 ρε/4C 是到 dε的 2-双 Lipschitz，4−1ρε(s, s
′) ≤ 2Cdε(s, s

′) ≤ ρε(s, s
′)。因此，(

8C2η(2)
)−1

ρε(s, s
′) ≤ d(s, s′) ≤ ρε(s, s

′). (4.6)

由不等式组（4.6）中的第一个不等式，当用 ε/2替换 ε时，(3.1)对任何L ≥ max{1, 8C2η(2)}都成立。

假设现在 p, q ∈ X 满足 dg(p, q) ≥ ε/2。令 γ 是相对于 hε 连接 p到 q的最短测地线，这是由引理 7
提供的。令 s0, s1, . . . sl 为 γ 上的一系列点，使得 s0 = p，sl = q 和 ε/2 ≤ dg(si, si+1) < ε 对于
0 ≤ i ≤ l − 1成立；这样的序列可以通过迭代取中点生成。然后，通过三角不等式，(4.6)中的第二
个不等式，以及 γ 是最短长度的事实，

d(p, q) ≤
l−1∑
0

d(si, si+1) ≤
l−1∑
0

ρε(si, si+1) = ρε(p, q).

因此，在 Sε × Sε上，d ≤ ρε如所声称的那样。根据命题 10，存在一个同胚
η2 : [0,∞) −→ [0,∞), 仅取决于 n和 η，使得 dg 是 η2次对称到 ρ̃ε。

格罗莫夫-豪斯多夫收敛。令 µε :=max{C, 1}(maxXλε).集合 Sε是 µεε-稠密子集于 (X, d)和 (X, ρ̃ε)。
因此，它在 Gromov-Hausdorff距离上与这些空间中的每一个都是 µεε-接近的，所以它们彼此之间
是 2µεε-接近的。因此只需证明当 ε趋于零时，2µεε也趋于零。由引理 4，存在 C ′ ≥ 1和 0 < α ≤ 1

使得对于每个点 p ∈ X 有 ελε(p) ≤ C ′εα。结论得证。

石溪大学数学系，纽约州石溪，11794
spencer.cattalani@stonybrook.edu
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