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高维环面流形的网格划分来自拟周期三体问题的动力学，使用离散一形
式的参数化方法

Dante Basile∗, Xavier Tricoche†, and Martin Lo‡

高维视觉计算机模型正准备革新空间任务设计过程。圆形限制三体问题（CR3BP）
产生了高维环面流形，这对任务设计师来说具有极大的兴趣。我们提出了一
种网格技术，该技术利用一种嵌入无关的参数化方法，以实现拓扑准确建模
和直观可视化任意高维嵌入空间中的环面流形。这项工作描述了将基于离
散一形式的环面点云网格化方法扩展到沿着 CR3BP 中准周期轨道采样的
高维点云。通过应用一种嵌入无关的三角侧性分配算法，使生成的网格得到
增强。这显著提高了这些网格在被降投影至三维以供可视化后的直观解释
能力。这些模型提供了新颖的表面基础表示形式，用于描述迄今为止仅展示
为点或曲线的高维拓扑结构。这一成功证明了微分几何方法对于表征具有
复杂、高维嵌入空间流形的有效性，并为此类系统的高维解空间的新模型和
可视化奠定了基础。此类表示有望通过应用已被证实的计算表面可视化和
分析方法到潜在解决方案流形上，增强三体问题在视觉检查和设计航天任
务轨道方面的实用性。

介绍

在此工作中，我们开发了一种点云网格化技术，用于建模和可视化圆形限制三体问题

（CR3BP）的解空间。航天器在 CR3BP中的位置和运动由动力系统 1 描述。利用 CR3BP
的动力学进行太空任务轨迹设计至关重要，因为减少燃料消耗可以增加科学载荷容量。弹

道轨迹，即仅受重力影响的航天器的轨迹，不需要消耗燃料。CR3BP的动力学预测沿环面
（甜甜圈形状）流形的弹道轨迹。这些动力学在相空间中被研究，在该空间中需要三维位置

和速度来定义所有与轨迹设计相关的参数。因此，这些流形存在于 4D-6D空间中，使得用
有见地的可视化表示它们变得具有挑战性。为了解决这一挑战，我们提出了一种基于参数化

的嵌入无关网格化方法，用于高维环面点云。这种方法有望通过使任务设计者能够建模和可

视化真实且通常是前所未见表面表示的数值采样点云解空间，提高太空任务设计的有效性

和直观性。
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图 1: CR3BP 显示在旋转框架中。地球是m1，用蓝色点表示，而月球是m2，用紫色点表示。m1和m2分别位于 x 轴上
的 0 和 1 处。标记为 s/c 的深红色点代表接近中的航天器m3。拉格朗日点 L1、L2 和 L3 用红色点表示。拉格朗日点 L4
和 L5 用橙色点表示。绿色虚线显示了m2 绕m1 的轨道。黄色虚线表示在由m1、m2 和任一拉格朗日点形成的等边三角形
的第三个顶点处 L4 和 L5 的位置。

CR3BP是一个动力学系统，描述了三个在空间中相互绕行的天体的位置和速度 2,3。我

们考虑一个无质量天体 m3（通常是一艘航天器）围绕两个大质量天体 m1 和 m2 运动的情

况，这两个大质量天体代表太阳和一颗行星或一颗行星及其卫星。我们应用标准重心归一化

坐标，定义质量参数 µ为

µ =
m2

m1 +m2
(1)

使得m1是主天体的质量，而m2是次天体的质量。根据惯例，m1 ≥ m2。这导致了约束条件

µ ∈ (0, 0.5)。

m1 和m2存在于围绕它们的质心的圆形轨道上。我们在旋转框架中考虑 CR3BP，使得
m1 和 m2 在 x轴上的位置固定在 x1 = −µ和 x2 = 1 − µ。这种布置的可视化表示见图 1。
m3的状态 x定义为

r = [x y z]T (2)

v = [ẋ ẏ ż]T (3)

x =

[
r

v

]
(4)

其中 r表示位置，v表示速度。

m3 的质量相对于 m1 和 m2 来说被认为是微不足道的。因此，我们限制它对这两个较
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大的天体没有引力影响，规定了受限三体问题。运动方程在 CR3BP旋转框架中为

ẍ = −
(
(1− µ)

x+ µ

‖r1‖3
+ µ

x− 1 + µ

‖r2‖3

)
+ x+ 2ẏ (5)

ÿ = −
(
(1− µ)

y

‖r1‖3
+ µ

y

‖r2‖3

)
+ y − 2ẋ (6)

z̈ = −
(
(1− µ)

z

‖r1‖3
+ µ

z

‖r2‖3

)
(7)

其中 r1和 r2定义为

r1 = [(x+ µ), y, z]T (8)

r2 = [(x− 1 + µ), y, z]T (9)

增广势能方程为

U(r) =
(x2 + y2)

2
+

(1− µ)

‖r1‖
=

µ

‖r2‖
(10)

其定义了雅可比常数为

C(r,v) = 2U(r)− vTv (11)

CR3BP的五个平衡点被称为滞后点或拉格朗日点，标记为 L1-L5。滞后点的雅可比常
数通过设置 v = 0来计算。

任务设计师依赖于他们对 CR3BP的理解来识别提供明确的、长期弹道解决方案的具体
轨道，这些解决方案能维持与感兴趣目标的接近或反复飞越。许多轨道具有可以利用的周期

性或拟周期性行为，以降低解空间的复杂度。周期轨道在每个周期遵循相同的路径，并且局

限于一个封闭曲线或 1-环面内。拟周期轨道（QPOs）的路径随着每个周期而演变，并受限
于一个圆环或 2-环面 1。这个环面是一个不变流形，意味着轨道轨迹被系统的恒定能量约束

在其表面上。拟周期轨道在相空间中非常丰富。它们为任务设计师提供了一系列广泛的轨

迹，确保设计的灵活性。此外，QPOs允许航天器随着时间覆盖广阔的区域，并可用于观察
一个广泛区域，如月球整个表面。

当前，流形由从动力系统数值积分采样的点云表示。沿流形发生的周期现象可以使用庞

加莱映射捕捉 4,5 。这些模型已经证明了利用视觉技术指导空间任务轨迹设计的有效性 6,7 。

然而，这种方法在可解释的状态空间维度数量上存在根本性的限制，因此仅限于二维平面

CR3BP（PCR3BP），其中 4D相空间可以使用基于雅各比常数的简化和限制到庞加莱截面
来减少到 2D庞加莱映射 8 。在 CR3BP中考虑赤道平面外的运动向相空间添加了一个额外
的位置和速度，并产生了难以可视化的 4D庞加莱映射。考虑到椭圆限制三体问题（ER3BP）
会阻止相空间公式中的雅各比常数简化，进一步通过增加一个维度来提升维度。随着分析寻

求从 PCR3BP过渡到具有 6D相空间的完整三维情况，将需要与高维嵌入空间兼容的表面
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表示形式。因此，扩展模型的维度对追求越来越接近和全面飞越的任务至关重要 9 。

高维建模和可视化的进展在空间任务设计的最前沿越来越受到重视。任务达到了复杂

性水平，使得以前有效的假设开始失效。例如，像欧罗巴快船这样的任务涉及接近气态巨行

星卫星的飞掠。对于欧罗巴快船来说，进行详细的表面研究以探测未来的着陆点并评估地下

液态海洋的可能性是必要的。跟随欧罗巴快船的任务，如“欧罗巴登陆器”概念，将需要设

计捕获和降落机动操作。此类任务将需要利用 QPOs来实现越来越复杂的轨迹。在赤道平
面之外的运动对于研究一个天体的整个表面是必需的。特别是，有许多天体的极地地区具有

特定的研究兴趣。从赤道平面上难以研究极区，因此超出平面假设的模型对于这些区域的

研究是有利的。计划此类任务将通过能够代表完整的 3D CR3BP的可视化模型得到极大增
强。此外，李萨茹轨道和晕轮轨道是超出赤道平面轨迹的显著例子。这些轨道对月球任务越

来越具有吸引力。椭圆轨道允许接近天体表面的飞掠，并且在航天器绕行其他目标天体时也

有用处。这两种情况都与即将到来的欧罗巴快船任务相关。近距离飞掠对于侦察适合着陆点

的地形是必需的。此外，快船将围绕木星运行，椭圆轨道允许它定期到达欧罗巴的位置。

为了解决这一复杂需求，依赖较少假设的日益复杂的模型可以利用高维表面网格。这些

允许以点云形式离散数值解来近似由三角形构成的连续表面。这种近似是必要的，因为沿

着不变流形集成轨迹进行密集采样在计算上不可行。然而，高维表面的降维可能会导致明

显的自交现象。QPOs 的环面流形在能量表面上以拓扑非平凡的方式嵌入。因此，将这些流
形投影到 3D 空间用于可视化会导致自交伪影。配置空间中的嵌入环面会两次向内翻转变
换以保持其定向性。可视化这个环面的稳定和不稳定流形提出了巨大的挑战。此外，这些环

面在相空间中具有复杂的分形层次结构 10。这类现象的空间复杂性促使使用原生高维嵌入

空间中的网格以及所需的可视化技术来使其解释直观化。点场三角化的标准方法是狄洛尼

三角化。然而，当应用于存在二维嵌入空间的点云时，狄洛尼三角化只生成二维表面流形。

因此，需要点云的二维参数化表示。如果这个低维表示在拓扑上有效，我们可以简单地将三

角化结果应用到原始点云网格中。这允许使用狄洛尼三角化来对嵌入高维空间中的二维表

面进行网格划分。

方法

我们的高维网格生成技术是 Tewari等人最初为 3D空间中的 2-环面网格设计的参数化
方法的一种新颖扩展。11。我们利用点云是从具有环状拓扑结构的 2-流形中采样这一知识，
创建一个明确强制执行拓扑正确性的参数化。首先，使用 k最近邻图（KNNG）建立点连接
性。然后计算该图的最小循环基（MCB）12。环面的拓扑结构保证了这个基中的两个最大循

环捕捉到了周期性的两个轴线，而其余的循环则代表闭合边界回路。这是因为环面对其环向

和极向坐标都表现出周期性行为。这种行为的一个示例在图 2中展示。这些信息可以用于构
造必要的共闭和闭合方程，将 KNNG图中的边视为离散的一形式。

Tewari 等人对此方法的描述在此完整给出。二维网格参数化方法通常将网格展平到平
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(a) 来自合成数据的三维环面流形

(b) 四维环面流形通过标准映射采样，投影到三维空间

图 2: 在一个具有环面拓扑结构的KNNG（橙色边所示）中，MCB中的两个最大循环被视为非平凡循环。它们捕捉了沿环
面和纬向轴的环面流形的周期性。环面循环（绿色边所示）围绕着环中心的空洞，在返回其起始顶点时走的是长路径。纬向
循环（蓝色边所示）围绕着环面本身，在返回其起始顶点时走的是短路径。数值计算得到的点集用黑色显示。
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面，使得结果面不相交且最小失真。Tutte13 证明了一个具有圆盘拓扑结构的流形网格可以

被参数化，每个内部顶点在平面上的位置是其邻居位置的质心。然后 Tutte 证明了对于一
个平面图 G，它有 B个边界顶点、V 个内部顶点、E 条边和 F 个面，如果 G是 3-连通的，
如三角剖分一样，则平面上的面具有正面积且不相交。此嵌入在平面中所有具有相同边界条

件的 G绘图中，最小化了边长平方和。此外，Floater14证明，在每个内部顶点 v的位置为

其邻居 xi的某些任意凸组合的情况下，这样的嵌入对于加权边仍然存在

∀i ∈ {1, . . . , V } xi =
∑

j∈N(i)

wijxj
∑

j∈N(i)

wij = 1, ∀j wij ≥ 0 (12)

其中 N(i)是顶点 i的邻居集。这可以代数化简为

∀i ∈ {1, . . . , V } 0 =
∑

j∈N(i)

wij(xi − xj) (13)

离散一形式是表示样本点之间成对距离的半边。它们定义为 ∆xij = xi − xj，其中 ∆xij =

∆xji。使用离散一形式和方程 (13)，我们定义共闭性方程以确保每个顶点的值是其邻居的
凸组合

∀v ∈ {1, . . . , V } 0 =
∑
e∈δv

we∆xe (14)

其中 v是一个顶点，e是一半边，δv是从 v定义为指向外部的一系列半边集合。闭合方程确

保循环返回其初始值，使离散一形式作为面边界拼接在一起

∀f ∈ {1, . . . , F} 0 =
∑
e∈∂f

∆xe (15)

其中 f 是一个面，∂f 是边界 f 的半边集合。该方法将面视为循环。回想一下，除环面MCB
的两个最大循环外的所有循环都代表闭合边界回路。我们可以将这些闭合边界回路视为等

同于 ∂f。然后，公式 (15)被重新表述为

∀c ∈ {1, . . . , C − 2} 0 =
∑
e∈∂f

∆xe (16)

其中 {1, . . . , C − 2}代表按长度从最小到最大排序的MCB循环列表中的所有除最后两个循
环外的循环，等价于根据先前定义表示闭合边界环路的循环。结合公式 (14)和公式 (16)指
定了一个在表面上任何封闭补丁内可积的参数化。解这个方程组，我们获得了一种二维参数

化，在该参数化中可以对流形表面进行 Delaunay三角剖分。然后从在参数空间中进行了三
角剖分的补丁集构建网格。这些补丁通过广度优先搜索从 KNNG上随机采样的种子顶点开
始扩展，并从环面获取。环面的拓扑结构保证了这些补丁具有圆盘拓扑。因此，它们与上述
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参数化技术兼容。这种参数化的严格构造保证了在给定足够高的采样密度时，补丁之间的一

致性和拓扑正确性。

我们已经改进了这种方法，使其能够在 4D-6D空间中浸入的 2-环面上运行。参数化构
造仅需要沿着流形表面积分离散的一形式。这些使用共闭性和闭合性方程来定义。反过来，

这一组方程仅依赖于用于通过 KNNG建立连接性的距离函数以及确保相对于MCB强制执
行环面拓扑的保证。这两个标准都与嵌入空间的维数无关，从而使该方法能够在任意高维的

嵌入空间中运行。与现有的技术不同，该算法提供了与高维嵌入空间兼容性及表示环面双重

周期性的拓扑保证。

流形被网格化，然后投影到三维嵌入空间中进行交互式可视化。网格表示使我们能够仅

基于三角形邻接关系来分配和着色流形的侧向性。对于种子三角形而言，通过为其顶点分配

任意顺序来定义侧向性。这种排序在三角形的边定义了一个方向。然后通过为相邻三角形

分配排序使得共享一条边的一对邻居给这条共享边赋予相反的方向来传播定向。三角形顶

点顺序隐含地定义了类似叉积的方式进行定向。仅基于顶点顺序分配定向允许成功忽略嵌

入空间的维度性。这导致流形在其高维原生空间中的侧向性的可视化表示与直观的 3D表面
表示无缝集成。由于这种分配相对于高维空间是准确的，因此它突出了由投影到三维引起

的自交伪影。参数化、网格生成过程和可视化的计算性能很高，因为它们能够利用并行化。

三角形网格是基础图形原语，并可以利用 GPU计算来满足实时用户交互的要求。

结果

我们的工作产生了第一个已知的使用标准映射采样的 4D流形网格。这一令人兴奋的结
果如图 3a所示。由于点云是通过映射生成的，因此没有可以利用的高级轨迹结构，这突出
了我们嵌入无关、基于参数化的方法的重要性。此外，我们的工作还首次成功地对嵌入土卫

二（恩克拉多斯）南极轨道轨迹解 6D状态空间中的不变流形进行了网格划分，如图 3b所
示。这些数据由 NASA喷气推进实验室的一组任务设计师提供，他们对我们这项技术表现
出了极大的兴趣，并渴望在未来的工作中使用这段代码。高维流形的准确表示将对未来的任

务大有裨益，这些任务试图通过接近飞掠来搜索南极液态喷射中的生命迹象。

讨论

网格生成的表面表示方法使得可以使用一系列以前不适用于点云表示的技术。示例包

括点间连接性、沿表面遍历、侧向识别、边界检测、交集或碰撞检测、在已知解之间的表面

上对新点进行连续插值，以及流形的拓扑表示和分析。未来工作的方向之一是使用基于表面

的插值来采样状态空间中的感兴趣区域。这种做法比定位并整合穿过这些区域的轨迹要计

算效率高得多，从而提高了实时用户交互的有效性。

进一步改进模型的机会在于网格优化的潜力。现有大量关于网格细化方法的文献。然

而，其中大部分是为具有更高网格灵活性的低维模型开发的，例如位置维度上的 LIDAR数
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(a) 四维环面流形通过标准映射采样，并投影到三维空间

(b) 六维环面流形通过数值积分土星-土卫二系统中的拟周期轨道轨迹采样，降维投影至三维

图 3: 高维流形在其本征嵌入空间中使用参数化进行网格划分。所得的网格被降投影到 3D以便可视化。三角形边缘显示为
黄色。三角形颜色表示网格侧向性，以帮助解释由降投影产生的自相交伪影。数值计算得到的点集用黑色显示。
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据。相比之下，我们的模型考虑了超出视觉空间的结构。此外，由于必须保持作为动态系统

非常准确数值解表示的有效性，我们的点集与可变形假设不兼容。考虑到这一点，在我们的

情况下移动点很难证明是合理的。同样，增加点以采样稀疏区域也很困难，因为首先必须找

到并整合合适的轨迹。因此，这种建模技术有望从针对高维动态系统的专门网格细化技术

的发展中受益。适当的网格改进必须围绕边选择进行。相应的修改将直接构建在网格算法

内部。

该方法的应用范围也有机会扩展。目前，其参数化依赖于环面MCB的拓扑属性，限制
了它仅适用于环面流形。然而，离散一形式仍然是此方法的核心原始概念。一形式代表所有

曲面流形的基本特征，而离散一形式同样适用于在其拓扑上诱导出的任何图。因此，存在利

用已建立和尚未开发的替代参数化方案以适应更多种类流形拓扑的可能性。此外，不直接基

于 Delaunay三角剖分的拓扑方法提出了具备截然不同的参数化方法或完全缺乏参数化的网
格技术潜力。

此外，我们的方法大大增强了高维流形可视化的效果直观性。侧重点可视化对于由将高

维流形下投影到 3D空间所导致的自相交伪影提供了非常需要的清晰度。还需要进一步研究
可视化，因为下投影仍然是一个不完美的解决方案，特别是在 5D和 6D空间中，必须同时
忽略多个维度。传统的计算机屏幕仅直接表示 2D空间，并且人类的空间推理仅适用于 3D。
因此，需要进行降维以将可视化能力扩展到所需的 4D-6D。之前的努力已经展示了在这一
方向上进步的潜力，这是我们当前积极研究的领域之一。.10,15

结论

此方法生成了前所未有的高维嵌入环面流形的计算表面表示，适用于理论和航天动力

学应用。然而，仍存在一些有前景的机会来改进该方法结果的质量、多样性和展示方式。这

将扩展其应用范围，涵盖越来越多的空间任务设计领域及以外的动力学建模挑战。最终，此

方法展示了计算机图形学和微分几何方法在为空间任务设计提供高维轨道动力学的准确直

观可视化方面的未开发潜力。
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