
中
译
本

ar
xi

v:
25

04
.1

03
82

v1

为何冷 BGK模式如此酷：来自轨道约束分布函数的色散关系
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我们推导了由 Vlasov方程控制的冷、轨道约束系统的解析色散关系。对于磁化等离子体，我们得到
了二维各向异性 BGK模在有限磁场下的第一个显式关系，表明只有有限数量的角度模式可以变得不
稳定，并确定了一个用于稳定化的磁场阈值。在引力情况下，我们建立了核心扰动增长率的界限，由
势能的曲率设定。这些结果阐明了轨道约束如何塑造冷、无碰撞介质中动力学不稳定性谱和增长。

Bernstein – Greene – Kruskal (BGK)模式 [1]是
Vlasov – Poisson方程的精确、不随时间变化的解，代
表可以在弱碰撞等离子体中持续存在的非线性相空间
结构。在一维静电设置下，它们的性质和稳定性已得到
广泛研究 [2, 3]，并已知与电子洞、孤立波和相空间涡
旋 [4]相关联。实验室和太空等离子体中的观测 [5, 6]
指示了更高维度中类似结构的存在，但它们的存在性
和稳定性仍然不太为人所知。Ng 和 Bhattacharjee [7]
通过将角动量作为守恒量引入来构建明确的二维和三
维 BGK 平衡态，这使得在磁化二维和非磁化的三维
等离子体中存在解成为可能。最近对这些平衡态的粒
子-单元模拟 [8, 9] 报告了引人注目的不稳定性现象，
包括离散角模式图案以及依赖于背景磁场的稳定性阈
值。然而，观测到的方位场螺旋图案或稳定性的阈值
背后的物理机制仍未得到解释。

在这封信中，我们提出了一类基于轨道约束狄拉
克 δ 函数分布构建的冷 BGK 平衡的精确线性稳定性
分析。对于磁化等离子体，我们推导出一个显式的色
散关系，并表明任何给定势能下只有有限数量的角度
模式可以变得不稳定。我们识别出了一个临界磁场，在
该磁场之上所有扰动都是线性稳定的，并且推导出了
一个关于势能的局部条件，保证即使在低于阈值的磁
场中也能保持核心稳定性。这些结果阐明了先前模拟
中观察到的离散不稳定性带背后的机制，并提供了新
的分析工具来探索非线性相空间动力学。

我们然后将相同的方法应用于描述球状星团和银
河系核心无碰撞动力学的引力 Vlasov – Poisson 系
统 [10]。专注于与这类系统早期演化相关的冷、轨道
受限分布，我们推导出中心扰动增长率的一个严格的
上限，这个上限完全由引力势的曲率决定。这一解析
结果将中心质量集中度与动能重新分配的时间尺度联

系起来，为解读高分辨率 N体模拟中所见的早期坍缩
阶段提供了一种新的诊断方法 [11, 12]。该形式化表述
是通用的，并可扩展到其他几何或场配置。这些结果
共同促进了对冷、长程相互作用系统相空间不稳定性
理论理解的贡献。
等离子体情形。我们考虑一个离子密度为 ni且具

有均匀背景磁场B = B0ez的无碰撞等离子体，在柱坐
标系 (er, eθ, ez)中。已经证明 [7] 在圆柱对称情况下，
具有径向电场 E = −∇ψ 的任何函数，以及哈密顿量
w = v2/2 − ψ(r)和角动量 l = 2rvθ − r2B0 的函数都
是以下 Vlasov方程的解（其中 v =

√
v2θ + v2r 归一化

为热速度，r归一化为德拜长度），

∂f

∂t
+ vr

∂f

∂r
+
vθ
r

∂f

∂θ
+

(
v2θ
r

+
dψ

dr
− vθB0

)
∂f

∂vr

−
(vrvθ

r
+ Eθ − vrB0

) ∂f

∂vθ
= 0.

(1)

最近，通过 PIC模拟 [8, 9] 已经表明，一些对应于特
定分布形式 f(w, l) = (2π)−3/2e−ω(1 − he−kl

2

)的二维
BGK模式（其中 h ∈ (−∞, 1)和 k ∈ (0,∞)为常数参
数），表现出依赖于磁场 B0 阈值稳定行为。为了探索
这种配置中的稳定性，我们考虑了前一种分布的低温
极限。它写为 Vlasov方程的一个精确解，在约束轨道
上，并使用 Dirac δ函数作为

f0(r, vr, vθ) = g(r)δ(vr)δ[v
2
θ + rψ′(r)− rvθB0]. (2)

这个理想化的冷BGK模式是最简单的，但具有物
理相关性的分布，它允许有限的磁场B0和任意径向轮
廓 g(r)，其中 g 是任何实正函数。此配置文件通过泊
松方程定义了潜能 ψ(r)，其表达式为，

1

r

d(rψ′(r))

dr
= g(r)

∫
R
δ[(vθ−v+θ )(vθ−v

−
θ )]dvθ−1, (3)
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其中，2v±θ = rB0±
√
∆是多项式X2− rB0X+ rψ′(r)

的根，且 ∆ = r2B2
0 − 4rψ′(r)。

这种冷分布描述了电子具有零径向速度的等离子
体，并且对于任意给定半径 r，它们在 vθ = v±θ 处转
向，这取决于磁场和电势。电场 Er = −ψ′(r)需要是
正的，以便即使当 B0 = 0时也能维持平衡，在这种情
况下∆ ≥ 0。然后我们发现 g与电势通过 dr(rψ

′(r)) =

2rg(r)/
√
∆− r相关。

通过研究先前分布的线性稳定性，我们表明，对于
这些函数，存在一个基于磁场值B0的稳定性阈值。设
时间相关的分布为 f = f0+f1，并用 v̇r = v2θ−rvθB0+

rψ′(r)和 v̇θ = vrB0 − vrvθ/r 表示以使用更紧凑的符
号。扰动量是 f1, E

1
r 和 E1

θ。受扰的 Vlasov方程变为，

∂f1
∂t

+ vr
∂f1
∂r

+
vθ
r

∂f1
∂θ

+ v̇r
∂f1
∂vr

+ v̇θ
∂f1
∂vθ

= E1
rg(r)δ

′(vr)δ(v̇r) + E1
θg(r)(2vθ − rB0)δ(vr)δ

′(v̇r).

(4)
定常 BGK模式具有轨道，其中 vr = 0。我们假设在
受到扰动后，电子仍然沿着这些轨道运动。首先，我
们寻找可能的最简单的色散关系，其次，对于足够小
的振幅，小扰动将仍然局限于稳定的轨道上，第三，
具有 vr = 0 的轨道仍然是时变情况下的哈密顿动力
学的有效解。受扰分布则写为 f1 = δ(vr)F1，其一
阶矩为 F1 =

∫
R f1dvr。通过在 vr 中对前面的方程

进行积分，得到 ∂tF1 + (vθ/r)∂θF1 = E1
θg(r)(2vθ −

rB0)δ
′(v̇r)，因为 δ′(vr) 积分为零。这可以通过特征

线方法解析求解，给出：F1(r, θ, vθ, t) = g(r)(2vθ −
rB0)δ

′(v̇r)
∫ t
0
Eθ (r, θ − vθ(t− t0)/r, t0)dt0。这里假设

了 F1(r, θ, vθ, 0) = 0成立。对于扰动高斯方程，如果
我们只保留方位场，则其形式为 ∂θE

1
θ = −r

∫
R F1dvθ。

直接计算得到，

∂E1
θ

∂θ
= −g(r)√

∆

∫ t

0

t0
∂E1

θ

∂θ
(r, θ − v+θ t0/r, t− t0)dt0

−g(r)√
∆

∫ t

0

t0
∂E1

θ

∂θ
(r, θ − v−θ t0/r, t− t0)dt0.

(5)

我们可以对周期场 θ 7→ E1
θ (r, θ, t) 进行傅里叶变换，

通过写出 E1
θ =

∑+∞
n=−∞En(r, t)e

inθ + c.c.，由此从前
一个关系式中得出

√
∆En(r, t) = −g(r)

∫ t
0
En(r, t −

t0)[e
−inv+θ t0/r + e−inv

−
θ t0/r]dt0.。然后我们对每个由

n 索引的这些方程进行拉普拉斯变换，通过写出

Ên(r, ωn) =
∫∞
0
eiωntEn(r, t)dt。色散关系如下，

√
∆ =

g(r)

(ωn − nv+θ /r)
2
+

g(r)

(ωn − nv−θ /r)
2
, (6)

其中 ωn = ωr,n + iγn是每个由 n索引的模式的频率。
等离子体情况的讨论。为了解这个色散关系，让我

们考虑给定的 ω，并引入以下符号。令 xn = 2r(ωn −
nB0/2)/n

√
∆和 an = 4r2g(r)/n2∆3/2。然后，频率必

须选择在多项式 Pn(X) = X4 − 2(an+1)X2 +1− 2an

的根之间。这个多项式的根是这样的 x2n = an + 1 ±√
an(an + 4)。为了研究色散关系解的模式稳定性，我

们使用 Penrose准则 [13]。由于色散关系由一个四阶多
项式给出，它已经是解析函数，并且在上半平面没有
极点，前提是 an ≤ 1/2。因此，当 an ≤ 1/2时所考虑
的系统是线性稳定的，而当 an > 1/2时不稳定，在后
一种情况下有 γn > 0。
让我们首先考虑稳定的情况。稳定性条件 an ≤

1/2也可以写成 a1 ≤ 1/2。确实，在那种情况下 an ≤
a1 ≤ 1/2，并且如果 a1 > 1/2，则至少有一个模式是不
稳定的，因此整个分布也是不稳定的。后一个稳定性条
件可以写作ψ′′+2ψ′/r ≤ B2

0/4−1。直接得出的一个必
要条件是 B0 ≥ 2，通过取极限 r → ∞。然而，这并不
是一个充分条件，因为我们仍然需要施加前面的微分
不等式，这也可写为 [r2ψ′(r)− r3(B2

0/4− 1)/3]′ ≤ 0。
对这个积分相当于使用 Grönwall引理 [14]与 B0 ≥ 2，
并且没有提供新的信息，因为 Er 是正数。然而，我们
已经看到在 Er 增长的区域以及对于 Er ∼

r→∞
E∞
r /r2

满足这个条件的情况，这是由 Gauss定理对局部电荷
分布的情形。剩下的就是Er减少的区域。如果例如Er

在某些区域遵循 1/rn 定律，稳定性条件变为 n − 2 ≤
(B2

0/4− 1)rn+1，这在 n足够大和对于 r < 1的情况下
可能会轻易被违反。然而，电场过于陡峭的减少，因此
电子密度（在德拜长度尺度上）也会相应减少，将与离
子背景均匀电荷分布的假设不一致。所以，对于实际
的电场，变化不是过于陡峭的情况下，必要的和充分
的稳定性标准仍可以写为 B0 > 2。
现在让我们讨论在小 r情况下的无条件稳定性。由

于全局稳定性的条件为 ψ′′ + 2ψ′/r ≤ B2
0/4 − 1，并

且假设 Er(0) = 0，我们取极限 r → 0得到 ψ′′(0) <

B2
0/12− 1/3。如果这个不等式成立，则存在一个严格
正的 rc = inf {r > 0 |ψ′′(r) + 2ψ′(r)/r > 1−B2

0/4}。
然后，根据定义，∀r ≤ rc, a1(r) < 1/2，这意味着该区
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图 1. 在 (a)中，我们绘制了与稳定性相关的参数 an，这些参
数直接决定了给定模式 n的稳定性。所有使得 an 跨过实黑线
y = 1/2的模式都是不稳定的。在 (b)中，我们有相应的增长率
γn。我们看到当 an ≤ 1/2，γn = 0。我们也看到 a8 ≤ 1/2。由
于对于所有的 n，an+1 ≤ an，我们推断出 n ≥ 8的所有模式的
稳定性。结果绘制了从分布 f(w, l) = (2π)−3/2e−ω(1−he−kl2)

计算出的电势 ψ。这里 B0 = 0.25，k = 0.4和 h = 0.9。

域的分布是稳定的，无论磁场 B0 如何。从物理上讲，
这意味着对于一大类势能来说，一个稳定的中心区域
会形成在轴附近，而不受外部磁场强度的影响。

对于由条件 an > 1/2 控制的不稳定情况，增长
率可以写成 γn =

√√
an(an + 4)− an − 1/

√
an∆

1/4，
实频率由 ωr,n = nB0/2 给出。由于当 n 足够大时我
们有 an < 1/2，因此在我们的例子中，必然有仅有限
数量的模式可以增长不稳定。这在图 1(a) 和 (b)中清
楚地表示出来，其中从泊松方程计算出分布 f(w, l) =

(2π)−3/2e−ω(1−he−kl2)的电势时，an和 γn都得到了表
示。为了计算势，我们数值求解了与泊松方程关联的微
分方程ψ′′(r) = −ψ′(r)/r+eψ(r)(1−he−kB2

0r
4/4γ2

/γ)−
1，其中包含 ψ′(0) = 0和 ψ(r) →

r→∞
0。

最近的粒子模拟（PIC）定性支持了我们关于有限
模式数不稳定性及磁场稳定阈值的分析预测。具体来
说，McClung等。[8] 和后来 Franciscovich等。[9]观
察到，当磁场强度满足 B0 ≥ 2时是稳定的，而较弱的
磁场则会出现不稳定性，这与我们推导出的稳定阈值
一致。图 2中看到的螺旋图案也与之前进行的 PIC模
拟中观察到的环向场情况相符。如图 2(a)、(b)和 (c)
所示，旋臂的数量可能会随时间变化，在文献 [8]中也
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图 2. 归一化方位扰动电场的实部在 (x, y) 坐标中。该场由
E1

θ (r, θ, t) =
∑nmax

n=1 En(r)e
γn(r)t cos[n(θ − B0/2)t]给出，其

中为了清晰起见将 En 设置等于 En = 1。势能与在 [8, 9]中使
用的一样，包含 B0 = 0.25、k = 0.4和 h = 0.9。仅保留了八
种模式（nmax = 8），因为其余的都是稳定的。在 (a)中，我们
有 t = 2，在 (b)中，t = 6，在 (c)中，t = 10和在 (d)中，我
们有 t = 100。我们看到一个不稳定的环形成并在长时间内持
续存在。

有观察到这一点。然而，在线性情况下，如图 2(d)所
示，该场最终将被围绕 a1最大值的区域主导，这与图
1所示的增长率一致，这也划定了靠近中心的无条件稳
定区域。
引力情况。在引力类比中，我们考虑一组恒星在

一个球对称的自洽势场 ψ(r) 中演化，在本研究中是
通用的，但可以是一个例如普拉美类型势场 ψ(r) =

−GM/
√
r2 + a2，以强调与等离子体情况符号差异。这

里 G是万有引力常数，M 是物体的质量，a是普拉美
半径。Vlasov 方程在 1D2V 几何中写为 [10]，

∂f

∂t
+ vr

∂f

∂r
+

(
v2⊥
r

− dψ

dr

)
∂f

∂vr
− vrv⊥

r

∂f

∂v⊥
= 0, (7)

其中 v⊥ =
√
v2θ + v2ϕ。我们通过使用事实 v⊥ ≥ 0 来

修改 Ng 的原始构造等。。代替在 v2⊥/r−ψ′
0(r)中评估

Dirac 分布，我们在 v⊥ −
√
rψ′

0(r)中评估它，其中 ψ0

是稳定势。这使得分布更简单，并且更适合进行微扰
研究。其形式为，

f0(r, vr, v⊥) = g(r)δ(vr)δ
[
v⊥ −

√
rψ′

0(r)
]
. (8)

从物理上讲，我们假设星团最初是冷的，并且所有恒星
都沿着半径为 v⊥ =

√
rψ′(r)的圆形轨道运动。考虑这
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种分布的主要原因是数学上的。它是最简单的 Vlasov
方程的解，支持一个通用势 ψ0。在引力情况下，泊松
方程写作，

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
= 8π2G

∫
R

dvr
∫ +∞

0

v⊥dv⊥f(r, vr, v⊥, t).

(9)
对 于 静 态 势 能 ，我 们 有 以 下 关 系 ：
8π2Gr

√
rψ′

0(r)g(r) = 2ψ′
0(r) + rψ′′

0 (r)。现在，
为了研究这一类分布的稳定性，假设在线性阶段，恒
星继续遵循静态势能中的圆形轨道 ψ0。这简化了问题
的处理方式，同时保持其物理意义清晰。相反，假设恒
星继续沿 vr = 0轨道运动，则意味着没有色散关系，
并且是无条件稳定的。因此我们写作 f(r, vr, v⊥, t) =

f0(r, vr, v⊥) + F1(r, vr, t)δ(v⊥ −
√
rψ′

0(r))，在线性化
方程后。(7) 并在 v⊥中积分，我们得到，

∂F1

∂t
+ vr

∂F1

∂r
+
vr
r
F1 =

∂ψ1

∂r
g(r)δ′(vr), (10)

其中 ψ(r, t) = ψ0(r) + ψ1(r, t)。这个方程类似
于等离子体情况下的前一个方程，可以通过注意
到如果 x = r + vrt，则 dt[xF1(x, vr, t)] =

x∂rψ1(x, t)g(x)δ
′(vr)，在特征线上进行积分。积分后我

们得到与 r′ = r−vr(t−t′)有关的结果是 rF1(r, vr, t) =∫ t
0
r′∂rψ1(r

′, t′)g(r′)δ′(vr)dt′。此外，我们利用了任意
函数 q的事实，即 q(s)δ′(s) = −q′(0)δ(s) + q(0)δ′(s)。
顺便说一下，获得的表达式为 F1 形式 g0(r, t)δ(vr) +

h0(r, t)δ
′(vr)。δ′(vr)项在报告密度时将消失。然而，它

作为寻找完整 1D2V Vlasov 方程解的试探法提供了
一个有趣的思路。可以考虑形式为 g1(r, v⊥, t)δ(vr) +

h1(r, v⊥, t)δ
′(vr) 的解，然后取矩。δ′(vr) 项不对泊松

方程作出贡献，但它确保了数学一致性，因为在传播未
扰动分布时，自然会出现来自 ∂vrf0 项的狄拉克 delta
导数 δ′(vr)。

我们将线性化的泊松方程进行拉普拉斯变换，并
为此引入了 ψ̃1(r, ω) =

∫∞
0
eiωtψ1(r, t)dt。为了表达色

散关系，我们记为 z = ∂rψ̃1 和 z′ = ∂rz。然后经过一
些直接的运算，我们得到，(
r +

2ψ′
0 + rψ′′

0

ω2

)
z′+

(
2−

[
1 +

rg′

g

]
2ψ′

0 + rψ′′
0

rω2

)
z = 0.

(11)
这个微分方程的形式为 c1(r)z

′(r) + c0(r)z(r) =

0，其解从一个 r0 > 0 积分可以写成 z(r) =

z(r0)e
−

∫ r
r0
c0(r1)/c1(r1)dr1。由于，c0(r)/c1(r) ∼

r→∞
2/r，

我们看到在 r 再次积分后，得到 ψ1 ∼
r→∞

−z(r0)/r，
这是引力势在无穷远处的一致行为。对于 r = 0，
我们需要扰动势具有有限值 z′(0) = 0。然而，由于
c0(r)/c1(r) ∼

r→0
2/r(1 + 3ψ′′(0)/ω2)，在极限 r0 → 0

下唯一能满足这个条件的方式是 1 + 3ψ′′(0)/ω2 严格
为负（或零，这将需要进行 c1的级数展开到二阶）。由
于在大多数情况下 ψ′′

0 (0) > 0（例如，在 Plummer 潜
势中，ψ′′

0 (0) = GM/a3），因此频率 ω2 为负。我们将
其表示为 ω = iγ，其中 γ 是增长率。所考虑的分布类
是不稳定的，因为扰动的增长率使得，

γ ≤
√
3ψ′′(0). (12)

引力情况的讨论。由轨道约束分布导出的不稳定条件
对靠近星团核心处扰动的增长率施加了一个上限。这
个限制来源于在原点处需要一个有限且规则的引力势
的要求。从物理上讲，这意味着在一个冷、无碰撞的核
心中不能存在任意快速的再分配，除非有一个相应大
的中心势曲率。这限制了动力学不稳定性的产生。由
于 ψ′′

0 (0) 取决于中心质量密度，因此将不稳定性增长
的动力学时间尺度与潜在结构联系起来。例如，在一
个普鲁默势中，我们有 ψ′′

0 (0) = GM/a3，得到 γ .√
3GM/a3，这大约是动力学时间的倒数。这不同于经

典的热力学不稳定，顺便说一下，在这种情况下由于
径向速度上的无限小分散而被抑制了，以及径向轨道
不稳定性。这个理论上限提供了一个诊断：原则上，这
意味着如果在冷、无碰撞的核心中观察到快速再分配
速率（无论是通过模拟还是从瞬态结构推断），则势的
局部曲率必须相应陡峭。反之，在没有中心黑洞的球
状星团这样的浅势下，则会施加一个更慢的最大增长
速度。中等质量黑洞的存在 [15]，相比之下，会加剧
ψ′′(0)，从而允许更快的不稳定驱动演化。这表明，在
中心质量集中占主导地位的系统中，动力学机制可能
会在碰撞过程变得重要之前推动快速早期演化。这可
能允许通过高分辨率 N体模拟进行解释，并且仅通过
动态论据来限制不可见的中心质量。
对于冷的、无碰撞的恒星系统，数值模拟 [11]已

经显示早期核心演化受到轨道约束动力学的影响。在
初始为冷且球对称配置 [16]的情况下，其剧烈弛豫导
致中央尖峰和准静核的形成。最近的高分辨率研究 [12,
17]确认，在这一早期阶段，中心区域由相干、近圆形
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轨道主导——这与我们的解析假设一致。在这个领域
中，碰撞效应可以忽略不计，并且相空间不稳定控制
着重新分布过程。我们推导出的对不稳定增长速率的
限制提供了一个动理论极限，直接将它与引力势的曲
率联系起来。这一点在有和没有中心黑洞的模拟 [18]
中得到了反映，在这些模拟中，更深的中央势场加速
了核心演化。尽管这些模拟并没有直接施加我们所讨
论的冷、轨道约束条件，但它们表明我们的解析模型
捕捉到的机制可能自然地出现在球状星团演化的早期
阶段，在弛豫使速度分布各向同性之前。

冷BGK分布的相关性。尽管我们在分析模型中使
用的精确 δ 函数分布代表了一种理想化的极限，实际
的数值实现必然涉及由于数值约束而导致的有限但较
小的速度弥散。这原则上可以通过 Vlasov模拟进行测
试。然而，正如最近所示 [19]，在执行 Vlasov模拟时
需要对具有急剧变化导数的不连续分布特别小心，更
不用说以Dirac δ函数作为初始条件了。这一点尤其适
用于常用的半拉格朗日方案。检验本文精确结果的一
种更为直接的方法是测试粒子算法，在这种算法中会
使用相空间中的守恒量来传播最初的冷分布，然后数
值求解泊松方程。由于需要在泊松方程中仔细处理径
向 Dirac项 δ(r− rorb)，因此这留待未来的工作，其中
rorb会遵循等式 7的时变特征。

总结。总结来说，我们开发了一个统一的动理学框
架，用于在由 Vlasov方程支配的冷、轨道约束系统中
推导解析色散关系。在等离子体环境中，这种方法给
出了二维有限磁场下冷、各向异性 BGK 模式的第一
个显式色散关系，其中包含一组有限的不稳定角模和
磁稳定化的阈值。应用于自引力系统时，同样的方法
建立了中心扰动增长率的一个严格上限，该上限由引
力势的曲率决定。这一结果表明，冷、无碰撞的核心不
能在没有显著中心质量集中情况下快速重新分布——
将不稳定性增长的动力学与核心结构联系起来。综上
所述，这些发现突显了长程相互作用系统中共享的动
理学机制。该形式主义应用广泛，可能使其他几何中
的新色散关系得以实现。未来的解析工作、模拟和受
这些结果启发的观测研究可能会增进我们对等离子体
和天体物理环境中相空间不稳定性理解。
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