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PyFRep: 可微分函数表示的形状建模

Pierre-Alain Fayolle∗

Evgenii Maltsev†

摘要

我们提出了一种基于函数表示（FRep）的可微几何建模框架。该框
架构建在现代自动微分库之上，使我们可以获得关于空间或形状参数
的导数。我们展示了该框架的可能应用：曲率估计用于形状查询、有
符号距离函数的计算与逼近以及将参数模型的形状参数拟合到数据中。
我们的框架作为开源发布 1。
关键词：形状建模；形状建模编程语言；隐式曲面建模；可微分形状建
模；有符号距离函数；参数模型拟合。

1 介绍

通过自动微分计算导数的能力是执行反向传播的基础，而反向传播是深度学

习背后的核心机制。它现在开始在科学计算、计算机图形学或 CAD系统等
领域中发挥重要作用。

例如，可微渲染使我们能够解决逆向渲染任务，这包括从图像中恢复场

景的信息，如相机位置、光源的强度和位置、模型参数等。另一个例子是基

于梯度的优化，在图像修复、图像配准、立体视觉、光流估计等领域广泛使

用。在基于 CAD的形状优化和数值优化任务中，几何敏感性（CAD表面点
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关于模型设计参数的梯度）非常重要，并且也需要高效准确地计算导数。最

后，关于导数的信息在 3D建模、渲染和网格生成算法中也可能有用。
在这篇论文中，我们描述了一个基于函数表示（FRep）[37]的可微几何

建模框架，并展示了其可能的应用。FRep 允许通过一个连续实函数来定义
几何形状。我们将函数几乎处处可微作为要求。我们考虑了该框架的潜在应

用，例如评估曲率信息，这在形状查询、符号距离函数计算和近似以及拟合

模型参数到数据方面是有用的。我们的框架是用 Python 实现的，并以开源
形式发布 1。

2 相关工作

程序化形状建模系统 多年来，已经提出了多种程序化形状建模系统。这包

括基于隐式曲面建模的系统，如 BlobTree[52, 46]，以及基于函数表示（FRep）
的系统，包括 HyperFun[36]、针对 Java虚拟机的目标变体 [9, 15]或最近的
实现如 LibFive[25, 26]。

OpenSCAD[1]是一个流行的程序化系统，基于通过边界表示法来表示
实体。它似乎在快速原型设计社区中特别受欢迎。

快速原型制作社区中另一个流行的系统是 IceSL[27]。它是一个依赖于隐
式表面、有符号距离函数和多边形网格的混合系统。类似的系统还有 Open-
Fab[51]，侧重于多材料物体建模。
类似于这些系统，我们提出了一种程序化形状建模系统。然而，我们在

自动微分库的基础上构建它，因此我们的形状模型对于空间坐标或形状参数

是可微的。我们使用这些设施进行形状查询或将参数模型拟合到数据集。

自动微分 自动微分是指用于获取定义为计算机程序（计算图）的函数导数

的技术。这些技术通过应用链式法则来自动化导数计算。自动微分有两种不

同的模式：前向模式和反向模式。每种模式对应于遍历计算图时应用链式法

则的顺序。从左侧（输入）累积导数对应于前向模式，而从右侧（输出）累

积导数对应于反向模式。对于基于标量的函数，反向模式更高效；而对于基

于向量的函数以及需要更高阶导数的情况，前向模式则更高效。读者可以参

考 Griewank和Walther所著的书籍 [18]或最近的综述 [4]获取更多细节。
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自动微分是高效的，因为它允许以与函数评估相同的（渐近）时间复杂

度计算梯度，这不同于例如有限差分的方法。

自动微分作为深度学习框架的一部分，用于实现反向传播算法 [40, 33]，
以训练神经网络，这一领域正日益受到关注。流行的框架包括 PyTorch[39]、
Tensorflow[2]或 JAX[8]等。

可微分系统在图形学中的应用 计算机图形学和计算机视觉领域已经进行

了多次尝试来开发可微渲染系统。一个可微渲染器提供图像像素相对于场景

参数（相机参数、模型、…）的导数。
第一个可微渲染系统之一，OpenDR[31]，被应用于将人体拟合到图像和

深度图像中。随后开发了其他几个用于可微渲染的系统，如 [3, 28, 29, 30]。
最近提出了用于着色器设计的可微渲染器 [19, 48]。其他可微系统也被提出
用于图像处理和图形中的优化 [10] 或物理模拟 [23]。关于该主题的近期综
述，请参阅 [24, 50]。
这些系统处理可微渲染算法。我们处理一个可以程序化表达形状及其

导数的系统，其中导数是关于空间或形状参数计算的。随着生成式 AI的最
新进展，我们认为程序化形状建模系统可以发挥重要作用。参见例如 [12,
Section 5]中的讨论。
与本工作更接近的方法是在 [34]中描述的基于 NURBS的方法，而我们

的系统则基于函数表示。可微几何内核的使用对于 CAD模型的模拟和优化
[20]是有用的。

3 背景

本工作的目标是描述一个基于函数表示 [37]的微分几何核。在本节中，我们
提供了关于基于函数表示建模和自动微分的背景信息。

3.1 函数表示

函数表示法 [37]是一种通过标量函数 f : R3 → R来表示实体的方法。实体
的表面对应集合 {x ∈ R3 : f(x) = 0}，内部对应 {x ∈ R3 : f(x) > 0}，外部
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则对应 {x ∈ R3 : f(x) < 0}。复杂固体对象是通过考虑与操作 [43, 7, 37, 17]
结合的原始的对象构建的。

使用隐式曲面或符号距离函数建模固体正变得越来越流行，因为它允许

表示瓦片状和重复的图案，即所谓的微结构，在生物医学应用和其他行业中

与 3D打印技术一起使用时非常有用 [38]。

原始元素 示例的基元包括简单的对象，如球体、圆柱体、锥体、长方体、

基于骨架的基元、多项式或通过将样条拟合到点云而获得的对象。

操作 应用于原始图形的操作包括仿射变换，如平移、旋转、缩放和剪切。

这种表示方式便于使用 R-函数 [47, 37]

• 联合 S1 ∪ S2 := fS1 + fS2 +
√
f2
S1

+ f2
S2

,

• 交集 S1 ∩ S2 := fS1 + fS2 −
√
f2
S1

+ f2
S2

,

• 补集 S := −fS ,

• 差异 S1 \ S2 := S1 ∩ S2,

定义构造型实体几何（CSG）操作，其中 Si 是与集合 {x ∈ R3 : fSi ≥ 0}
（i = 1, 2）对应的实体。布尔运算的替代实现包括 min /max及其变体。也
可以很容易地定义诸如混合、拉伸、偏移/壳体、变形等操作 [37]。

基于 SDF 的建模 函数表示法的一个流行子集是仅使用有符号距离函数

（SDF）。一个函数 f 是 SDF 如果 f(x)对应于从 x ∈ R3 到给定表面 ∂S 的

有符号（欧几里得）距离。符号用于确定点 x是否位于由表面 ∂S 界定的实

体内部或外部。

SDF 可以通过使用归一化的 CSG 操作 [5, 14]构造性地构建，也可以通
过数值过程构建。它们在材料建模 [6]或计算物理 [35]等领域有应用。

3.2 自动微分

我们考虑一个函数 f : Rd → R，我们希望计算其导数。我们假设该函数是由
一组具有已知导数的基本函数通过复合构成的。请注意，这些基本函数最终
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可能是向量值的（即映射 RM → RN）。计算 f 的导数是通过对链式法则反

复应用来完成的。

假设对于 f = f3 ◦ f2 ◦ f1我们有

y = f(x) = f3(f2(f1(x))), x ∈ Rd, y ∈ R.

让我们注意

x1 = f1(x), x2 = f2(x1).

梯度（或雅可比矩阵）为 f 给出如下：

f ′(x) = ∂y

∂x =
∂y

∂x2

∂x2

∂x1

∂x1

∂x , (1)

和

f ′
3(x2) =

∂y

∂x2
, f ′

2(x1) =
∂x2

∂x1
, f1′(x) =

∂x1

∂x ,

其中 f ′
1, f

′
2和 f ′

3分别是原函数 f1, f2和 f3的雅可比矩阵。

(1) 中的每一项都是一个矩阵。自动微分中的前向模式对应于从右到左
执行矩阵乘法，而反向模式则对应于从左到右执行乘法。在使用隐式进行形

状建模的情况下，函数 f 是标量值的，因此反向模式更高效。

在实现方面，复合函数 f 对应于原始函数的有向无环图。评估该函数

对应于图的前向遍历。为了实现反向模式，必须在前向传递过程中累积中间

值。通过逆向遍历图形并计算 ∂y
∂xi
以获得中间值 xi的梯度。

4 PyFRep 框架

我们用一个标量函数 f : R3 → R表示一个固体，该函数几乎处处可微。固
体的表面对应于 f 的零水平集，即集合 {x ∈ R3 : f(x) = 0}。我们将 f > 0

作为固体内部的惯例表示。

几乎处处可微的术语用于表示函数除了在一个测度为零的集合之外，在

所有地方都是可微的。例如，当 x = y时，函数min(x, y)才不可微。值得注
意的是，PyTorch[39]在实现函数min和max时，例如在 x = y时使用了次

梯度 (0, 1)。实际上，只需注意防止 NaN 值的传播即可。使用次梯度或次微
分是一种可能的策略。另一种可能性是在可用时考虑原始函数和操作的 C1
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阶或更高阶变体，例如 [37]中的 (5)。实际上，根据我们的实验以及我们所
考虑的应用，在某些点上不可微并没有造成任何问题。

与固体对应的函数 f 由计算机程序表示。使用 Python 的一个子集作为
编程语言。通过反向模式的自动微分计算 f 的导数。在当前实现中我们依赖

于 PyTorch[39]，尽管任何其他的自动微分库 [2, 8]都可以作为后端使用。
通常，实体对象不是从零开始构建的，而是通过将几何运算应用于更简

单的基元来定义的，参见第 3.1节。我们已经实现了所有在基于隐式建模软
件包中常见的基元和操作。一个简单固体及其对应函数的例子如图 1所示。
对应的实体显示在右侧。

def model ( x ) :
sp1 = sphere (x , c en t e r =(0 ,0 ,0) , r=1)
b1 = block (x ,

ver tex =( −0.75 , −0.75 , −0.75) ,
dx=1.5 ,dy=1.5 , dz =1.5)

t1 = i n t e r s e c t i o n ( sp1 , b1 )
c1 = cylX (x , c en t e r =(0 ,0 ,0) , r =0.5)
c2 = cylY (x , c en t e r =(0 ,0 ,0) , r =0.5)
c3 = cylZ (x , c en t e r =(0 ,0 ,0) , r =0.5)
t2 = d i f f e r e n c e ( t1 , c1 )
t3 = d i f f e r e n c e ( t2 , c2 )
t4 = d i f f e r e n c e ( t3 , c3 )
return t4

图 1: 定义简单形状的程序示例（左）及其对应的实体（右）。

所有原始操作和运算都用纯 Python实现，并与执行导数计算的部分解
耦。通过调用一个表示实心物体的 Python程序 f(.)，并将变量 x设置为需
要计算导数，可以得到跟踪反向模式计算出的导数的计算图。然后通过反向

模式自动微分获得这些导数。这种方法使得系统易于与不同的后端（例如

PyTorch[39]、Tensorflow[2]或 JAX[8]）一起使用，因为原始操作和运算的
核心部分是用纯 Python编写的。
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有符号距离函数 FRep的一个流行子集是有符号距离函数（SDF）。如果 f

给出从 x ∈ R3 到给定曲面 ∂S 的有符号（欧几里得）距离，则 f(x)是一个
SDF。我们实现了所有通常的 SDF原语和操作 [14, 41]。目前，SDF原始形
状和操作与非 SDF原始形状和操作分别存在于两个不同的模块中。当然，
可以通过混合使用 SDF和非 SDF原始形状和操作来建模实体，但总体函数
的距离属性将丢失。因此，如果 f 是从 SDF操作和基元以及非 SDF操作和
基元的混合构建而成的函数，那么 f(x)不再对应于点 x到表面 ∂S 的欧几

里得距离。SDF允许更有效地实现渲染算法，例如使用球体追踪的光线行进
[22]，并为异质对象建模提供了一个建模参数 [6]。另一方面，它具有更为有
限的一组建模范式和操作。

周期函数 函数表示和基于 SDF的建模在近年来越来越流行，用于建模平
铺和重复图案。这用于建模微观结构，在 3D打印等领域已被证明是有用的
[38]。我们的系统实现了不同的操作符以重复（单元格）模式，例如三角波
函数和锯齿波函数。它们可以与简单的原语（如球体或环面）结合生成重复

图案，如图 [38]所示。尽管锯齿波或三角波函数在某些点不可微分，但也可
以用其截断的傅里叶级数来替换它们。我们还提供了几种三重周期极小曲面

（如旋节线和利迪诺伊德）的实现，这些曲面正变得非常流行用于建模生物

结构等 [21]。

参数建模 在为计算机辅助设计（CAD）应用建模形状时，会将常规的几何
体（如长方体、球体、圆柱体等）与布尔运算（并集、交集、差集）和其他操

作（扫掠、倒角等）结合使用。这些基本几何体和操作可以进行参数化，从

而产生参数化建模 [13]。例如，一个球体可以通过其中心点和半径来参数化
（参见图 1中模型中对 sphere()的调用）。改变这些参数可以探索建模空间中

的不同形状。例如，图 2展示了通过改变圆柱体的半径从图 1中的模型获得
的不同形状。如果 f 是定义给定实体的函数，我们用 f(·;p)表示对形状参数
p ∈ Rn 的依赖。对应于一组给定参数 p的表面由 {x ∈ R3 : f(x;p) = 0}给
出。对于给定的 x，可以将 f(x;p)解释为 p的函数，并计算相对于这些参数
的导数。这些计算类似于空间导数的情况。这使我们能够将一个参数模型拟

合到给定的数据集上，例如，在对象表面上采样的点集合 {x1, . . . ,xN}。这
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图 2: 通过改变圆柱的半径获得的不同形状（从左到右，r = 0.35, 0.5, 0.65）。

可以通过最小化损失函数

E(p) = 1

N

N∑
i=1

f(xi;p)2 (2)

来实现，使用随机梯度下降（SGD）[44]。注意，对于空间变量 x或形状参数
p的导数计算是不同的事情。即使一个函数在给定点上相对于空间变量不可
微，它可能仍然在该点相对于其形状参数可微。

导数计算 如上所述，核心库由用纯 Python编写的几何原语和操作构成。
可以计算关于空间参数（上述的 x）或形状参数（上述的 p）的导数。我们
依赖 PyTorch为给定函数创建计算图并通过反向模式自动微分来计算导数。
这是通过将相应的变量封装在一个需要计算导数的 Torch张量中来完成的。
例如，参见图中的函数 3以计算∇f(x)，即函数 f 关于其参数 x的梯度。计

def compute_grad ( f , x ) :
i f not torch . i s_tenso r ( x ) :

x = torch . t enso r ( x )
x . requ i res_grad = True
y = f ( x )
g = autograd . grad (y , [ x ] ,

grad_outputs=torch . ones_l ike ( y ) ,
create_graph=True ) [ 0 ]

return g

图 3: ∇f(x)的计算。
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算模型的梯度对其空间参数或形状参数（用于形状优化）都是有用的。对于

后者，通常考虑损失函数（如 2）关于形状参数 p的梯度（空间参数 x是固
定的）。我们还提供了计算散度、拉普拉斯算子（梯度的散度）、p-拉普拉斯
算子和曲率（主曲率、平均曲率和高斯曲率）的函数。这些运算符主要用于

空间导数。例如，图 4显示了计算向量场散度的代码。梯度和散度的计算是

def compute_div (v , x ) :
div = 0 .0
i f not torch . i s_tenso r ( x ) :

x = torch . t enso r ( x )
x . requ i res_grad = True
y = v ( x )
for i in range ( y . shape [ −1 ] ) :

d iv += autograd . grad ( y [ . . . , i ] ,
x ,
grad_outputs=torch . ones_l ike ( y [ . . . , i ] ) ,
create_graph=True ) [ 0 ] [ . . . , i : i + 1 ]

return div

图 4: 向量场的散度计算 y = v(x)

计算不同曲面曲率、拉普拉斯算子（∆f）以及传统几何建模中常用微分算

子所必需的唯一要素。

附加功能 框架的其余部分包含了用于执行标准网格和点云文件格式输入/
输出的通用功能，实现了 Marching Cubes 算法 [32]以渲染给定模型的零水
平集（表面），计算模型不同曲率的功能，不同的归一化方案以及一个重新

初始化算法，该算法用于计算给定函数零水平集的符号距离函数。最后，我

们提出了根据不同约束条件拟合形状参数的不同算法实现，这对于逆几何建

模非常有用。
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5 应用示例

本节描述了几种可能的应用：表面曲率的自动计算；用于距离近似的归一化

方案；通过启发式方法和梯度下降的组合进行重距和形状拟合。

5.1 曲率计算

曲面的主曲率是高阶微分曲面量，用于测量给定点处曲面在给定方向上的弯

曲程度。它们对于形状分析很有用。在我们的框架中，曲面 ∂S 是从给定函

数 ∂S = {x ∈ R3 : f(x) = 0}的零水平集获得的。计算这些曲率涉及 f 的二

阶导数，这些导数是通过自动微分从 f 的程序规范中得出的。与大多数现有

方法不同，我们不依赖任何近似，例如用多项式或样条拟合来逼近曲面。

平均曲率 对于曲面点 x，平均曲率由下式给出

H = −1

2
div(n), where n =

∇f
|∇f |

(3)

其中 div是散度算子，n是该点 x处的（内向）单位法向量，从定义函数 f

的归一化梯度获得。

高斯曲率 我们使用了高斯曲率的表达式给出在 [16, Theorem 4.1]

K =
∇f ·Hessian∗(f) · ∇fT

|∇f |4
(4)

其中Hessian(f)是矩阵 f 的海森矩阵，M∗表示矩阵M 的伴随矩阵，而MT

表示矩阵M 的转置。

主曲率 最后，主曲率 κmin和 κmax可以通过平均曲率和高斯曲率计算得到

H =
1

2
(κmin + κmax) K = κmin κmax.

即我们有

κmin = H −
√

H2 −K κmax = H +
√
H2 −K.
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示例 Schwarz D 极小曲面由

sin(x) sin(y) sin(z) + sin(x) cos(y) cos(z)

+ cos(x) sin(y) cos(z) + cos(x) cos(y) sin(z) = 0.

给出。见图 5。该曲面（零水平集）通过 Marching Cubes 算法计算得到。然

图 5: 左：极小曲面上的平均曲率（Schwarz D 极小曲面）。右：平均曲率值
的分布。

后在从 Marching Cubes 算法获得的三角网格的每个顶点处，根据 (3) 计算
平均曲率。对于极小曲面，我们知道H = 0。我们可以通过实验验证图 5中
计算得到的平均曲率值接近于零。这也通过查看图 5右侧的平均曲率值分布
得到了证实。

5.2 规范化

标准化是一种用于计算从一个点到隐式定义的表面（二维情况下的曲线）

[45, 49]的大致距离的技术。假设边界 ∂S 是函数 f(x)的零水平集，则距离
d(x)可以通过 [45]来估计

ω1[f ](x) =
f(x)√

f(x)2 + |∇f(x)|2
. (5)

归一化 ω1[f ]满足边界条件 ω1[f ](x) = 0和 ∂ω1[f ]/∂n = 1∂S

11



对顺序 k的归一化是通过递归获得的：

ωk[f ](x) = ωk−1[f ](x)−
1

k!
ω1[f ]

k ∂
kωk−1[f ]

∂nk
, (6)

并满足边界条件

ωk[f ] = 0 and ∂ωk[f ]/∂n = 1 on ∂S, (7)

∂ lωk[f ]/∂nl = 0 on ∂S, l = 2, 3, . . . , k.

一种替代的标准化方案由如下给出 [49]

δ1[f ](x) = f(x)/|∇f(x)|. (8)

所有这些规范化方案都基于模型 f(·)的空间导数的计算。尽管 ω1[f ]和

δ1[f ]满足适当的边界条件，并且在表面附近提供了距离函数的良好近似，但

它们远离边界的性能要准确得多。椭圆的归一化如图 6所示。

图 6: 左：长轴和短轴分别为 5和 2的椭圆的等值线（从-0.5到 0.5）。中：
Rvachev标准化 w1。右：Taubin标准化 δ1

5.3 距离函数估计

我们考虑重新初始化问题，也称为重距离化，对于隐式曲面而言。问题是这

样的：给定 f : R3 → R，其零水平集定义了一个曲面 ∂S，我们想要计算符

号距离函数（SDF）d : R3 → R，使其与 f 在 ∂S 上一致。函数 f 是按照第

4节中描述的方法构建的，并且在 ∂S 的定义中隐含出现。

为了计算 SDF d(·)，我们使用了在 [11]中介绍的方法：它将 d(x)的试探
解设为函数 sign(f(x))h(x;θ)，其中 h(·;θ)是一个全连接的深度神经网络，
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sign(·)是符号函数。将深度神经网络的最后一层乘以 sign(f(x))保证了 f 的

零水平集得以保持。参数 h(·;θ)是通过最小化损失函数

L(θ) = Ex∼D (|∇xd(x;θ)| − 1)2 , (9)

获得的，其中 E是期望，而 D是在给定计算域上的均匀分布。自动微分用

于计算空间导数以及关于参数 θ的导数。

图 7显示了一个隐式建模的国际象棋兵，使用简单的基元（多项式）和
布尔运算。左侧的图像说明了表面 {x ∈ R3 : f(x) = 0}以及切片上 f 的填

充轮廓图。右侧的图像显示了没有表面的 f 的填充轮廓图，以进一步说明物

体内部的场行为。

图 7: 左：f 的零水平集和切片上的填充等高线图。右：没有表面的切片上

的填充等高线图。

图 8显示了距离函数 d(x)的结果。比较填充等高线图与图 7，可以看出
它对表面的距离函数提供了更精确的近似值。

5.4 参数形状拟合

我们展示了所提出的框架如何用于将参数模型拟合到数据，并在逆几何建模

中使用 [13]。设 f(x;p)是一个参数模型，其中 p控制对象的形状。对于给定
的一组参数 p，对应的实体由集合 {x ∈ R3 : f(x;p) ≥ 0}给出。
令 {x1, . . . ,xN} ⊂ R3 为输入点云，即在对象表面获取的三维点集。目

标是找到参数 p，使得与 f 对应的形状拟合输入点云。每个参数模型都有一

13



图 8: 左：d(x) = sign(f(x))h(x; θ̃)的零水平集和切片上的填充轮廓图。右：
没有表面的切片上的填充轮廓图。

组控制模型外观的形状参数。例如，图 10中所示模型的参数对应于杆的频
率和缩放比例。

为了将模型参数拟合到给定的数据集，我们定义拟合误差为

E(p) = 1

N

N∑
i=1

f(xi;p)2 (10)

其中 p是模型参数，xi ∈ R3 是来自输入点云（或给定三角网格的顶点）的

点。需要最小化 E(p)以获得 p。
最小化是通过启发式方法和随机梯度下降的组合来完成的。我们使用正

则进化的一种变体 [42]作为启发式方法，以寻找接近 (10) 全局最小值的参
数。正则进化是一种进化算法，在这种算法中，每次迭代都通过锦标赛选择

选择一个父代，然后对其进行变异并重新插入种群。每次迭代都会移除种群

中最老的一个个体。我们然后使用随机梯度下降（SGD）[44]来改进解

pi+1 ← pi −∇pẼ(pi), where Ẽ =
1

|I|
∑
i∈I

f(xi;p)2,

其中 I 是 {1, . . . , N}的一个随机子集，初始参数 p0 通过正则化演化获得，

并且模型关于形状参数 p的导数通过自动微分计算。
我们以一个通过重复杆件构建的参数化微结构为例（参见图 10）。模型

的参数控制杆件的频率及其尺寸。给定由 40K 个点组成的点云作为输入，
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我们将参数化模型拟合到输入的点云上。我们使用 10K 次正则化进化迭代，

种群大小为 100，样本大小为 10，随后进行 100次 SGD迭代。图示 9 和 10

图 9: 拟合模型的点绝对误差。左：使用了正则化进化+SGD。右：仅使用
SGD。请注意，仅使用 SGD（右侧）拟合的模型出现了较大的误差。

显示了上述方法获得的结果。由 SGD单独拟合的模型在输入点云的每个点
上的绝对值误差（|f(xi; p̃)| 对应于拟合参数 p̃）如图 9 右图所示，而由上
述正则化演化与 SGD组合方法拟合的模型如图 9 左图所示。请注意，仅使
用 SGD拟合的模型相较于通过正则化演化和 SGD拟合的模型产生了更大
的误差。

由仅 SGD拟合的模型对应的表面（中间图像）和正则化演化+SGD对
应的表面（左图像）如图 10所示。最右边的图像同时显示了这两个表面，其
中正则化演化+SGD的结果以黄色显示，而仅 SGD的结果以蓝色显示。

6 结论

我们描述了一个基于函数表示的可微几何建模框架。该系统建立在自动微分

库的基础上，允许轻松计算并获得几何对象相对于空间以及形状参数的导

数。我们展示了该框架的一些可能应用：曲率计算、归一化、符号距离估计

和参数模型拟合。代码是开源的，我们希望它能够进一步扩展并在几何流水

线中使用。
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图 10: 通过拟合参数模型重构的对象。左：使用正则化演化+SGD。中：仅
使用 SGD。右：两个模型一起展示。黄色：正则化演化+SGD；蓝色：仅使用
SGD。
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