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波湍流描述了由弱相互作用波组成的非平衡系统在长时间内的统计行为。从开放量子系统到活性材
料的非厄米介质可以维持所谓的PT 对称状态中的波传播，在这种状态下，增益和损耗被有效平衡。在
这里，我们推导了一个原型非厄米介质中波湍流的动力学方程：一个具有奇黏度的三维流体。我们计
算了其精确各向异性的解，即所谓的柯尔莫哥洛夫-扎哈罗夫谱，并通过直接数值模拟验证了这种状态
的存在。这种非厄米波湍流产生了一个直达小尺度并维持下来的直接级联，抑制了通常在旋转流体和
电子磁流体力学中观察到的向强湍流转变。除了奇黏度流体之外，这种定性机制也适用于任何非线性
波动系统，在这些系统中，通过动力学方程中的梯度项（例如通过奇弹性模量或其他非互易响应）在
小尺度下增强了非厄米效应。

波湍流描述了由弱相互作用的波动组成的非平衡
系统的长时间统计行为 [1–6]。从开放量子系统到活性
材料等非厄米介质可以在所谓的 PT 对称状态中维持
波动传播，其中增益和损耗有效平衡 [7–35]。在这里我
们问：当这些非厄米介质的非线性动力学主要由弱相
互作用的波主导时会发生什么？我们将这个领域称为
非厄米特波湍流之类的。

我们通过研究这种在典型非线性非厄米系统中的
波湍流来说明我们的方法：带有额外无耗散粘度系数
的 Navier-Stokes 方程，这些系数分别被称为奇粘度、
霍尔粘度或旋粘度 [36–51]。非厄米介质通常在微观层
面上具有活性（即增益）以及耗散（即损失），这两者
可以平衡以生成系统中的波动。作为具体案例，从磁化
多原子气体 [52]到磁性石墨烯 [53]和旋转胶体 [54]的
奇粘流体实验实现都表现出微观层面上的旋转驱动。

如果流体围绕固定轴整体旋转，通常在大尺度上
会观察到各向异性的波湍流，而在小尺度上则会观察
到各向同性的强湍流 [55–57]，见图 1a。相比之下，在
我们的非厄米流体中，波湍流一直持续到流动的最小
活动尺度（图 1b）。直观上来说，这种非厄米效应发生
是因为奇粘性作用于速度梯度。与手征体力（例如科
里奥利力）不同，由奇粘性产生的波随着波数的增加
而增强，抑制了向强湍流转变的可能性。在奇流体中

观察到强湍流作为不同的状态存在（图 1c），这在参考
文献 [58, 59]中有研究，在那里关于弱相互作用波的奇
流体描述失效，类似于非费米液体中准粒子图像的失
效 [60]。除了奇粘性流体之外，这里探讨的定性机制适
用于任何通过动力学方程中的梯度项在小尺度上增强
非厄米效应的波非线性系统，例如通过奇弹性模量或
其他非互易响应 [16, 37, 61]。
非厄米手性流体考虑一个具有圆柱对称性的不可

压缩手性流体，沿方向 e‖ [39]，假设所有粒子都在旋
转。流动 u由包含奇粘度的 Navier-Stokes方程描述，

Dtu = −∇p+


ν νodd 0

−νodd ν 0

0 0 ν

∆u+ f (1)

其中Dtu ≡ ∂tu+u ·∇u和∇ ·u = 0。这里，p是减
压，f 是流的驱动力，ν是正常粘度，而 νodd是奇粘度。
公式 (1)中的矩阵在 νodd 6= 0时不为对称，表现出奇
粘度的非厄米性。波矢 k在基底 (e1

⊥, e
2
⊥, e‖)中分解为

k ≡ (k⊥ cos θ, k⊥ sin θ, k‖)，其中矩阵在方程 (1)中表
示。奇粘性可以看作是一个与波数相关的科里奥利力
−νoddk

2e‖×u，在较大的 k ≡ |k|处更强，这体现在它
诱导的奇波的色散关系 ωk = ±νoddk‖k中 [36, 58, 59]。
波湍流的条件为了评估波湍流是否可能出现，
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 (b) non-Hermitian wave turbulence(a) rotating turbulence (c) strong turbulence

图 1. 旋转流体中的波湍流（a）和具有奇粘度的流体中的波湍流（b）。顶部行描绘了各向异性的能量谱 E(k⊥, k‖)，而底部行描绘
了某些 k‖ > 0的时间尺度比 χ ≡ τlin/τNL。底部面板中的虚线表示临界值 χ ≈ O(1)，低于该值时，预期会出现波湍流。对于旋转
波湍流（a），动力学逐渐变得不那么弱，并最终在超过 Zeman 波数 kΩ [6, 55–57]的小尺度上恢复强湍流和各向同性。相比之下，
在奇涡流中，范围 k > kin > kodd（b）内的弱波涡流一直持续到最小的活跃尺度，而只有在大尺度 kin < kodd（c）注入能量时才
能获得强涡流。

我们将非线性相互作用的时间尺度 τNL 与线性波
的周期 τlin 进行比较。这里，我们将 τNL 估计为
涡旋转换时间，可以用动能谱 E(k⊥, k‖) 表示为
τNL ∼ 1/(k

√
E(k⊥, k‖)k⊥k‖)，而波的周期 τlin ∼ 1/ωk

则由它们的色散关系给出。这些时间尺度的比值是

χ ≡ τlin

τNL
=

√
E(k⊥, k‖)k⊥k‖

νoddk‖
. (2)

虽然当 χ ≥ O(1) 时通常会得到规则的涡旋主导的强
湍流，但当 χ� O(1)时可能会出现波或弱湍流。
遇到的湍流现象取决于能量注入的尺度。当在大

尺度 kin < kodd ≡ ε1/4ν
−3/4
odd 注入能量，其中 ε是湍流

能量注入率 [58]，我们在范围 k < kodd 内遇到类似
Kolmogorov 的湍流，在这个范围内波是缓慢的 (χ >

O(1))。当跨越尺度 kodd 时，通过构造，涡旋时间尺
度和波的时间尺度变得相同数量级，并且我们进入了
一个在波动湍流中被称为临界平衡 [6, 57, 62–65]的状
态，在范围 k > kodd内其中 χ ∼ O(1)，见图 1c。在这
个范围内，早期的工作揭示了能量积累导致图案形成
和谱标度 E(k) ∼ k−1 [58, 59]。
另一方面，当在较小尺度 kin > kodd 注入能量时，

在 2D流形中（具有 k‖ = 0）已知会出现动能逆级联现
象，在范围 k < kin 中如参考文献 [58]所详细描述的。

然而，只有部分动能通过 2D流形向上级联。剩余的能
量通量仍然向前级联到范围 k > kin（这一性质在惯性
波湍流 [66]中也被观察到）。这个范围在早期的研究中
尚未被详细研究。正如我们将展示的，这个范围恰好
是动力学足够缓慢的情况，使得所有模式下 χ� O(1)

成立，表明我们可能在这种情况下在三维流形中遇到
波浪湍流（具有 k‖ > 0）。为了进入这些流动条件，因
此我们需要在尺度 kin > kodd 处强制流动，然后关注
范围 k > kin（图 1b中的蓝色区域，请参见结尾部分
的图 5）。
动力学方程我们现在使用波湍流的方法来推导能

量谱的动能方程，从中可以得到物理性质（例如稳定
谱、级联方向）[1–4, 6, 67–69]。主要思路是将波幅作
为多重时间尺度方法中的一个小参数。推导过程如下
所述，而关键的技术步骤则在末尾部分提供，并在补
充材料中详细说明。

我们首先对 Navier-Stokes方程进行模态展开，将
其置于符号形式

i
∂Ask

k

∂t
= skωkA

sk
k +M

skspsq
kpq Asp

p A
sq
q , (3)

其中隐含了对 sp和 sq的求和以及对 p和 q的积分（详
见补充材料以获取完整表达式）。这里，Ask

k 表示一个具
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有极性 sk = ±1和波数 k的模式，而M
skspsq
kpq 是非线性

模耦合系数。类似的方程可以描述任何一组在二次非
线性作用下相互作用的波，包括空间扩展量子系统或
光学腔的模耦合理论。更精确地说，Ask

k = kψ̂k−skk2φ̂k

是从速度场分解 u = ∇ × (ψe‖) + ∇ × (∇ × (φe‖))

的傅里叶分量中定义的，该分解将速度场分解为环形
（ψ）和多极（φ）标量场（X̂k表示一个场X 的傅里叶
变换）。我们可以证明 |A+

k |2 + |A−
k |2 = 2|ûk|2。

引入弱振幅波 (0 < ε � 1) 的相互作用表示法
Ask

k = εaskk e
−iskωkt，我们得到波动幅度方程

∂askk
∂t

= εL
skspsq
kpq aspp a

sq
q e

iΩk,pqtδk,p+q, (4)

，其中对 sp和 sq求和以及对p和q积分是隐含的，在这
里 Ωk,p+q ≡ skωk − spωp − sqωq ，其中相互作用系数
L

skspsq
kpq 在附录中给出。因此，长时间的统计行为受三
波相互作用的共振条件控制，即 skωk+spωp+sqωq = 0

和 k + p+ q = 0。这些关系可以写成如下形式：

sqq − spp

k‖
=
skk − sqq

p‖
=
spp− skk

q‖
. (5)

对于局部相互作用，k ' p ' q，我们得到 (sq−sp)/k‖ '
(sk − sq)/p‖ ' (sp− sk)/q‖，这意味着相关的级联必定
是各向异性的，并且在平行方向上的级联可以忽略不
计。这种情况类似于惯性波湍流 [70, 71]和动能阿尔芬
波湍流 [72]，其中的波动也是螺旋状的。在下文中，我
们利用这一性质并考虑各向异性极限 k⊥ � k‖。
假设统计上均匀各向异性的湍流 [73]，可以使用多

时间尺度方法推导出形式为

∂tE(k⊥, k‖) = −∂k⊥Π⊥ − ∂k‖Π‖, (6)

的动力方程，描述能量谱 E(k⊥, k‖) 的演化，在没有
动能螺旋度的情况下，它与方程 (4) 中的振幅通过
E(k)δ(k+k′) = 〈a+k a

+
k′〉+ 〈a−k a

−
k′〉相关，其中 〈.〉是集

合平均。数量Π⊥和Π‖表示垂直和平行方向的能量通
量，方程 (6)的显式形式在结尾部分给出。假设轴对称
湍流，二维谱 E(k⊥, k‖) = 2πk⊥E(k)按照 k

−3/2
⊥ k

−1/2
‖

缩放，这对应于 Kolmogorov-Zakharov (KZ)谱。当奇
波湍流稳定时，这是动能方程的一个精确解。能量通
量可以证明是正的，因此相应的级联是直接的（结尾
部分）。
现象学前一段推导出的 KZ 谱可以通过简单的现

象学论据恢复。当 χ� 1时，可以预期波湍流，见方程

(2)。如上所述，波湍流通过共振三波相互作用发展。
这发生在转移时间比波周期长得多的情况下，因子为
χ−2 ∼ ε−2 [3] 。这导致了波相互作用传输时间 [74, 75]

τtr ∼
τ2NL
τlin

∼ νodd

kk⊥E(k⊥, k‖)
. (7)

然后我们可以使用Kolmogorov类型的论据，并假设在
波动湍流状态下，每个波数壳E(k⊥, k‖)k⊥k‖的能量以
恒定的能量传输率传输，在时间尺度 τtr 上。

ε ∼
E(k⊥, k‖)k⊥k‖

τtr
. (8)

然后利用公式 (7)和 k ∼ k⊥（假设 k‖ � k⊥），我们可
以得到能量谱为

E(k⊥, k‖) ∼
√
ενoddk

−3/2
⊥ k

−1/2
‖ . (9)

这一预测导致了时间尺度比

χ ∼

(
ε

k⊥k3‖ν
3
odd

)1/4

. (10)

因此，k⊥越大，级联越弱。我们指出，这与旋转（惯性
波）湍流形成对比，在旋转（惯性波）湍流中，强湍流
总是在最小尺度上恢复，[70, 76]。而对于这种非厄米
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图 2. 时间尺度比 χ ≡ τlin/τNL 对比了强湍流（a）和弱湍流
（b）情况下奇波和涡旋湍流的时间尺度。不同的线条代表不同
的 k‖。当所有模式低于 χ < O(1)（虚线）时，发现进入了弱波
湍流区域。
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图 3. 时空能量谱 F (ω, k⊥, k‖)对于强（a-c）和弱波湍流（d-f）的情况，以及不同的 k‖值为 2（a,d）、6（b,e）和 14（c,f）。黄色
虚线表示奇波的色散关系 ωk = ±νoddk‖k。绿色点线在（a-c）中表示相应的涡旋转换频率 ω ∼ k

√
kE(k) ∼ k [58] ，这捕获了强

湍流的空间-时间谱包络。谱通过其对应的频率空间积分进行归一化，对于每个 k⊥,k‖。

特波湍流，湍流则保持在弱状态直到最小尺度，见图
1。

数值模拟我们通过直接数值模拟（DNS）在周期
性盒子中使用伪谱代码数值求解具有奇粘性的三维
Navier-Stokes方程 (1)（也见参考文献 [58]）。该系统
采用高斯噪声 f(k, t)进行驱动，该噪声在时间上是 δ

相关的，并应用于波数 kin = 5附近的一个窄带中，限
制在三维流形内。因此我们精确地驱动那些同时具有
kin ≤ |k| < kin +1和 k‖ 6= 0的波数。为了最大化惯性
范围的大小，将粘度项替换为形式为 να∆

αu的超粘度
项。我们还引入了一种形式为 νh∆

−αhu的低粘度项来
耗散在二维流形中低波数下发展的逆向通量。模拟中
使用的输入参数见表 I（结尾部分）。

数值结果为了诊断是否进入了允许波湍流的条
件，我们在直接数值模拟（图 2）中评估所有模式在方
程 (2)中的时间尺度比 χ。可以看出，确实，在图 2（a）
中的强湍流运行中，模式倾向于保持在 χ ≈ 1附近，而
在图 2（b）中的弱湍流运行中所有模式都有 χ� 1。在
那里，最慢的模式有 χ ≈ 0.1，在这个范围内通常可以
观察到波主导流动系统中的波浪湍流 [72, 77]。

为了确认我们确实进入了非厄米波湍流的范围，
检查空间-时间能量谱 [72, 78–84] 是至关重要的。
为此，我们计算选定的空间傅里叶模式时间序列
û(k⊥, k‖, t) 的时间傅里叶变换 Ft{...} ，得到空间-时
间谱 F (ω, k⊥, k‖) ≡ 1

2
|Ft{û(k⊥, k‖, t)}|2 。结果如图

所示 3 。对于强湍流，这确实显示了一个广泛的活跃
模式范围，其包络线很好地符合涡旋周转频率的比例
ω ∼ k

√
kE(k) ∼ k [58] 。对于弱湍流，另一方面，在

惯性范围内，动能非常强烈地集中在奇波的色散关系
ωodd = νoddk‖k周围。这是明确的迹象，表明在这种情
况下确实达到了弱湍流状态。

时间平均的各向异性动能谱如图 4 所示。在强
湍流的情况下，前面讨论的关键平衡假设预测一个按
E(k⊥, k‖) ∼ k

−5/3
⊥ k−1

‖ [6, 57, 62–65] 放缩的各向异性
谱。确实，我们在范围 k > kodd 中观察到 χ ≈ O(1)

（图 2a），并检索出假设的临界平衡谱标度 E ∼ k
−5/3
⊥

（图 4a）。在弱湍流情况下，我们发现与方程 (9)预测的
奇波湍流预测 E ∼ k

−3/2
⊥ (图 4b) 非常一致，尽管惯性

范围有限（回想一下，弱湍流的理论预测仅对 k⊥ � k‖

有效）。最后，我们确认光谱与垂直方向上的直接级联
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图 4. 各向异性动能谱 E(k⊥, k‖)对于强波湍流（a）和弱波湍流（b）的第一三种模式 k‖。插图显示了各自标度预测补偿后的谱。
阴影区域描绘了强迫范围。对于相应的各向同性能量谱，请参见补充材料。

兼容。由于平行方向上的通量非常小，导致其惯性范
围太窄，因此我们无法通过数值方法测试平行方向上
的标度预测。

展望总之，我们展示了不可压缩奇流体中波湍流
的应用。这项工作为其他非厄米系统（如开放量子系
统 [7, 12, 18, 24, 85–89]、具有奇弹性模量的过阻尼弹
性 [37]）中的应用铺平了道路，这些可以与活性板中的
弹性波湍流 [90, 91]和聚合物溶液 [92–94]进行比较。
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以获取详细推导）。第一步关键步骤是推导波动幅度方
程（4），其中相互作用系数为（在各向异性极限下，即

k⊥ � k‖）

L
sspsq
kpq ≡
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8k⊥p⊥q⊥
(spp⊥−sqq⊥)(sk⊥+spp⊥+sqq⊥).

波动幅度方程描述了弱振幅奇波的缓慢演化。我们注
意到，当波矢量 p⊥ 和 q⊥ 共线时，或者当波数 p⊥ 和

https://doi.org/10.1038/s41586-024-07074-z
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.133.144002
https://doi.org/10.1038/s41586-021-03375-9
https://doi.org/10.1086/162481
https://doi.org/10.1086/175121
https://doi.org/10.1086/175121
https://doi.org/10.1017/s002211201100067x
https://doi.org/10.1017/s002211201100067x
https://doi.org/10.3847/1538-4357/ab8f2a
https://doi.org/10.3847/1538-4357/ab8f2a
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.132.224001
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.132.224001
https://doi.org/10.1098/rspa.1966.0013
https://doi.org/10.1098/rspa.1966.0013
https://doi.org/10.1007/BF00915178
https://doi.org/10.1007/BF00915178
https://doi.org/10.1029/RG006i001p00001
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.68.015301
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.024503
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.024503
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.132.085201
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.132.085201
https://doi.org/10.5802/crphys.221
https://doi.org/10.1017/S0022377823000259
https://doi.org/10.1103/revmodphys.76.1015
https://doi.org/10.1103/revmodphys.76.1015
https://doi.org/10.1017/S002211201100067X
https://doi.org/10.1017/S002211201100067X
https://doi.org/10.1103/PhysRevX.8.031066
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.103.204301
https://doi.org/10.1038/nphys2984
https://doi.org/10.1209/0295-5075/132/64002
https://doi.org/10.1209/0295-5075/132/64002
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.131101
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.131101
https://doi.org/10.1146/annurev-fluid-021021-102043
https://doi.org/10.1146/annurev-fluid-021021-102043
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.128.224501
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.133.207201
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.133.207201
https://doi.org/10.1103/physrevlett.113.182302
https://doi.org/10.1103/physrevlett.115.021601
https://doi.org/10.1103/physrevlett.115.021601
https://doi.org/10.1088/0034-4885/79/7/076302
https://doi.org/10.1103/physrevresearch.4.l042004
https://doi.org/10.1103/physrevlett.131.103602
https://doi.org/10.1103/physrevlett.131.103602
https://doi.org/10.1103/physreve.109.024608
https://doi.org/10.1103/physreve.96.032404
https://doi.org/10.1103/physreve.96.032404
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.94.011101
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.94.011101
https://doi.org/10.1038/s41467-019-08551-0
https://doi.org/10.1038/s41467-019-08551-0
https://doi.org/10.1016/j.physd.2017.01.002
https://doi.org/10.1016/j.physd.2017.01.002
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.125.254502
https://doi.org/10.1017/S0022112073001837
https://doi.org/10.1063/1.858309
https://doi.org/10.1017/S002211209900779X
https://doi.org/10.1017/S0022377806004521
https://doi.org/10.1017/jfm.2014.490


8

表 I. 用于本工作中模拟的输入参数。提供的有模拟立方体的尺寸 L，强迫波数 kin，动能注入率 ε，奇粘度 νodd，相
应的奇波数 kodd，具有幂 αh 的低粘度 νh，具有幂 α的高粘度 να，积分时间步长 dt和空间分辨率 Nx ×Ny ×Nz。

L kin ε νodd kodd νh αh να α dt Nx ×Ny ×Nz

Strong turbulence 2π 5 0.11 0.015 13.4 0 N/A 1.5× 10−14 3 2× 10−5 1024× 1024× 256

Weak turbulence 2π 5 0.11 2.0 0.34 0.2 2 4.0× 10−15 3 5× 10−6 1024× 1024× 128

q⊥ 相等且它们各自的方向极性 sp、sq 也相等时，（二
次）非线性耦合消失。有趣的是，这些性质也出现在惯
性波湍流 [70, 95]中，并且更一般地，在手性波 [96–100]
中也是如此。

第二个关键步骤是推导运动方程。这描述了由三
波相互作用的共振条件 (5) 所支配的动力学的长时间
统计行为。假设统计均匀且各向异性的湍流，并且不
存在动能螺旋度，使用多重时间尺度技术导致

∂Ek

∂t
=

ε2k‖
128νodd

∑
sspsq

∫
∆⊥

(
sin θk
k⊥

)
1

k⊥p⊥q⊥

(
spp⊥ − sqq⊥

k‖

)2

(sk⊥ + spp⊥ + sqq⊥)
2 (11)

× [ωkEpEq + ωpEkEq + ωqEkEp] δ(Ωkpq)δ(k‖ + p‖ + q‖)dp⊥dq⊥dp‖dq‖,

其中Ek ≡ E(k⊥, k‖),θk是三角形 k⊥+p⊥+q⊥ = 0中
与 k⊥相对的角度，而∆⊥是限制在共振条件下的积分
域。密度谱定义为 es(k)δ(k+k′) ≡ 〈askask′〉，其中 〈〉是
集合平均。在没有动能螺旋度的情况下，e+ = e− ≡ e

能量谱变为 E(k) = 2e(k) 。表达式 (11) 是奇波湍流
的动力学方程。这是一个渐近精确的方程，不描述慢
模态 (k‖ = 0)，这意味着强湍流。
第三个关键步骤是推导物理属性，其中最重要的

是 KZ谱。这个精确解是通过将 Ek = Akn⊥k
m
‖ 引入表

达式 (11)获得的。使用 Zakharov变换 [3]并假设平稳
性，我们找到 n = −3/2和m = −1/2。可以通过分析
能量通量的符号来得到级联方向。忽略平行方向上的

通量，我们得到 ∂Ek/∂t = −∂Π⊥(k⊥, k‖)/∂k⊥。使用
动力学方程，我们找到 ΠKZ

⊥ = ε2A2

384νodd

1
k‖
I⊥，与

I⊥ ≡
∑
sspsq

∫
∆⊥

sin θk (sq q̃⊥ − spp̃⊥)
2
(s+ spp̃⊥ + sq q̃⊥)

2

×p̃−5/2
⊥ q̃

−5/2
⊥ p̃

−1/2
‖ q̃

−1/2
‖ (p̃‖ ln p̃⊥ + q̃‖ ln q̃⊥)

×
(
1 + p̃

5/2
⊥ p̃

3/2
‖ + q̃

5/2
⊥ q̃

3/2
‖

)
δ
(
s+ spp̃⊥p̃‖ + sq q̃⊥q̃‖

)
×δ
(
1 + p̃‖ + q̃‖

)
dp̃⊥dq̃⊥dp̃‖dq̃‖, (12)

以及与 p̃i ≡ pi/ki和 q̃i ≡ qi/ki（i =⊥, ‖）。对 I⊥符号
的数值评估显示，垂直能量通量为正，因此这种能量
级联是直接的。
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2D inverse flux

3D forward flux

图 5. 弱湍流情况下在 (k⊥, k‖)空间中的主要通量示意图（见
图 1b）。波涡动导致了这里描绘的三维正向通量。用虚线蓝色
标出的是推导 KZ 谱的区域 k⊥ � k‖。
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