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对于一系列具有未知参数的独立同分布随机变量，其分布函数来

自集合 Θ ⊂ Rd，我们证明了中偏差概率区域下的 Bahadur渐近效率
下界的一个类似结果。假设条件与 Hajek-Le Cam局部渐近极小极大
下界被证明时所用的假设条件相同。局部 Bahadur渐近效率的下界是
这个下界的一个特例。

1 介绍

令X1, . . . , Xn为具有概率测度 P θ,θ ∈ Θ的独立同分布随机变量。概率

测度P θ,θ ∈ Θ在集合 S的 σ-代数 B上定义。集合Θ是Rd的一个开有界子

集。参数 θ的值未知。我们感兴趣的是参数 θ的估计量的渐近效率的下界。

有两个方法用于研究渐近效率。其中之一是局部渐近极小极大下界。

Hajek-Le Cam的 [7, 9, 8, 11]局部渐近极小极大下界为估计量 θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn)

提供了一个关于其从参数的真实值 θ偏差阶数为 n−1/2的渐近效率下界。在
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这种情况下，我们得到了统计估计的风险在参数真实值任意小邻域内的上

确界的下界。这样的渐近效率下界不能精确地提供特定参数值下统计估计

器风险行为的信息。

Bahadur 渐近效率的下界 [1, 2, 3, 8]，对于统计估计的大偏差概率已被
证明，提供了在可能参数值的每个特定点处统计估计风险的下界。在这种

情况下，仅假设估计的一致性。

在适度偏差概率区域内，局部渐近极小风险统计估计量的界限已在 [4,
5, 10]中建立。对该问题的兴趣源于构建置信区间边界是基于估计量分布的
尾部，因此可以被视为适度偏差概率问题。对于对数渐近线，在与 Hajek-Le
Cam 局部渐近效率下界 [7, 9, 8, 11]相同的假设 [4, 10]下，获得了适度偏差
概率的局部渐近极小下界。对于统计估计量适度偏差概率的强渐近线，在

不太强的额外假设 [4, 5]下，已经证明了渐近极小风险的下界。
在中等偏差概率区域，可以证明渐近效率的下界，既包括渐近极小极

大设置也包括 Bahadur 设置。对于渐近极小极大设置，下界的证明已在
[4, 5, 10]中给出。本文的目标是在假设与 Hajek-Le Cam局部渐近有效性
相同的条件下，在中等偏差概率区域获得一个类似于 Bahadur的下界。请
注意，直接应用 Bahadur 的证明方法会导致建立局部 Bahadur 渐近有效
性的下限时出现显著的附加条件 [6, 8]。局部 Bahadur 渐近有效性的下界
是本文在中等偏差概率区域建立的关于渐近效率的下界的特殊情况。对于

Θ ⊂ R1，我们还在估计量不应属于该区间的外部的每一侧分别证明了类似

于 Bahadur的下界。这些“单边”下界的多维类比也已获得。
本文组织如下。所有结果和证明都收集在第 2节中。在子节 2.1中，我们

介绍了主要结果的证明条件。这个条件与建立局部渐近最小最大 Hajek-Le
Cam 风险界相同的条件一致。在子节 2.2中，为了完整展示和更好地理解
后续结果，呈现了一个统计估计中等偏差概率的局部渐近最小最大风险界。

在子节 2.3中，提供了统计估计器在中等偏差概率区域内的 Bahadur渐近效
率下界的类似物。Bahadur 局部渐近效率的下界是这些情况中的特例。在
子节 2.4中，我们给出了 Bahadur 下界的推广到多元情况，涵盖了“单边”
下界，并展示了它的证明与传统 Bahadur 渐近效率下的界限证明没有区别
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[3, 8]。
对于多维参数 θ ∈ Θ ⊂ Rd,d > 1，我们将用希腊字母 θ, τ, φ, . . .表示向

量或向量函数。我们用 1(A)表示事件 A的指示器。

2 主要结果

2.1 主要条件

假设概率测度 P θ,θ ∈ Θ关于在同一 σ-代数 B 上的集合 S 的概率测度

ν 是绝对连续的，并且具有密度

f(x, θ) =
dP θ

d ν
(x), x ∈ S. (2.1)

对于任何 θ, θ0 ∈ Θ，记 P a
θθ0
和 P s

θθ0
为概率测度 P θ 关于概率测度 P θ0 的

绝对连续部分和奇异部分。

对于所有 θ0, θ0 + τ ∈ Θ定义函数

g(x, τ) = g(x, θ0, θ0 + τ) =
(f(x, θ0 + τ)

f(x, θ0)

)1/2

− 1 (2.2)

对于所有 x属于测度 P a
θ0+τ,θ0

的支撑集，并且在其他情况下等于零。

我们说统计实验 E = {(S,B),P θ, θ ∈ Θ}在点 θ0 ∈ Θ处具有有限的费

舍尔信息，如果存在向量函数 φ : S → Rd，使得我们有∫
S

(g(x, τ)− τT φ)2 dPθ0 = o(|τ |2), P s
θ0,θ0+τ (S) = o(|τ |2) (2.3)

作为 τ → 0且矩阵分量

I(θ0) = 4

∫
S

φφT dP θ0 . (2.4)

取有限值。

矩阵 I(θ0)被称为费舍尔信息矩阵。

设我们有一个序列为 un > 0,un → 0,nu2
n → ∞，表示为 n → ∞。
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我们说估计量 θ̂n = θn(X1, . . . , Xn)参数 θ ∈ Θ是 un-一致的，如果对于
任何 θ0 ∈ Θ存在一个邻域 U 的 θ，使得对于任何 δ > 0，我们有

lim
n→∞

sup
θ∈U

P θ( |θ̂n − θ| > δun) = 0. (2.5)

2.2 局部渐近最小最大下界

局部渐近极小最大下界风险在中等偏差概率区域内的不需任何一致性

条件。

定理 2.1 令统计实验 E = {(S,B),P θ, θ ∈ Θ}在点 θ0 ∈ Θ具有有限的费舍

尔信息。那么，对于任何估计器 θ̂n，在点 θ0, θn = θ0 + 2un ∈ Θ处，我们有

lim inf
n→∞

sup
θ=θ0,θn

(nu2
nI(θ)/2)

−1 logP θ( |θ̂n − θ| > un) ≥ −1. (2.6)

对于证明，我们考虑假设检验问题 H0 : θ = θ0 与备择假设 Hn : θ =

θ0 + vn,vn = 2un。定义检验 Kn = Kn(X1, . . . , Xn) = 1(θ̂n − θ0 > un)。记

α(Kn)和 β(Kn)分别为检验 Kn的第一类和第二类错误概率。根据 [4]中的
定理 2.2，如果 α(Kn) < c < 1和 β(Kn) < c < 1，则有

lim sup
n→∞

(nv2n)
−1/2(|2 logα(Kn)|1/2 + |2 log β(Kn)|1/2) ≤ 1 (2.7)

(2.7) 的证明基于将局部渐近正态性的某个版本扩展到中等偏差概率区域，
并且由于 Neyman-Pearson 引理，(2.7) 在检验正态分布的类似假设的情况
下是有效的。

我们有

α(Kn) ≤ P θ0(|θn − θ0| > un) (2.8)

和

β(Kn) = P θn(θ̂n−θ0 < un) = P θn(θ̂n−θ0−2un < −un) = P θn(|θ̂n−θn| > un).

(2.9)
通过 (2.7) - (2.9)，我们得到 (2.6)。
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2.3 中等偏差概率区域中的 Bahadur效率

让我们给出一个在中等偏差概率区域的 Bahadur 效率下界的类似物
d = 1。

定理 2.2 设统计实验 E = {(S,B),P θ, θ ∈ Θ}在点 θ0 ∈ Θ ⊂ R1 处具有有

限的费希尔信息。令估计量 θ̂n是 un一致的。然后，对于任意估计量 θ̂n，我

们有

lim inf
n→∞

(nu2
nI(θ)/2)

−1 logP θ( |θ̂n − θ| > un) ≥ −1. (2.10)

此外，我们有

lim inf
n→∞

(nu2
nI(θ)/2)

−1 logP θ( θ̂n − θ > un) ≥ −1. (2.11)

为了证明我们考虑假设检验问题 H0 : θ = θ0与备择假设 Hn : θ = θ0 + vn，

vn = run，r > 1。定义检验 Kn = Kn(X1, . . . , Xn) = 1(|θ̂−θ0| > un)。

由于估计量 θ̂n是 un-一致的，我们可以实现 (2.7) 并得到

lim sup
n→∞

(nv2n)
−1/2(|2 logP θ0(|θ̂n−θ0| > un)|1/2+|2 logP θ0+vn(|θ̂n−θ0| < un)|1/2) ≤ 1.

(2.12)
由于估计量 θ̂n是 un-一致的，则

lim
n→∞

P θ0+vn(|θ̂n − θ0| < un) = 0. (2.13)

由 (2.19) 和 (2.13)，我们得到

lim inf sup
n→∞

(nr2u2
n)

−1/2(|2 logP θ0(|θ̂n − θ0| > un)|1/2 ≤ 1. (2.14)

由于选择 r > 1是任意的，我们得到 (2.10)。
不等式 (2.11) 的证明是类似的。只需将 (2.7) 应用于测试Kn = 1(θ̂n −

θ0 > un)。此推理被省略。

定理 2.2的多维版本如下。在以下的定理 2.3和 2.5中，渐近效率在不同
的方向上变化。这是这些定理的主要区别特征。

令 V 为Rd和 0 ∈ V 中的有界凸开集。记 V̄ 为集合 V 的补集。
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定理 2.3 令统计实验 E = {(S,B),P θ, θ ∈ Θ}在点 θ0 ∈ Θ ⊂ Rd 处具有有

限的费希尔信息。令估计量 θ̂n 为 un 一致。然后，对于任意估计量 θ̂n，我

们有

lim inf
n→∞

(nu2
n)

−1 logP θ( θ̂n − θ ∈ unV̄ ) ≥ −1

2
inf
τ∈V̄

τT I(θ)τ (2.15)

此外，对于任何一个顶点在原点且内部非空的锥体 K，存在

lim inf
n→∞

(nu2
n)

−1 logP θ( θ̂n − θ ∈ unV̄ ∩K) ≥ −1

2
inf

τ∈V̄ ∩K
τT I(θ)τ. (2.16)

θ ∈ Θ ⊂ Rd 的情况与 θ ∈ Θ ⊂ R1 类似，也归结为在两个点上估计一个参

数的问题。

以下局部渐近 Bahadur效率的下界是从定理 2.3推导出来的。我们称估
计量 θ̂n局部一致收敛，如果对于任意的 θ0 ∈ Θ，存在点 θ0的一个邻域 U，

使得对于任意的 ε > 0，有

lim
n→∞

sup
θ∈U

P θ( |θ̂n − θ| > ε) = 0. (2.17)

定理 2.4 设统计实验 E = {(S,B),P θ, θ ∈ Θ}在点 θ ∈ Θ ⊂ R1处具有有限

的费舍尔信息。设估计量 θ̂n局部一致收敛。那么，对于任意估计量 θ̂n，我

们有。

lim inf
u→0

lim
n→∞

(nu2)−1 logP θ( θ̂n − θ ∈ uV̄ ) ≥ −1

2
inf
τ∈V̄

τT I(θ)τ. (2.18)

此外，对于任何以零为顶点且具有非空内部的锥体 K，存在

lim inf
u→0

lim
n→∞

(nu2)−1 logP θ( θ̂n − θ ∈ uV̄ ∩K) ≥ −1

2
inf

τ∈V̄ ∩K
τT I(θ)τ. (2.19)

局部一致收敛的要求替换了通常用来证明 Bahadur渐近效率下界的相合性
要求。然而，在一致性条件下，证明（2.16）需要为概率测度族 P θ,θ ∈ Θ引

入额外的正则性条件（参见 Th. 9.3, Ch.1在 [8]和 [6]中的内容）。
注意函数 g 在 L2 中的可微性要求 (2.3) 可以被 [4]中关于函数 g 本身

行为的较弱条件 (2.5)-(2.7) 所取代。
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2.4 Bahadur 渐近效率的多维下界

估计量 θ̂n 称为参数 θ ∈ Θ的一致估计量，如果对于任意的 θ ∈ Θ，对

于任意的 ε > 0，我们有

lim
n→∞

P θ( |θ̂n − θ| > ε) = 0. (2.20)

定理 2.5 令 θ̂n 为参数 θ ∈ Θ的一致估计量。令 θ0 ∈ Θ。令 Ω ⊂ Rd 为开

集，使得 0 /∈ Ω和 θ0 + Ω ⊂ Θ。

然后，对于任意的 θ̃ ∈ θ0 + Ω，我们有

lim
n→∞

1

n
logP θ0( θ̂n − θ0 ∈ Ω) ≥ −

∫
S

log f(x, θ̃)

f(x, θ0)
f(x, θ̃) ν(d x). (2.21)

证明类似于 [3, 8]。记 −K 为（2.21）的右侧。由詹森不等式，（2.21）的右
侧是非正的。

我们定义指示函数 λn = λn(θ̂n − θ0) = 1，如果 θ̂n − θ0 ∈ Ω和 λn =

λn(θ̂n − θ0) = 0，如果 θ̂n − θ0 /∈ Ω。

我们将 r = n(K + δ)与 δ > 0放在一起。

表示

Gn = Gn(X1, . . . , Xn, θ0, θ̃) =
n∏

j=1

f(Xj, θ̃)

f(Xj, θ0)
. (2.22)

我们有

P θ0(θ̂n − θ0 ∈ Ω) = Eθ0λn

≥ Eθ0(λn1(Gn < exp{r})) ≥ exp{−r}E θ̃

{
λn1(Gn < exp{r})

}
≥ exp{−r}(P θ̃(θ̂n − θ0 ∈ Ω)− P θ̃(Gn > exp{r})).

(2.23)

由于 θ̂n是一致估计量，我们有

lim
n→∞

P θ̃(θ̂n − θ0 ∈ Ω) (2.24)

根据大数定律，我们有

lim
n→∞

P θ̃

( 1
n
|Gn − nK| > δ/2

)
= 0. (2.25)

由 (2.23) -2.25)，我们得到 (2.21).
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