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摘要 量子算术计算需要大量的暂存量子位以保持可逆性。这些操作所需的量子位和门资源
等同于输入或输出寄存器中较大的那个，这是由于状态编码造成的。量子哈密顿计算（QHC）
通过在单个旋转量子门内对逻辑运算的输入进行编码而引入了一种新方法。这一创新将所
需量子位寄存器 N 减少到输出状态 O 的大小，其中 N = log2 O。利用 QHC原理，我们
展示了可逆半加法器和全加法器电路，这些电路压缩了标准Toffoli+CNOT布局 [Vedral等
人，《物理评论 A》，54, 11, (1996)] 从量子半加法器电路的三量子位和四量子位格式以及使
用五个量子位的五级 Fredkin门 [Moutinho等人，《PRX能源》2, 033002 (2023)] 全加法器
电路；将其压缩到两量子位，4×4希尔伯特空间。这里呈现的方案针对在量子硬件上评估的
经典逻辑进行了优化，由于幺正演化可以一定程度上绕过经典 CMOS能限。虽然我们在本
文中避免了输入和输出状态的叠加，但这原则上仍然是可行的。我们看到QHC的最佳应用
是在寻找评估任何真值表所需的最小量子位和门资源方面，利用集成量子电路或光子学推
进 FPGA能力。

Keywords: 量子算术 · 量子哈密顿计算 · 加法器。

1 介绍

最小且最高效的算术运算符问题正接近原子极限。每晶体管少于数百个原子时，泄漏
和能量耗散至少为每比特 kT ln 2，变得难以接受 [1–3]。可逆量子逻辑可以在一定程度上绕
过这些限制 [2–4]。遵循这一原则，早期的量子加法器 [4, 5]使用 Toffoli 和 CNOT 门实现
了二进制加法，但需要额外的辅助量子比特以实现可逆性和状态嵌入。在这篇手稿中，我
们将任何不需要用于编码输出的量子比特视为辅助量子比特。这使我们的方法区别于其他
无需辅助量子比特的方法，在转译为通用门时不需要任何额外量子比特，如三量子比特半
加器和四量子比特全加器。在这里，输入嵌入所需的量子比特不被视为辅助量子比特。为
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了强调这一区别，我们将用于嵌入的量子比特称为临时量子比特或临时寄存器，作为一种
形式上的辅助量子比特。

例如，标准的可逆半加器和全加器电路 [6]分别需要三个和四个量子比特来生成求和输
出和进位输出而不擦除输入。即使输入是经典的，使得输入和输出都是乘积态，因此是可
分离态，这一点仍然成立。这种“临时”量子比特开销不仅增加了希尔伯特空间的维度（对
于三个量子比特为 8维，对于四个量子比特为 16维），而且还添加了大量门来取消中间结
果，使实际实现变得更加复杂。最近的设计减少了 T计数或辅助计数——有时减少到一甚
至零 [7–9]，其中额外的辅助指的是半加器输入嵌入之外和全加器四个量子比特所需的必要
量子比特。

量子哈密顿计算（QHC）将布尔输入编码在哈密顿矩阵元素中，而不是基态种群中，从
而最小化逻辑门的状态计数 [10–13]。之前在单分子平台上的 QHC研究实现了不需要量子
比特并依赖内在不可逆动力学的四状态半加器和八状态全加器；后来的研究引入了多能量
读出方案以进一步压缩有效哈密顿量 [12, 13]。
理论研究表明，可以通过使用双硝基功能化的纳米石墨烯分子并由石墨烯电极桥接的

QHC电路将经典数据编码为旋转角度，其中硝基团的旋转作为二进制输入共同实现半加器
布尔操作 [14]。将这些想法适应于量子计算就是要找到一个依赖于二进制输入制定给定真
值表所需逻辑输出的幺正矩阵 U(

−→
θ ) = exp(−iH(

−→
θ )t)，针对给定输入

−→
θ。从这个角度来

看，我们认为可以制定一种量子表示（以量子门的形式），仅使用 N = log2(O)个量子比特
就能得到给定输出（遵循相应的真值表），其中 O是可能输出的数量。

使用QHC范式，我们展示了仅用两个量子比特构建的可逆半加器和全加器电路。这与
传统设计相比，在所需资源方面有显著减少。我们的半加器和全加器都在 4Œ4希尔伯特空
间（两个量子比特）内运行，而不是以前方法所需的 8Œ8（三个量子比特），或 16x16（四
个量子比特）或更大的空间。目前，这些电路仅限于经典的布尔输入，无法处理输入的量子
叠加态。

2 电路设计

如图 1(a)所示，该设备使用两个制备在 |ψ(t = 0)〉 = |00〉态的量子比特。一个 4×4 单
位矩阵 U(α, β)将动态限制在一个受保护的子流形内，并将角度 (α, β) ∈ {0, 1}2 编码为逻
辑输入。U(α, β)过滤并映射结果振幅到最终量子比特上，然后在计算基中测量这些量子比
特以获得 SUM（异或）和 CARRY（与）输出。

U(α, β) =


A B − F B + F 0

B + F A B − F 0

B − F B + F A 0

0 0 0 1

 , (1)
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其中

A =
1

3

(
2 cos

(
2

3
π(α+ β)

)
+ 1

)
,

B =
1

3

(
1− cos

(
2

3
π(α+ β)

))
,

F =
sin

(
2
3
π(α+ β)

)
√
3

.

(2)

对应的半加器哈密顿量是

Hha(α, β) =
2iπ(α+ β)

3
√
3

hha =
2iπ(α+ β)

3
√
3


0 −1 1 0

1 0 −1 0

−1 1 0 0

0 0 0 0

 . (3)

该哈密顿量的时演化 U(α, β) = exp(−ihhateff(α, β))表明，可以在由 teff(α, β) =
2iπ(α+β)

3
√
3
给

出的时间点上提取出半加器的解。在整个工作中，我们采用约化普朗克常数为 h̄ = 1的单
位系统。

图 1: (a) 具有经典二进制输入 α和 β的两量子比特 QHC-半加器电路直接在电路内部实现。
(b) 具有经典二进制输入 α、γ 和 β 的两量子比特 QHC-全加器电路直接在电路内部实现。

给定初始状态 |00〉 =
(
1 0 0 0

)T

我们可以完成半加器的真值表和响应如下：

U(0, 0) |00〉 = |00〉

U(0, 1) |00〉 = |01〉

U(1, 0) |00〉 = |01〉

U(1, 1) |00〉 = |10〉

(4)

我们现在可以将图 1(b)中所示的全加器协议进行一般化。再次，该设备使用两个处于
|ψ(t = 0)〉 = |00〉态的量子比特。一个 4×4幺正矩阵 U(α, γ, β)将动力学限制在一个受保护
的子流形内，并编码角度 (α, γ, β) ∈ {0, 1}2 作为逻辑输入。矩阵 U(α, γ, β)过滤并将结果
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振幅映射到最终的量子比特上，然后在计算基中测量这些量子比特以得到 SUM（异或）和
CARRY输出。

相应的矩阵具有以下形式：

U(α, γ, β) = 1
4


l + 2m+ 1 −2n− p− iq + 1 l − 2m+ 1 2n− p− iq + 1

2n− p− iq + 1 l + 2m+ 1 −2n− p− iq + 1 l − 2m+ 1

l − 2m+ 1 2n− p− iq + 1 l + 2m+ 1 −2n− p− iq + 1

−2n− p− iq + 1 l − 2m+ 1 2n− p− iq + 1 l + 2m+ 1

, (5)

其中

l = eiπ(α+β+γ),

m = cos
(
1

2
π(α+ β + γ)

)
,

n = sin
(
1

2
π(α+ β + γ)

)
,

p = cos(π(α+ β + γ)),

q = sin(π(α+ β + γ)).

(6)

参见第 4节附录以获得方程 (5) 的推导步骤。

相应的全加器哈密顿量为

Hfa =
1

4
π(α+ β + γ)hfa =

1

4
π(α+ β + γ)


−1 1− i −1 1 + i

1 + i −1 1− i −1

−1 1 + i −1 1− i

1− i −1 1 + i −1

 . (7)

该哈密顿量的随时间演化 U(α, β) = exp(−ihfateff(α, β, γ))表明，在 teff(α, β, γ) =
1
4
π(α+

β + γ)给定的时间点可以提取出全加器的解。

应用全加器门我们得到相应的真值表

U(0, 0, 0) |00〉 = |00〉 U(0, 0, 1) |00〉 = |01〉

U(0, 1, 0) |00〉 = |01〉 U(0, 1, 1) |00〉 = |10〉

U(1, 0, 0) |00〉 = |01〉 U(1, 0, 1) |00〉 = |10〉

U(1, 1, 0) |00〉 = |10〉 U(1, 1, 1) |00〉 = |11〉 .

(8)
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3 结论

在本研究中，我们介绍了量子哈密顿计算作为执行量子算术运算的方法，该方法通过
将经典输入编码在一个量子门内减少了量子比特的负担。我们的两量子比特半加器和全加
器电路在 4Œ4希尔伯特空间中需要比传统教科书上的可逆设计（由Toffoli门加上清理门构
成）更少的资源 [4,5,15,16]。利用幺正演化使我们能够绕过经典 CMOS的能量限制，并以
更少的量子比特和门实现可逆逻辑，其中量子比特的数量仅与可能的输出状态呈对数依赖
关系。此外，QHC幺正可以在一个模拟脉冲中实现完整的真值表，只要该门可以在相应的
量子硬件上实施。虽然当前的设计目标是经典逻辑而没有利用输入和输出态的叠加，但应
该清楚的是，在原则上这是可能的，并且可以简单地将输入从二进制转换为实数值来实现
这一点。然而，找到的幺正并不是完全表达式的，只能映射希尔伯特空间中的一个子流形。
消除这种限制会导致再次需要擦除量子比特，因此对之前的实施没有好处 [4]。然而，可以
优化该子流形以评估电路中预期最突出的叠加态，而无需引入额外的量子比特。

QHC框架通过利用量子架构来最小化能耗，有望推动 FPGA设计的进步。这种方法在
量子电路、集成量子光子学和其他新兴技术中具有潜在应用，特别是在集成量子光子设备
的操作速度可以超过经典计算机 [17]的情况下。
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4 附录：全加器幺正矩阵 U(α, γ, β)的构造

令两个量子比特的计算基按如下顺序排列：{|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉}。我们可以固定列向
量（即控制或特征向量）为：

V = |00〉 , (A.1)

以及三个实参数 α, γ, β ∈ R。任务是构建一个 4 × 4幺正矩阵 U(α, γ, β)，使得当每个
参数被限制在布尔集 {0, 1}中时，八个输入三元组映射为

(α,γ,β) U(α, γ, β)V

(0, 0, 0) |00〉
(0, 0, 1) |01〉
(0, 1, 0) |01〉
(0, 1, 1) |10〉
(1, 0, 0) |01〉
(1, 0, 1) |10〉
(1, 1, 0) |10〉
(1, 1, 1) |11〉
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我们现在定义一个 4-循环置换矩阵R作为

R = |01〉 〈00| + |10〉 〈01| + |11〉 〈10| + |00〉 〈11| . (A.2)

方程（A.2）循环排列基底 |00〉→|01〉→|10〉→|11〉→|00〉; 因此R4 = I4。写成矩阵形式，

R =


0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

 , R†R = I4.

因为R是么正的，主矩阵对数

R = e−iH , H = i logR, H† = H, (A.3)

是 Hermitian的。（R的本征值是单位 {1, i,−1,−i}的四次根。）
三参数族可以定义为

U(α, γ, β) = exp
[
− i (α+ γ + β)H

]
(A.4)

一些代数运算导出了方程 (5)。
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