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摘要
我们提出了一种基于图的深度学习框架，用于预测准一维伊辛自旋系统的磁性特性。晶格几何被编码为一个图，并通

过图形神经网络（GNN）以及全连接层进行处理。该模型在蒙特卡罗模拟数据上进行了训练，并准确再现了磁化曲线的
关键特征，包括平台、临界转变点和几何挫败的影响。它捕捉到了局部模式和全局对称性，证明了 GNN可以直接从结
构连通性中推断出磁行为。所提出的方法能够高效预测磁化强度，无需额外的蒙特卡罗模拟。

Keywords: 伊辛模型，蒙特卡罗方法，图神经网络，深度神经网络。
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I. 介绍

图是一种由顶点集 V 和边集 E 定义的数据结构，表示为 G = (V, E)。近年来，基于图的方法被广
泛应用于分子系统，因为分子可以自然地表示为图。这导致了图神经网络（GNNs）的快速发展，GNNs
是一类设计用于处理图形结构数据的深度神经网络（DNNs）子类。GNNs 在各种应用中表现出强大的
性能，包括预测疏水性 1–3 和毒性 4–7 等理化性质。

在这项工作中，我们将这种方法扩展到统计物理中的问题，特别是到一类一维伊辛模型。系统的
哈密顿量由以下给出：

H = J
∑
~ri, ~R

S~riS~ri+~R + h
∑
~ri

S~ri , (1)

这里，J表示伊辛自旋 S之间的耦合，而 h是外部磁场。我们考虑反铁磁情况下的 J = 1。相互作用

是短程的，满足 ‖~R‖ �系统大小。底层晶格几何形状任意但假设为周期性。自旋位置矢量由 ~ri =

(
x

y

)
给出，其中横向分量满足 y . R。因此该系统是准一维的：它沿着 x 轴延伸，而横向宽度保持有限。
伊辛模型的哈密顿量可以自然地表示为图顶点上的和，其中晶格单元胞的几何结构决定了边的结

构。由于这种表述方式，系统可以通过图同构具有等价的表现形式：连接性相同但布局不同的图是无
法区分的。这使得哈密顿量能够映射到一维形式，从而便于进一步分析。

图 1. 两个交互图的同构表示。顶部显示的是一个最近邻交互链，而底部则展示了一个三腿矩形梯子。

映射是通过将哈密顿量划分成 N 个较小的块来实现的，这些块每隔M 个位置重复一次。总自旋
数由 NM 给出。然后，位于位置 ~ri的每个自旋被重新标记为 S~ri → Sj+iM，其中 j = 0, . . . ,M − 1是
块内索引，i = 0, . . . , N − 1是块索引。

H =
N∑
i=0

(
M∑
j 6=k

Wj,kSj+iMSk+iM +
M∑
j 6=k

W̃j,kSj+iMSk+(i+1)M +
M∑
j

hSj+iM

)
. (2)
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哈密顿量 (2) 完全等价于原始形式 (1) ,但映射到一维表示。总能量表示为 N 个相同结构单元的
和，每个单元包含 M 个自旋。在每个单元内，自旋 Sj 和 Sk 通过耦合矩阵 Wj,k 相互作用，该矩阵编
码了块内的相互作用。矩阵 W̃j,k 描述了位于相邻块中的自旋之间的耦合。

Wj,k和 W̃j,k都是对称的，因为自旋相互作用在交换指标时是不变的。在这项研究中，我们将Wj,k

和 W̃j,k 的矩阵元限制为值 0或 J，分别对应相应自旋之间是否存在反铁磁相互作用。该形式主义通过
允许单位内部和之间的任意耦合模式，推广了经典的伊辛链模型，同时仍然不允许跨越远距离块的长
程相互作用。
为了获得给定配置的Wj,k 和 W̃j,k 的磁化曲线，我们采用经典蒙特卡罗模拟。
哈密顿量 (2)可以自然地解释为一个无向图，其中每个顶点对应一个自旋，边表示成对的相互作

用。一旦收集了模拟数据，我们便使用所得的磁化曲线来训练神经网络。该网络学习从由Wj,k 和 W̃j,k

定义的交互图到相应磁化行为的映射。经过训练后，模型可以在不需要额外的蒙特卡洛模拟的情况下
预测之前未见过的图形配置的磁化曲线。

II. 模型

为了直接从交互图的结构预测磁化强度——而无需依赖计算成本高昂的蒙特卡洛模拟——我们采
用了图神经网络（GNNs）。现代图神经网络（GNNs）非常适合建模如伊辛模型这样的自旋系统，其中
自旋相互作用的基础结构可以自然地表示为一个图。
令 G = (V, E)表示输入图，其中每个边 eij ∈ E 编码自旋 Si 和 Sj 之间的相互作用（即非零耦合

Wij 或 W̃ij）。交互图中的每个节点 ui ∈ V 可能携带各种类型的信息，如结构或拓扑特征。由于实际的
自旋状态未知，fθ 是从图拓扑和编码的边特征映射到宏观可观测量（如磁化强度）的过程。换句话说，
我们想要得到如下关系：

M(h) = fθ(G) (3)

其中 G = (V, E)是输入图，而 fθ 是由可学习权重 θ参数化的 GNN模型
每个节点特征向量初始化为

u
(0)
i =

(
i

ki

)
, (4)

其中 i表示晶胞内的自旋索引（例如，1, 2, 3等），ki 表示连接到节点 ui 的相邻自旋数量。边特征 aij

从相互作用强度（例如Wij = 0或 1）导出。
GNN 通过一系列消息传递层进行操作。在每一层 k，节点 ui 通过一个消息函数从其邻居处聚合

信息：

m
(k)
i =

∑
i 6=j

φ(k)
m

(
u
(k−1)
i , u

(k−1)
j , eij

)
, (5)

其中求和遍历 ui 的邻居，φ
(k)
m 是一个可学习函数，决定消息如何计算。在 (5)中的聚合采用对邻

居进行均匀求和而不使用注意力机制，这与图卷积网络（GCN）框架 8 一致。
然后使用聚合的消息来更新节点的特征：

u
(k)
i = φ(k)

u

(
u
(k−1)
i ,m

(k)
i

)
, (6)
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其中 φ
(k)
u 是一个可学习的更新函数。该过程重复进行 K 层，使自旋状态能够受到交互图中越来

越远的邻居的影响。步骤 (5) – (6)对于每个节点聚合其局部邻域的信息并捕捉每个图的结构特性至关
重要。
经过 k个消息传递层后，特征向量 u

(k)
i 编码了其邻域最多 k跳的信息。GNN架构中的层数 K 是

一个超参数。增加K允许网络捕捉图中的长程依赖关系。然而，选择过大值的K可能导致过度平滑问
题 9,10，在这个问题中，图中节点嵌入变得几乎无法区分。
在我们的案例中，节点的数量因图而异，因为每个图代表了一个具有不同自旋数量的磁系统的一

种不同的配置。然而，模型必须生成一个固定大小的输出（例如，一个标量磁化值），而不考虑图的大
小。为了预测整个系统的属性，在最终层之后应用了一个读出函数 R(·)以生成一个图级别的表示：

uG = R
(
u
(K)
i

)
. (7)

uG是一个固定大小的向量，被称为图嵌入，它编码了来自所有节点 V 的聚合信息。图嵌入是图的
一种连续向量表示形式，捕捉其结构和属性信息。这些嵌入存在于潜在空间中，即一个低维表示空间，
在该空间中图相似性对应于几何接近度。使用 (7)，可以定义描述两个图之间相似性的标量参数。这个
参数是两个向量之间的角度：

S =
(uG,1, uG,2)

‖uG,1‖‖uG,2‖
(8)

此度量反映了两个图级别嵌入 uG1
, uG2

的对齐情况。
若干研究提出了通过嵌入式方法学习和比较图表示的方法。在 11 中，使用带有注意力机制的神经

模型来识别重要节点并估计图之间的相似性。12 中的模型直接使用多尺度卷积进行节点级集匹配，从
而绕过了对固定大小图向量的需求。在研究 13 中，应用了一种基于对称注意力的相似度度量学习方法
来比较图嵌入。
为了获得一个保持置换不变性并捕捉节点嵌入 ui 分布特性的固定长度向量表示，我们采用了

Set2Set 机制 14。该方法将任意大小的无序集合映射到固定维度的嵌入中，反映了关键统计和结构特
征，如聚类、扩散和总体几何形状。结果是，在嵌入空间中，结构相似的图会被投影到相近的位置，即
使它们在大小或拓扑上有所不同，而结构不同的图则会产生更多发散的结果。
我们现在提供对该机制如何运作的更详细描述。Set2Set读出是通过一个由 LSTM控制的迭代注

意力过程在 T 步中计算得出的。长短期记忆（LSTM）网络 15–17使模型能够捕捉长期依赖关系并从节
点特征集合中聚合全局信息，生成一个排列不变向量 uG来概括整个图。
每次迭代 t，都会执行以下操作：LSTM 更新：

(qt, ct) = LSTM(rt−1, (qt−1, ct−1)), q0 = 0, c0 = 0, r0 = 0 (9)

向量 qt 表示控制器的隐藏状态，并确定当前注意力焦点或图的不同部分的重要性。记忆单元状态
ct在迭代过程中保留长期上下文信息。
权重的归一化：

α
(t)
i =

exp
(
u>
i qt
)

n∑
j=1

exp
(
u>
j qt
) , for i = 1, . . . , n (10)

在每次迭代步骤中，计算一个注意力权重向量来给图形的不同部分分配重要性分数。

rt =
n∑

i=1

α
(t)
i ui (11)
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节点嵌入然后使用这些权重进行聚合，以生成一个上下文向量，该向量概括了最相关的结构信息。
经过 T 次迭代后，获得最终的图嵌入：

uG = [r1‖r2‖ · · · ‖rT ] (12)

模型的最终阶段是一个多层感知器（MLP），它是深度神经网络（DNN）的一个简单子类，由多个
全连接层组成。每一层包含神经元，且一层中的所有神经元都与下一层的所有神经元相连。给定一个
图级嵌入 uG，具有 L层的 MLP 会将其转换如下：

m(0) = fuG (13)

m(l) = σ
(
WMLP

(l)h(l−1) + bMLP
(l)
)
, for l = 1, . . . , L− 1 (14)

ŷ = WMLP
(N)m(N−1) + bMLP

(N) (15)

其中，WMLP
(l)和 bMLP

(l)分别是第 l层的权重矩阵和偏置向量，而 σ(·)是一个非线性激活函数。
令 h = (h1, h2, . . . , hk)是一组离散的外部场值。输出向量M(h)表示对应于每个值 hi 的哈密顿量

(2)的预测磁化强度。

M(h) =


M(h1)

M(h2)
...

M(hk)

 (16)

输出向量的每个组件 ŷi对应于离散场 hi的预测值，即，

M(hi) = ŷi, for i = 1, . . . , k. (17)

因此，我们可以从输入图构建以下计算管道到输出：

V, E −→ GCN −→ Set2Set −→ MLP −→ ŷi

输出向量 ŷi 用于定义损失函数 L，该损失函数量化了预测磁化曲线与参考磁化曲线之间的差异。
通过最小化此损失来训练模型，随着 L的减小，性能得到提升。具体而言，采用均方误差（MSE）作
为损失函数：

L =
1

k

k∑
i=1

(
ŷi − M̃i

)2
(18)

其中 M̃i表示从蒙特卡罗模拟计算出的磁化值，而 ŷi是与外部磁场值 hi相对应的模型预测。

训练 18 是指通过迭代调整模型参数以最小化预定义的损失函数的过程，该损失函数量化了预测输
出 ŷi与真实目标 M̃i之间的差异。在训练过程中，模型优化其参数 θ以最小化 L。

θ = {WMLP, bMLP,WSet2Set, bSet2Set,WGCN, bGCN} (19)

在每个训练步骤中，计算损失函数关于模型参数 θ的梯度：
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∇θL =
∂L
∂ŷi
· ∂ŷi
∂θ

(20)

在梯度下降中，模型参数通过向与损失梯度相反的方向移动来进行更新。具体来说，如果 θt 表示
第 t次迭代的参数且 L(θt)是损失，基本更新公式为

θt+1 = θt − η∇θL(θt),

其中 η 是学习率。权重矩阵 WMLP,WSet2Set,WGCN 在训练过程中的结构和演变对网络的动力学和泛化
能力起着关键作用。最近的研究 19 表明，这些矩阵的谱特性，特别是其奇异值的分布，可以强烈影响
训练过程。

反向传播 20,21 是用于计算损失函数相对于模型参数的梯度的算法。它应用微积分的链式法则，有
效地将误差信号从输出层向后传递通过整个网络。这使得模型能够确定每个参数对误差的影响，并相
应地进行更新。这包括应用链式法则将梯度从输出层向后传播至多层感知机（MLP），然后通过 Set2Set
机制，最后到达图卷积网络（GCN）层。

GCN←− Set2Set←− MLP

当训练完成后，模型可以预测任何输入图形的磁化曲线M(h)。这些预测的质量强烈依赖于训练数
据集的代表性和多样性，以及训练过程的效率，包括超参数调整和优化策略。

III. 训练和调优

该数据集是通过收集 80个不同样本的磁化强度对外部磁场依赖性的方法获得的。每个样本基于包
含 1到 16个自旋的结构单元，并且单元内的相互作用和单元间的连接模式由特定的输入图定义。将该
单元翻译 250次以形成整个晶格。在每个晶格上，使用Metropolis算法执行了蒙特卡罗计算。逆温度
为 β = 5.0。磁场间隔使用了 −4 < h < 4。对于每个磁场的蒙特卡罗计算进行了 12个循环。每个循环
包含 106步骤。最终磁化强度作为循环的平均值进行计算。结果，对于这 80个样本中的每一个，获得
了其磁化强度作为外部磁场和相应输入图的函数。这些数据共同构成了用于训练和评估的数据集。

在我们的问题中，目标输出是磁化曲线M(h)，已知它是外部磁场 h的奇函数且非递减。也就是说，
它满足：

−M(−h) = M(h),
dM

d|h|
≥ 0. (21)

然而，模型输出函数的对称性性质并未在模型架构中明确编码或强制执行。一种简单的方法是通
过增加惩罚项来增强损失函数 L，当 M̂(H)不单调或不对称时，这些惩罚项会增加损失：

Ltotal = LMSE + λ1 · Lasym + λ2 · Lnonmono, (22)

其中 Lasym惩罚 M̂(H) 6= −M̂(−H)，而 Lnonmono惩罚 M̂(H)减少的区域。然而，经验观察表明，
这样的惩罚会降低整体性能并导致回归任务中的准确性损失。

让我们探索一种使用累积增长并带平台控制的替代方法。设 zi = ŷi 为所有 hi > 0的 MLP 块输
出。我们定义一个正向增长率向量 ∆+如下：
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∆+
i = log (1 + ezi) . (23)

∆+
i > 0对所有 zi 成立。目标是构造一个依赖于 h单调的输出向量 ŷright ∈ [0, 1]k，并且具有可解

释的增长步骤。

ŷright =

[
f(∆1), f(∆1) + f(∆2), . . . ,

∑k
i=1 f(∆i)

]
∑k

i=1 f(∆i)
, (24)

让我们定义向量 f(∆i)如下：

f(∆i) = ∆+
i δ[∑∆+

i >τ ] (25)

克罗内克符号 δ[∑∆+
i >τ ]引入了一个平台掩码来控制 yright(h)的分步行为：

δ[zi>τ ] =

1, if
∑

∆+
i > τ,

0, otherwise.
(26)

其中 τ 是高原阈值的超参数，求和
∑

∆+
i 在当前高原上进行。

为了确保对称性，我们定义左侧减少为：

ŷleft = −flip(yright), (27)

最终的平滑函数将会是这样的：

ŷsmooth = [yleft, 0, yright] . (28)

这确保了所得函数是奇函数且单调。

最终的预测输出是一个加权和：

ŷ = (1− α) · ŷi + α · ŷsmooth, (29)

允许模型结合学习到的尖锐响应与平台感知的累积行为。即使一个小的 α ≈ 0.05也能产生更平滑
的结果和更具相关性的M(h)曲线。

在机器学习中，超参数如 α是外部配置值，它们不是从训练数据中学到的，而是在训练过程开始
之前设置的。它们定义了模型的结构并影响训练动力学。选择合适的超参数对于实现良好的性能和模
型泛化至关重要。

对于 GCN→Set2Set→MLP 架构 22，关键超参数包括：学习率、MLP 中的层数、每层 MLP 的隐
藏单元数、GCN 层的数量、激活函数的选择、批处理大小和训练周期数、平台阈值、混合系数。找到
超参数的最佳组合是一项非平凡的任务。一种常用的方法是网格搜索 23，其中对每个超参数都穷尽探
索预定义的一组可能值。模型针对每种组合进行训练，选择验证性能最佳的一种。然而，随着超参数的
增加，网格搜索变得效率低下，尤其是对于 GCN+Set2Set+MLP 这样的复合模型。在复合模型的情
况下，手动调整超参数可能更有效，因为它允许根据性能立即反馈进行顺序调整。此外，虽然损失函数
衡量了预测输出与目标输出之间的差异，但它通常不能反映预测的物理合理性。
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IV. 结果

一个单独的测试数据集是按照与训练数据集相同的程序构建的。每个条目由一个输入交互图和相
应磁化曲线M(h)组成。重要的是，测试集中包含的图形完全不同于训练期间使用的那些图形，确保模
型没有接触过它们的结构特征，并允许对泛化性能进行无偏评估。
为了定量评估通过蒙特卡罗模拟获得的预测磁化曲线与参考磁化曲线之间的吻合程度，采用了以

下复合误差指标：

E =
1

2
· 1
k

k∑
i=1

∣∣∣MMC
i −Mpred

i

∣∣∣+ 1

2
· 1
k

k∑
i=1

∣∣∣∣dMMC

dhi

− dMpred

dhi

∣∣∣∣ (30)

该比较是在 k个离散外部磁场值上进行的，这些值如 (17)中所定义。此指标同时量化了磁化值的
绝对偏差以及局部斜率的差异，从而捕捉到了预测曲线中的垂直和结构误差。
在对之前未见过的测试图进行评估时，该模型显示了定性准确，并且在许多情况下与蒙特卡罗结

果定量精确一致。观察到的最小误差为 E = 0.045。试图通过聚类及相关分析技术将预测准确性与图形
的结构属性相关联并未产生任何一致模式。因此，我们无法可靠地预测哪些图配置在我们的模型上表
现更好。最大的误差 E = 0.389观察到了两腿矩形格子中。这种相对较差的表现可能归因于该几何形
状的结构规则性和低复杂性，这可能会限制GNN提取信息交互特征的能力。或者，它可能是由训练数
据集中的不平衡或稀疏引起的。
为了调查数据集的结构组织，我们采用了 t分布随机邻域嵌入（t-SNE）算法，这是一种非线性降

维技术，可以将高维数据投影到低维空间中，同时保留局部相似关系 24 。应用于图表示，t-SNE允许
对聚类倾向和图实例之间的结构相似性进行定性评估。
如图 2所示，二维 t-SNE 嵌入揭示了四个松散分离的区域，每个区域大致对应于特定类型的图形

结构。浅蓝色区域主要包含类似矩形的晶格，这些晶格表现出高度的规则性和对称性。粉色区域主要
对应于链状且非挫败的晶格。红色和深蓝色区域主要由具有更复杂连接性的挫败晶格组成，包括奇数
环和侧耦合等模式。
然而，应该注意到在这些区域中的某些程度上可能仍然存在挫败感，并且 t-SNE聚类数据的确切

标准并未完全确定。观察到的聚类反映了高维输入空间中的模式，但并不一定对应于唯一的物理分类。
尽管如此，这种可视化表明学习到的图嵌入捕捉到了可能与预测磁性行为相关的结构差异。
尽管存在这些限制，该模型仍能一致地捕捉到大多数测试案例中磁化曲线的基本定性特征，包括

磁化平台的数量和高度，以及过渡点的位置。
结构信息系统地反映在模型生成的预测中。具有更高对称度的图通常会产生更平滑的磁化分布，而

那些连接稀疏或不规则的图则表现出更突然的过渡。
这些趋势与一维自旋系统已建立的理论结果一致。先前的研究表明，非挫折构型倾向于表现出明

确的磁化台阶和尖锐的磁场诱导转变 25–27 。相比之下，挫折几何结构——特别是那些涉及奇数长度循
环上的反铁磁耦合或显示出组分无序的结构——导致更复杂的磁化行为，包括平台平坦化、延迟饱和
以及总磁化的抑制 28–32 。值得注意的是，所提出的模型仅基于结构输入就成功捕捉到了这些定性差异，
突显了其提取并内化控制低维磁现象的基本物理特征的能力。
此外，该网络对已知会引入挫败感的局部结构基序表现出敏感性，例如侧面耦合和奇数校验周期，

这反过来又调制了磁化曲线的全局形态。
一旦训练完成，该模型便能够快速预测由方程 (2)描述的任意一维自旋链拓扑的磁化行为，从而避

免了重复的蒙特卡洛采样。这使得计算开销显著减少，同时保持物理上一致的输出。
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图 2. t-SNE 投影展示了数据集中的四个不同聚类。浅蓝色区域对应矩形晶格，粉色区域对应链状非挫败晶格，红色和
蓝色区域代表不同类型的成绩晶格。

本研究采用了反铁磁伊辛模型与 J = 1作为最小但非平凡的设置，以评估基于图的神经网络在编
码和预测磁响应函数方面的有效性。未来改进的几个途径自然随之而来。加入表示耦合常数大小和符
号的边级属性可以提高模型的表现力。集成注意力机制可能进一步使网络能够有选择地强调物理上显
著的子结构。将框架扩展到更高维度的自旋系统将允许研究更复杂的几何挫折和相行为形式。此外，推
广到包括 Potts、Heisenberg 和量子变体在内的替代自旋模型将进一步扩大该方法的应用范围，并通过
基于结构的学习促进对磁性的深入探索。
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