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ABSTRACT

联邦学习（FL）面临一个关键的两难境地：现有的保
护机制如差分隐私（DP）和同态加密（HE）强制执
行严格的权衡，迫使在模型效用和计算效率之间做出
选择。这种缺乏灵活性阻碍了实际实施。为了解决这
个问题，我们引入了 ParaAegis，这是一个并行保护框
架，旨在让从业者灵活控制隐私-效用-效率的平衡。我
们的核心创新是一个战略性的模型分区方案。通过将
轻量级DP应用于不那么关键、低范数的部分模型，同
时使用HE保护其余部分，我们创建了一个可调系统。
一个分布式投票机制确保了对这种分区的一致性。理
论分析证实了在相同隐私水平下的效率和效用之间的
调整。至关重要的是，实验结果表明，通过调整超参
数，我们的方法能够灵活地优先考虑模型准确性或训
练时间。

Index Terms— 联邦学习，差分隐私，同态加密

1. 介绍

联邦学习（FL）是一种分布式机器学习范式 [1]，
因其能够促进数据孤岛之间的有限数据流动而引起了
越来越多的关注。然而，尽管 FL具有明显的优势，但
也面临着潜在的挑战，其中隐私和安全方面的挑战是
目前一个重要的研究方向。由于这个过程涉及在复杂
的网络环境中传输信息，恶意设备更容易窃听链路并
拦截传输的模型。虽然本地数据并未直接包含在模型
参数中，但有研究表明可以从传输的模型 [2,3]中重构
出本地训练数据。

差分隐私（DP）和同态加密（HE）是最广泛用于
确保隐私和安全的技术。DP 提供了一个正式的数学

框架来衡量系统的隐私性。在 FL 的背景下，它通常
涉及梯度裁剪和噪声添加等技术以满足 DP 要求。另
一方面，HE 允许对加密数据执行加法或乘法等计算，
而不会泄露底层信息。DP倾向于降低模型准确性，随
着隐私保护级别的增加，影响也越来越大 [4]。HE 在
保持数据安全的同时，显著增加了训练时间和通信开
销 [5]。因此，在 FL 中平衡隐私、实用性和效率仍然
是一个重大挑战，当前的研究正在探索结合不同保护
方法的混合方法以解决这些权衡问题。

一些研究探讨了平衡隐私、准确性和效率的潜力
[6–8] 。然而，这些工作并没有进一步探究隐私、效用
和效率之间隐含权衡关系的优化问题。为了解决这个
问题，我们提出了 ParaAegis，一个 DP-HE并行利用
的 FL框架，在该框架中模型参数被分为两部分，并
分别通过 DP和 HE进行保护。为了处理客户端间模
型划分一致性的难题，我们提出了一种投票机制。在
这一机制下，客户端将本地分区上传至服务器，然后
服务器统计每个索引出现的次数，并选择最频繁出现
的部分作为全局分区。我们的理论分析和实证结果表
明，涉及 DP和 HE并行保护的模型分区提供了隐私-
效用-效率权衡的重要灵活性。此外，在固定分区比
例下，基于最大范数选择 HE部分的分区策略进一步
提高了模型准确性，同时没有损害隐私和效率。代码
可在 https://anonymous.4open.science/r/ParaAegis/
获得。

2. 初步的

在 FL的背景下，我们考虑 n个客户端，每个客
户端都有一个不同的本地数据集。第 i个客户端的本

https://anonymous.4open.science/r/ParaAegis/
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https://cenxiv.cn/cn-pdf/2509.13739v1


地目标函数表示为 fi :=
∑

(x,y)∈Di
`i(w;x, y)，其中w

和 (x, y)分别是参数和样本。全局目标是各本地目标
加权平均的结果，权重由每个客户端的数据样本数量
决定。在学习过程中，客户端和服务端交替交换本地
更新 ui和全局更新 u。

为了保护传输的更新免受反转攻击，一些方法建
议应用 θ-范数裁剪和高斯噪声注入以提供客户端级差
分隐私的理论保证（请参阅 [4]的形式定义）：

ûi :=
ui

max{1, ‖ui‖2 θ}
+ zi ∼ N (0, σzI). (1)

动态规划对效率的影响可以忽略不计。然而，其对效
用的负面影响主要来自于剪枝和噪声添加，一些研究
表明这些操作的幅度与模型准确性之间存在负相关
关系。

前述方法通常会牺牲模型准确性。另一种优先考
虑实用性而牺牲效率的方法是全同态加密 HE [9]。使
用这种密码学方法，客户端通过公钥将本地更新加密
为密文 JuiK。然后服务器利用同态加法原语在加密域
中聚合这些密文，从而生成一个加密的全局更新 JuK。
最后，客户端可以使用私钥解密此结果。在整个过程
中，HE的密码学特性保证所有信息保持计算安全。HE
对实用性的影响可忽略不计，而其效率开销通常与明
文字长呈线性增长。在各种 HE方案中，CKKS密码
系统 [10]特别适用于联邦学习，因为它支持实值向量
的明文空间，并具有内在的批量处理能力。因此，本
文中的 HE组件基于 CKKS方案。

3. 方法论

在本节中，我们详细阐述了所提出的 DP-HE并
行保护方法 ParaAegis。我们的方法详见算法 1，并受
到以下观察的启发：深度学习模型中的所有参数对学
习过程的贡献并不相同。具有较大范数的更新倾向于
更有力地指导模型的收敛。然而，正如方程 1所示，这
些大范数的更新也最容易受到 DP固有的裁剪和噪声
注入的影响，这可能会损害模型的效用。

我们框架的核心理念是将本地更新向量 ut
i 分成

两个不相交的子集。一个小型高范数子集，记为ut
i,HE，

通过同态加密（HE）进行保护，以保持其精度。剩余

Algorithm 1 提议的 ParaAegis
1: 初始化全局模型 w0并将其广播给客户端
2: for t = 1 to T do
3: 随机抽样客户端 Ct ⊆ [M ]

4: for all i ∈ Ct in parallel do
5: 在本地训练模型K 个周期；
6: 计算局部更新 ut

i := wt,K
i −wt

i；
7: 根据最高 r%范数选择 ut

i 的索引以构建分
区向量 vt

i；
8: 将 vt

i 上载到服务器；
9: end for

10: 聚合分区 vt := Voting(vt
i)；

11: 发送 vt给客户端；
12: for all i ∈ Ct in parallel do
13: 根据 vt将 ut

i 分为 ut
i,DP 和 ut

i,HE；
14: 通过等式 1扰动 ut

i,DP 到 ût
i,DP；

15: 使用公钥加密 ut
i,HE 到

q
ut

i,HE
y
；

16: 将 ût
i,DP 和

q
ut

i,HE
y
上载到服务器；

17: end for
18: 分别将更新聚合为 ût

DP和 Jut
HEK，然后发送给

所有客户端；
19: for all i = 0 to M − 1 in parallel do
20: 使用密钥解密 Jut

HEK到 ut
HE；

21: 根据 vt整理 ût
DP 和 ut

HE 成为 ut；
22: wt+1 := wt + ut ；
23: end for
24: end for

的大多数参数 ut
i,DP则通过差分隐私（DP）机制进行

保护。这种划分使得采用 DP保护的组可以使用一个
较小的裁剪阈值，从而减少噪声并保持效用。同时，将
同态加密的应用限制在一个小子集上能够最小化其计
算和通信开销。

CKKS方案的基于向量的性质需要所有客户端有
一个共同的划分，这要求在划分索引上达成共识。我
们通过受 FL模型聚合启发的服务器聚合投票机制实
现这一共识（图 1）。在这个过程中，每个客户端对其
最高范数参数的索引进行“投票”作为 vi。然而，以
明文形式传输这些索引会构成重大隐私风险，因为它
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Fig. 1. 投票机制的说明。每个客户端为 HE保护提议
索引。服务器聚合这些提议并选择被提议次数最多的
前 k个索引（例如，索引 1和 4）来形成所有客户端的
全局分区。

会泄露有关本地更新的信息。为减轻这一问题，索引
被加密。由于服务器的任务仅限于计票，标准非同态
加密就足够了。服务器接收所有加密的局部划分，通
过选择出现频率最高的索引来确定全局划分（可识别
为唯一的密文），然后将该划分分发给所有客户端以应
用于各自的更新。

ParaAegis 框架中固有的权衡可以通过分区比例
进行调整。为简化起见，我们将 r 定义为分配给 HE
保护分区的总参数的比例，剩余的 (1 − r) 部分则由
DP进行保护。该比率充当关键杠杆：当 r减小时，保
护更多依赖于 DP，这在可能牺牲效用的情况下提高
了效率；而较大的 r 则将平衡转向 HE，以计算开销
为代价提高精度。

关键的是，在ParaAegis中，这一划分比例无需固
定，允许采取一种更灵活的方法以适应训练动态。这
是基于观察到在训练的早期阶段，反向传播梯度通常
具有较大的范数，并建立了收敛的一般方向；通过噪
声干扰它们可能会减慢进程。相反，在后期阶段的梯
度倾向于具有较小的范数，并且可以从随机性的正则
化效果中获益，使它们更能容忍噪声。受此启发，我
们为划分比例设计了一个动态衰减机制，其中加密保
护参数的数量随着训练进展逐渐减少。我们设定了一
个初始HE比率 r0和一个衰减率 λ ∈ (0, 1)，并在每一
轮之后，根据 rt := λrt−1 更新受 HE保护的参数的比
例。这一机制允许我们在早期训练阶段通过最小化收

敛路径中的偏差来专注于准确性，然后将重点转向后
期阶段的效率，通过减少 HE的计算成本来缩短训练
时间同时保持模型效用。我们将在随后的实验分析中
验证此设计的理由。

4. 分析

我们建立了 ParaAegis的隐私和收敛性保证。由
于篇幅限制，我们仅展示主要定理。完整的详细证明
见附录 A。
假设 1. 我们假设 FL收敛分析的标准条件 [11]：一个
平滑的损失函数 f，其梯度范数和方差在客户端和数
据样本之间是有界的。
定理 1 (ParaAegis 的收敛性). 在假设 1 成立的情况
下，且如果注入的噪声满足 (ε, δ)-DP，则 ParaAegis
的收敛性由以下公式限制

1

T

T−1∑
t=0

E[‖∇f(wt)‖2] ≤ (2)

O

(
1

T

)
+ C1 · (1− r)︸ ︷︷ ︸

Clipping Effect

+
C2 · (1− r) ln(1/δ)

N2ε2︸ ︷︷ ︸
Privacy Noise

,

其中 C1和 C2是依赖于问题参数（如梯度边界和 Lip-
schitz常数）的常数，而 N 是客户端的数量。

通过调整分区比率 r和隐私预算 (ε, δ)，可以清楚
地看到，随着隐私和效率的直接变化，由定理 1所示
的收敛界表示的效用相应受到影响。

5. 实验

实验设置。我们在 Imagenette [17] 数据集和
ResNet-18 模型 [18] 上进行实验，其参数规模足以
突出我们的方法在平衡隐私、效率和效用方面的优
势。对于联邦学习设置，客户端的总数是N = 10。训
练总共进行了 T = 50全局轮次，每个客户端每轮执
行 K = 3局部周期。关于训练超参数，批量大小 |B|
设为 32，学习率 η为 0.01，梯度裁剪阈值 θ为 1。
基准。为了评估 Paraaegis在隐私-效用-效率权衡

方面的灵活性，我们将其与CKKS-FedAvg [13]和DP-
FedAvg [12]进行基准测试。我们还将差分隐私和同态



类别 算法
准确率（%） 时间（秒） 效率比

IID Dir(1) Dir(0.5) IID Dir(1) Dir(0.5) IID Dir(1) Dir(0.5)

No Privacy FedAvg [1] 80.93 79.38 77.98 3571 3665 3699 2.27 2.17 2.11

基线

DP-FedAvg [12] 20.28 17.12 12.87 3007 3084 3112 0.67 0.56 0.41
CKKS-FedAvg [13] 81.14 79.28 77.63 18527 14971 14568 0.44 0.53 0.53
Serial [14] 10.54 11.29 12.35 19956 16718 16370 0.05 0.07 0.08
Varying DP [15] 24.21 21.76 19.85 2494 2534 2789 0.97 0.86 0.71
Stevens et al. [16] 18.78 17.07 13.75 3635 3708 3543 0.52 0.46 0.39

ParaAegis-静态

1% 67.85 63.48 57.16 6149 6006 5577 1.1 1.06 1.02
5% 73.03 70.07 66.19 6888 6962 6099 1.06 1.01 1.09
10% 75.63 73.63 71.1 7776 7706 6379 0.97 0.96 1.11
20% 77.53 75.37 73.39 9530 9565 7153 0.81 0.79 1.03

动态 PARAEGIS

5%× 0.99 72.09 68.91 64.4 5561 5536 5299 1.3 1.24 1.22
10%× 0.99 74.5 71.75 68.5 6238 6210 5679 1.19 1.16 1.21
10%× 0.95 68.82 65.13 58.97 5619 5628 5400 1.22 1.16 1.09
10%× 0.9 70.87 67.01 60.33 8762 8732 7073 0.81 0.77 0.85

Table 1. 不同算法在 ResNet-18上的性能对比。效率比计算公式为（准确率 / 时间）×100。对于 ParaAegis-
Static，参数是固定比例 r。对于 ParaAegis-Dynamic，它是 r0 × λ。

加密的串行组合 [14]作为有竞争力的替代方案进行考
虑。此外，还包括两种在保证隐私的情况下权衡效用-
效率的方法，其中前者利用幅度变化的差分隐私 [15]，
其缩放因子设置为 0.9，后者采用差分隐私、秘密共
享和带错误学习方案 [16]。为了监控具有相对严格隐
私约束的环境，差分隐私的隐私预算设置为 (ε, δ) =

(1, 10−5)。表 1记录了在不同参数设置下 Paraaegis与
基准方法之间的分类准确性和运行时间比较。为了更
直观地展示性能和效率之间的权衡，我们定义准确率
与训练时间的比例为效率比率，这反映了这种权衡的
质量。以下是表 1中观察到的结果：(1) 随着 HE比
例 r的增加，模型准确性相应提高，但时间开销也增
加了。(2) DP-FedAvg 和 CKKS-FedAvg 可以被视为
ParaAegis 的极端情况。在它们之间的效用与效率权
衡中，每种方法都牺牲了一个方面以在另一个方面获
得优势。这也表明了 ParaAegis通过并行结合差分隐
私和同态加密为模型训练提供了更多调整效率-效用
权衡的灵活性。(3) 两种保护方法的串行组合导致准
确性和效率同时下降，使其不适合需要平衡效率和效
用的情景。(4)额外的两种方法（变化DP和 Steven等）
由于完全依赖差分隐私，表现相对较差，而 ParaAegis
可以避免这一缺点。(5) 在动态变体中，选择适当的

Strategy Max (Proposed) Min Rand

Accuracy (%) 63.64 12.40 15.78

Table 2. 不同分区策略的准确性比较

θ 0.01 0.1 1 10
Acc. 68.99 69.11 71.88 65.16

N 5 10 25 50
Acc. 72.49 65.16 56.40 48.14

Table 3. 不同裁剪阈值或客户端数量的精度比较

参数 r和 λ，可以在更短的时间内实现更好的准确性，
与静态版本相比，实现了改进的隐私-效率-效用权衡。
分区策略的消融研究。在本实验中，我们固定了

分区比例，并比较不同分区策略以展示我们提出的分
区策略的优势。实验中涉及的分区策略如下。最大值，
作为 ParaAegis采用的策略，选择每个客户端局部更
新中范数最高的参数集作为 HE部分；最小值，相比
之下最大值，选择每个客户端局部更新中范数最低的
参数集作为 HE部分；随机，客户端随机选择一定数
量的参数作为 DP部分。为了便于观察差异，我们将
分区比例固定在 r = 0.1，并将全局轮次的数量设置为



T = 20。从表 2中可以看出，最小值和随机策略表现
出相似的不良且不可接受的收敛行为，而只有最大值
达到了良好的精度。这一现象表明，最大值策略有效
地选择了对 HE 保护最重要的参数，使它们免受噪声
引入的扰动。

超参数敏感性。我们评估了 ParaAegis对两个关
键超参数的敏感性：差分隐私剪切阈值 θ和客户端数
量 N。首先，通过测试 θ 确定了最优剪切阈值。表 3
的结果表明 θ = 1能够达到最佳准确性。这个最优值
显著小于典型的DP-FL设置中的数值 [19]，这证明了
我们的投票机制有效地减少了受差分隐私噪声影响的
更新组件的范数。其次，我们通过改变N 来考察客户
端规模的影响。观察到随着 N 增大（表 3）准确率下
降，表明达成共识随着客户端多样性的增加变得更加
困难。因此，ParaAegis最适合用于跨数据孤岛的联邦
学习环境，这一发现与其他基于同态加密的联邦学习
框架 [20]一致。

6. 结论

在本文中，我们提出了一种新颖的并行混合保护
方法用于 FL。我们的方法将模型参数分为两部分，这
两部分分别由 DP和 HE进行保护，并通过调整划分
比例 r 和衰减率 λ（在动态变体中）来有效地灵活权
衡隐私、效用和效率。
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A. 详细定理分析

本节提供了隐私-效用-效率权衡的详细数学表达。

A.1. 隐私分析

由于所提出方法中高斯噪声机制的考虑，隐私预
算可以通过矩量计算理论 [21]计算得出，主要是引理
1。
引理 1. 存在常数 c1, c2，使得对于任意的 ε ≤ c1q

2T，
其中 q = n

N
，如果我们选择

σz ≥ c2
n2T ln(1/δ)

N2ε2
.

，则 FedAvg 是 (ε, δ)-DP 对于任何 δ > 0。
备注 1. 此外，噪声振幅可以通过隐私预算 [12, 15]表
示，即

σ2
z = (

∆f

ε
)2 · 2qT ln(1/δ),

其中 ∆f 是目标函数的敏感度。本文中，敏感度指客
户端上传的连续两次更新之间差分隐私部分范数的最
大差异。根据相关研究，敏感度可定义为

∆f = min
i

2θ

|Di|
.

前述的隐私预算仅指本地更新中的差分隐私部
分，而对于同态加密部分，我们可以利用密码算法的
特性。由于当前公钥 cryptosystems [9]的计算安全性，
攻击者在没有密钥的情况下从加密更新中获得任何信
息（包括与差分隐私定义相关的成员信息）的概率可
以忽略不计，只要密钥长度足够长。因此，ParaAegis
的隐私完全依赖于差分隐私部分，这类似于木桶效应。

我们进行定理 1的证明。

证明. 由于同态加密的密码学特性，可以从HE部分提
取的信息量在计算上是可以忽略不计的，因此由 HE
保护消耗的隐私预算也几乎为零。同时，根据引理 1，
我们建立了 DP部分噪声幅度与相应隐私预算之间的
关系。此外，通过 DP [22]的并行组合定理，梯度暴
露的整体隐私预算是仅由分配给 DP部分的隐私预算
决定的。



A.2. 详细假设

在所提出的混合保护下的 FL问题的收敛性中利
用了以下假设，这些是假设 1的详细版本。
假设 2 (利普希茨光滑). 存在 L，使得对于任意的
x,y, i，都有 ‖∇fi(x)−∇fi(y)‖ ≤ L ‖x− y‖。
假设 3 (有界局部方差). 存在 σl，使得对于任意的

t, k, i，均有
∥∥∥gt,k

i −∇fi(w
t,k
i )

∥∥∥2

≤ σ2
l。

假设 4 (有界全局方差). 存在 σg，使得对于任意的 i，
均有 ∇fi(w)−∇f(w) ≤ σ2

g。
假设 5 (有界梯度). 存在一个 G，使得对于任意的

t, k, i都有
∥∥∥gt,k

i

∥∥∥2

≤ G2成立。

A.3. 定理 1的证明

在本小节中，我们概述了在深入研究收敛性详细
证明之前所需的准备工作。

首先，我们澄清 HE部分和 DP部分的定义，即
对于任意向量 x和任何 l ∈ [dimx]，其 HE部分 xHE

和 DP部分 xDP 定义为

xHE[l] = x[l] · 1{l ∈ v}

xDP[l] = x[l] · 1{l /∈ v}

我们列出了剪辑系数、其均值以及差值，这些是
由张等人发现的。[11].

αt
i := min

1,
θ∑K−1

k=0

∥∥∥ğt,k
i,DP

∥∥∥
 ,

ᾱt :=
1

N

N∑
i=1

αt
i, α̃t :=

1

N

N∑
i=1

∣∣αt
i − ᾱt

∣∣ .
局部更新可以根据上述定义很容易地表示成以下

形式。

ut
i := wt+1 −wt = −η

K−1∑
k=0

(
αt
iğ

t,k
i,DP + ğt,k

i,HE

)

由利普希茨光滑性，我们有

E
[
f(wt+1)

]
− E

[
f(wt)

]
≤E

[〈
∇f(wt),wt+1 −wt〉]+ L

2
E
[∥∥wt+1 −wt

∥∥2
]

=E

[〈
∇f(wt),

1

n

∑
i∈C

ut
i

〉]
+

L

2
E

[∥∥∥∥∥ 1

n

∑
i∈C

(
ut

i + zi

)∥∥∥∥∥
2]

=

〈
∇f(wt),E

[
1

n

∑
i∈C

ut
i

]〉
︸ ︷︷ ︸

A1

+
L

2
E

[∥∥∥∥∥ 1

n

∑
i∈C

ut
i

∥∥∥∥∥
2]

︸ ︷︷ ︸
A2

+
Lσ2

zθ
2rd

2n2︸ ︷︷ ︸
caused by noise

(*)

其中 zi = [1{l ∈ vi} · N (0, σz)]l 和最后一项是由
噪声引起的。

对于A1，我们将采样客户端上的期望转换为所有
客户端上的期望。

A1 =

〈
∇f(wt),E

[
1

n

∑
i∈C

ut
i

]〉

=

〈
∇f(wt),E

[
1

N

N∑
i=1

ut
i

]〉

=

〈
∇f(wt),E

[
1

N

N∑
i=1

(ut
i − ūt

i)

]〉

+

〈
∇f(wt),E

[
1

N

N∑
i=1

ūt
i

]〉
(**)

然后，我们关注 (**) 的第一项并得到

〈
∇f(wt),E

[
1

N

N∑
i=1

(ut
i − ūt

i)

]〉
i

≤

〈
∇f(wt),E

[
1

N

N∑
i=1

K−1∑
k=0

η|αt
i − ᾱt|gt,k

i,DP

]〉

=
1

N

N∑
i=1

K−1∑
k=0

ηE
[
|αt

i − ᾱt|
〈
f(wt), gt,k

i,DP

〉]
ii

≤ηE
[
α̃t
]
KG2ρ̄2t

其中（i）是从 ut
i和 ūt

i的定义得出的，而（ii）是
通过有界梯度假设进行的。

限定（**）的第二项，我们有



〈
∇f(wt),E

[
1

N

N∑
i=1

ūt
i

]〉

=E

[〈
∇f(wt),

1

N

N∑
i=1

ŭt
i

〉]

=
−ηβtK

2

∥∥∇f(wt)
∥∥2 − ηβt

2K
E

∥∥∥∥∥ 1

ηβtN

N∑
i=1

ŭt
i

∥∥∥∥∥
2


+
ηβt

2
E

∥∥∥∥∥√K∇f(wt)− 1

ηβtN
√
K

N∑
i=1

ŭt
i

∥∥∥∥∥
2


︸ ︷︷ ︸
A3

第二个方程来自于对于任何向量 x, y，〈x,y〉 =

− 1
2
‖x‖2 − 1

2
‖y‖2 + 1

2
‖x − y‖2都成立。注意到 ğt

i :=

∇fi(w
t
i)和 ğt,k

i := ∇fi(w
t,k
i )，我们依次分解 A3：

A3 =KE

∥∥∥∥∥∇f(wt)− 1

KN

N∑
i=1

K−1∑
k=0

(αt
iğ

t,k
i,DP + ğt,k

i,HE)

∥∥∥∥∥
2


=KE

∥∥∥∥∥ 1

KN

N∑
i=1

K−1∑
k=0

(ğt
i − αt

iğ
t,k
i,DP − ğt,k

i,HE)

∥∥∥∥∥
2


≤ 1

N

N∑
i=1

K−1∑
k=0

E
[∥∥∥ğt

i − αt
iğ

t,k
i,DP − ğt,k

i,HE

∥∥∥2
]

≤ 1

N

N∑
i=1

K−1∑
k=0

E
[∥∥∥ğt

i − ğt,k
i

∥∥∥2
]

+
1

N

N∑
i=1

K−1∑
k=0

E

∥∥∥ğt,k
i − αt

iğ
t,k
i,DP − ğt,k

i,HE

∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
A4


≤ 1

N

N∑
i=1

K−1∑
k=0

(
L2E

[∥∥∥wt −wt,k
i

∥∥∥2
]
+G2

)
≤L25K2η2(σ2

l + 6Kσ2
g) + L230Q3η2

∥∥∇f(wt)
∥∥2

+KG

其中第一个不等式来自于詹森不等式，第三个来
自于 L-光滑性条件下的 f，最后一个来自于 [23] 的

引理 3，即对于任意的 k 都有 1
N
E
[∥∥∥wt −wt,k

i

∥∥∥2
]
≤

5K2η2(σ2
l + 6Kσ2

g) + 30Q3η2 ‖∇f(wt)‖2。

此外，寻找 A4的上界的具体细节可以描述为

A4 =
∥∥∥ğt,k

i,DP − αt
iğ

t,k
i,DP

∥∥∥2

= (1− αt
i)

2
∥∥∥ğt,k

i,DP

∥∥∥2

≤(1− αt
i)

2(1− ρ2t )G
2 ≤ G2

其中第一个等式来自定义 ğt,k
i,DP + ğt,k

i,HE = ğt,k
i 而

第二个不等式则来源于事实 αt
i ≤ 1, ρt ≤ 1。

现在我们将注意力转向 A2在*中的情况。

E

∥∥∥∥∥ 1n ∑
i∈C

ut
i

∥∥∥∥∥
2


=E

∥∥∥∥∥ 1n ∑
i∈C

K−1∑
k=0

η(αt
ig

t,k
i,DP + gt,k

i,HE)

∥∥∥∥∥
2


=E

[
1

n

∑
i∈C

K−1∑
k=0

η2β2
∥∥∥gt,k

i

∥∥∥2
]

≤η2G2

n2
E

[∑
i∈C

K−1∑
k=0

(βt,k
i )2

]
=

η2G2E
[
β̄2
t

]
n

将方程相加，我们得到

E
[
f(wt+1)

]
≤ f(wt) + ηα̃t(1− ρ̃2t )KG2

−ηβ̄tK

2

∥∥∇f(wt)
∥∥2 − ηβ̄t

2K
E

∥∥∥∥∥ 1

ηNβ̄t

N∑
i=1

ŭt
i

∥∥∥∥∥
2


+
ηβ̄t

2

(
5L2K2η2(σ2

l + 6Kσ2
g) + 30L2K3η2

∥∥∇f(wt)
∥∥2

+KG
)

+
η2LG2K

2n
+

Lσ2
zθ

2d(1− r)

2n2

通过设置 η ≤ 1√
60KL

进行简化：

f(wt+1) ≤f(wt)− ηβ̄tK

4

∥∥∇f(wt)
∥∥2

+ α̃t(1− ρ̃2t )KG2

+
5

2
η3β̄tL

2K2(σ2
l + 6Kσ2

g) +
1

2
η2l β̄tKG2

+
η2LG2K

2n
+

Lσ2
zθ

2d(1− r)

2n2

在从 t = 0到 T − 1求和，两边除以 ηKT
4
，用 ε替

换 σz 并根据引理 1用 δ替换后，重新整理得到



1

T

T−1∑
t=0

E
[
β̄t

∥∥∇f(wt)
∥∥2
]
≤ 4

ηKT
E
[
f(w0)− f(wT )

]
+ 4G2Et

[
α̃t(1− r̄t)

]
+ 10η2L2K(σ2

l + 6kσ2
g)Et

[
β̄t

]
+ 2G2Et

[
β̄t

]
+

η2LG2K

2n
+

2TLθ2d(1− r) ln(1/δ)
N2D2

minε
2

.

通过省略与 r 和 (ε, δ)无关的项，我们得到定理
1。
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