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摘要—我们提出了一种在分布式设置下具有异构和有限本
地数据的高斯混合模型（GMM）的图正则化学习方法。该方法
利用提供的相似性图来指导节点之间的参数共享，避免传输原始
数据。得到的模型允许灵活地聚合邻居的参数，并在异构、低样
本量的情况下优于集中式和局部训练的GMM。

Index Terms—高斯混合模型，联邦学习，图正则化，期
望最大化，分布式学习等术语

I. 介绍

我们提出了 GraphFed-EM，这是一种联邦高斯混
合模型，在该模型中，局部节点通过基于图的正则化协
同学习个性化的概率模型，而无需交换原始数据。算法
适应了分散式设置，并包含了促进连接节点间参数相似
性的聚合步骤。

GraphFed-EM 对异构的本地数据集集合有益，在
这些情况下，单一全局 GMM可能因数据集差异而失
效，并且在小样本条件下（样本量小或高维特征）进
行本地训练具有挑战性。我们通过合成聚类数据集来
说明这一点，在每个聚类内的数据集共享相同的 GMM
参数，但在不同的聚类之间有所不同。我们还在具有
偏斜特征分布的合成和MNIST数据集上测试了我们的
算法。与先前假设客户端间 GMM参数相同的联邦 EM
方法不同，GraphFed-EM通过相似性图灵活聚合参数，
同时尊重客户端特定的变化。

论文的其余部分组织如下：第 II节回顾了高斯混
合模型和 EM算法；第 III节介绍了GraphFed-EM；第
IV节讨论了相关工作；第 V节报告了实验结果；第 VI
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节解释了将 GraphFed-EM视为正则化 EM的解读；第
VII节进行了总结。

II. 有限高斯混合模型的预备知识

高斯混合分布可以写成K 高斯分布的加权和 [1]：

p(x) =
K∑

k=1

πkN (x | µk,Σk) (1)

其中，πk 是成分 k 的混合权重，µk 和 Σk 分别是成分
k 的均值向量和协方差矩阵，而 N (x | µk,Σk) 是多
元高斯概率密度函数。给定一组独立同分布的观测值
X = (xT

1 , . . . ,x
T
N )，数据可以使用高斯混合模型进行建

模，对数似然为

lnp(X | π,µ,Σ) =
N∑

n=1

ln

{
K∑

k=1

πkN (x | µk,Σk)

}

。最大化此函数最常用的方法是期望最大化（EM）算
法 [2]。简而言之，算法的 E步包括计算每个数据点 xn

和组件 k的责任 γkn：

γkn =
πkN (xn | µk,Σk)∑K
j=1 πj N (xn | µj ,Σj)

.

和M步则根据封闭形式的解进行参数更新步骤：

πk =
Nk

N
, with Nk =

N∑
i=1

γnk

µk =
1

Nk

N∑
n=1

γnkxn

Σk =
1

Nk

N∑
n=1

γnk(xn − µk)(xn − µk)
T
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我们通过将局部 GMM均值设置为 KMeans中心
点来初始化 EM算法，并从由KMeans聚类分配诱导的
数据集分割中估计协方差和混合权重。为了在训练期间
确保数值稳定性，我们使用收缩和对角加载技术来正则
化协方差矩阵。

III. 图正则化 EM算法

考虑一个由节点（客户端）通过邻接矩阵A连接的
网络（图）G。每个节点 i持有一个局部数据集 D(i) :=

{x(i)
1 , . . . ,x

(i)
Ni
}，其中每个样本 x

(i)
r ∈ Rd 都是从方程 1

中的高斯混合模型中抽取的。节点 i通过权重为 Aij 的
无向边与其邻居 j ∈ Γ(i)连接。假设该图编码了相连节
点之间的 GMM 参数相似性。

GraphFed-EM 训练包括 Ti 次本地 EM 更新（第
II节），随后进行一次聚合步骤。每个节点 i共享其局
部估计的 GMM 参数 θi = {µi,Σi,πi}与邻居，以计算
自身和邻居参数的加权平均值。由于组件的顺序是任意
的，我们首先使用来自 SciPy的线性求和分配求解器对
Bhattacharyya 距离矩阵上的K组件进行对齐。对齐的
参数按如下方式聚合：

θi
aggr,k =

N i
kθ

i
k +

∑
j∈Γ(i) AijN

j
kθ

j
k

N i
k +

∑
j∈Γ(i) AijN

j
k

(2)

通过使用
∑K

k=1 N
i
k +

∑
j∈Γ(i) AijN

j
k 归一化的混合系数

来确保
∑K

k=1 π
i
k = 1。换句话说，这对应于 GMM参数

的责任加权聚合。此外，参数聚合的程度由 α控制：

θi
k ← (1− α) ∗ θi

k + α ∗ θi
aggr,k (3)

聚合后，协方差矩阵被对称化并进行对角正则化以确保
正定性。

IV. 相关工作

我们的 GraphFed-EM算法是正则化 EM的一个实
例（参见第 VI节）。在样本量较少的情况下，EM中的
正则化已被用于提高稳定性和收敛性 [3], [4]，并简化具
有冗余组件的混合模型 [5]。
随着数据量的增长和设备的限制，分布式 EM算

法变得必要。大多数方法采用客户端-服务器设置来训
练并共享单一全局模型 [6]，通常假设数据是独立同
分布的。一些工作解决了数据异构性的问题：例如，
FedGenGMM [7]通过重新加权组件聚合客户机训练的
GMMs，生成合成数据，训练全局模型，并重新分配

Algorithm 1 图正则化 EM算法
1: 输入：经验图 G := {V, E}具有 N 个节点和邻接矩
阵 A。本地数据集 D(i)在每个节点上，|D(i)| = Ni，
组件数量K，迭代次数 T，局部迭代次数 Ti，聚合
强度 α

2: 初 始 化 ： 高 斯 混 合 模 型 参 数 θ(i,0) =

(π(i,0),µ(i,0),Σ(i,0))对应于每个节点 i ∈ V
3: for t = 1 to T do
4: for each node i do
5: for ti = 1 to Ti do
6: Compute θ(i,ti) with local EM updates
7: end for
8: Share local estimates θ(i,Ti) with neighbors

Γ(i)

9: end for
10: for each node i do
11: 更新 θ(i,Ti) ← θ(i,Ti)通过 3
12: end for
13: end for
14: return {θ(i,T )}i∈V

它。[8]解决了共享全球 GMM参数的估计问题，同时
引入了一种适用于非独立同分布数据和部分参与的联
邦学习中通信高效的 EM算法。与我们的方法密切相
关，FedGrEM [9]使用带有正则化项的基于梯度的 EM
算法，该正则化项惩罚偏离中心聚合参数的行为。

V. 数值实验

我们在合成数据集和 MNIST 数据集上评估
GraphFed-EM，这些数据集模拟了常见的客户端异
质性。合成数据集包括：(i) 参数为 {θ(c)}Cc=1 的聚类
GMMs，其中具有相同参数的数据集形成一个集群 C(c)；
以及 (ii) 一种共享混合模型，带有节点特定的混合系数
πi。MNIST用于在客户端之间创建偏斜的标签分布。
性能通过平均对数似然和归一化互信息 (NMI) [10]在
本地验证集（样本大小 N

(val)
i = 500）上进行评估，以

量化聚类准确性。我们也报告了质心估计误差：

µerr =
1

NK

∑
i∈V

K∑
k=1

∥∥µci
k − µi

k

∥∥2

2
(4)

其中 µci
k 表示用于生成节点 i数据的真实聚类质心。组

件使用 Bhattacharyya距离进行匹配（第 III节）。

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.linear_sum_assignment.html


所有实验重复进行 10次，均值和标准误差以 y误
差线或阴影区域显示。除非另有说明，GraphFed-EM
使用聚合强度 α = 1，T = 10迭代次数，以及 Ti = 5

局部 EM步骤。这些和其他实验的代码可以在 GitHub
找到。

A. 合成数据集 - 聚类设置

我们在一个由图 G 表示的合成数据集上测试
GraphFed-EM，该数据集包含 N 个节点，这些节点被
划分为C个等大小的簇 {C(c)}Cc=1，其中节点 i属于一个
簇 C(ci)。边是独立的伯努利变量 bij ∈ {0, 1}，如果 i和
j 共享一个聚类，则以概率 pin 出现，否则为 pout；边
是没有权重的，所以当 bij = 1时为 Aij = 1。每个节
点 i持有从具有参数 (µ

(ci)
k ,Σ

(ci)
k , π

(ci)
k )的K组件 GMM

中采样的本地数据 D(i) = {x(i,1), . . . ,x(i,Ni)}，这些参
数在同一簇中的节点间共享。为了引入异质性，均值和
协方差矩阵在所有簇中一致地经历了随机旋转和平移
变换。

在什么情况下汇集局部数据集是有意义的？我们将
局部训练（每个本地数据集独立进行）、集中式训练（所
有数据集合并）以及 GraphFed-EM（采用直接聚类池
化或聚合步骤（算法 1））进行了比较；后两者，给定真
实的聚类身份，则被称为 Oracle。为了孤立地分析聚合
相对于池化的益处，我们还在基于聚类的池化数据集上
训练了 GraphFed-EM。
实验使用了 C = 5 个集群，每个集群有 N = 25

个节点（每群 5个），K = 3个组件，特征维度为 d ∈
{2, 6, 10}，局部训练样本大小为 Ni ∈ {10, 50, 100}。连
接矩阵设置为 pin = 1，pout = 0。验证集大小为N

(val)
i =

500，按聚类标签进行了分层。

结果（图 1）显示各指标之间存在差异。集中式 EM
匹配了 Oracle对数似然值为 d = 2, 6，但一直产生较低
的 NMI，可能是由于低维度下聚类 GMM之间的重叠
导致。局部训练在 Ni = 10时表现不佳，但在 Ni 增加
时接近GraphFed-EM。参数误差 µerr对于Oracle是最
小的，无论是池化还是聚合。

总体而言，当 d较高且Ni较小时，合作最为有利。
直接汇聚和 GraphFed-EM 在 α = 1上表现相似，除了
在 Ni = 10处，汇聚产生的对数似然更高但在 NMI 或
µerr 方面没有明显优势。
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图 1: 不同维度的方法比较。本地、集中式和GraphFed-
EM 训练，通过聚集步骤直接或间接地将局部数据集
按簇汇集。包含 C = 5 簇，有 N = 25 节点，以及
K = 3, pin = 1, pout = 0。

聚类中心共识。接下来，我们研究了聚合强度 α和
图的连通性如何影响聚类质心的共识。我们计算估计
均值向量 µi

k 与邻居节点共识 µi,cons
k 之间的加权平方

范数：

µcons
err =

1

NNi

∑
i∈V

K∑
k=1

N i
k

∥∥µi
k − µi,cons

k

∥∥2

2
(5)

其中

µi,cons
k =

∑
j∈Γ(i) AijN

j
kµ

j
k∑

j∈Γ(i) AijN
j
k

(6)

图 2显示，增加连接概率 pin和聚集强度 α会导致
共识误差 µcons

err 更小。
GraphFed-EM 对集群外连接的鲁棒性。So far,

we assumed the ”true” connectivity matrix, where only
nodes in the same cluster are connected. Next, we
investigate how spurious connections between different
clusters affect performance in a low sample support
setting. We test out-of-cluster connectivity probabilities
pout ∈ {0, 0.2, 0.4} and varying aggregation strength

https://github.com/shamPJ/Graph-GMM
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图 2: GraphFed-EM 共识误差在一个包含 N = 10个节
点的集群上，以及 Ni = 10, d = 10,K = 3, T = 50。

α. The number of components is set to K = 3, local
sample size Ni = 10, d = 10, and pin = 1.
如图 3所示，当 pout = 0时，增加 α可提高 NMI。

对于 pout > 0，较大的 α则会导致性能下降。在这些情
况下，中等的聚合强度达到最佳结果，与 Oracle性能
相匹配（GraphFed-EM使用真实的连通性矩阵）。具体
来说，α = 0.4对于 pout ∈ 0.2, 0.4是最优的。
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图 3: 簇外连接 pout 和聚合强度 α对 GraphFed-EM 性
能的影响。

B. 合成数据集 - 客户特定的先验 πi
k

我们使用一个具有共享 GMM参数但因不同的混
合系数而特征分布偏斜的数据集 πi

k。与 [7]不同，我们
假设这种异质性在推理过程中保持固定，并且使用相同
的客户端特定的先验 πi

k 生成验证集以供训练。我们通
过测量分布之间的重叠来定义邻接矩阵 A：

Aij =

∑K
k=1 min(πi

k, π
j
k)∑

j∈Γ(i)

∑K
k=1 min(πi

k, π
j
k)

(7)

我们可以从图 4a看出，集中式模型在更高维度下
最符合数据 d = 6, 10。GraphFed-EM 超过了局部训练，
但不如集中式训练。因此，在客户端特定先验的情况
下，对于样本量较小的局部数据集 Ni = 10，集中式解
决方案是最优的。

C. MNIST - 偏斜的标签分布

我们构建了一个使用 MNIST 的具有客户特定先
验的类似数据集 πi

k。该数据集由 28x28 灰度数字图像
（0 到 9）组成。我们首先应用 UMAP [11] 进行降维
到 d = {2, 6, 10}，并设置 K = 10，假设每个数字有
一个组件。数据分布在使用狄利克雷分布（集中参数
α = 0.3）的 N = 10节点上，标签比例倾斜。局部样本
量是 Ni = {50, 100, 200}。相似性图的构建如第 V-B节
所述，基于节点之间的标签重叠。

如图 4b所示，GraphFed-EM 在所有 (d,Ni)对中
均实现了高于局部和集中式 GMM 的 NMI 值。

10 50 100
0.4

0.6

0.8

N
M

I

d = 2

10 50 100
Ni

0.4

0.6

0.8

1.0
d = 6

10 50 100
0.4

0.6

0.8

1.0
d = 10

GraphFed-EM Centralized Local

(a) GraphFed-EM在具有客户端特定先验的数据集πi上的表现
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(b) GraphFed-EM 在带有偏斜标签分布的 MNIST 数据集上的
性能。N = 10,K = 10和 T = 10。

图 4: GraphFed-EM 在具有客户端特定先验的 数据集
和标签分布偏斜的 MNIST 数据集上的性能。

VI. 基于图的聚合作为正则化 EM

令 θik 表示节点 i中组件 k的一个通用参数（例如，
µi

k、Σi
k 或 πi

k），并令 Γ(i)表示经验图中节点 i的邻居
集合。令 N i

k 为节点 i中组件 k的责任加权样本数。为
了简化，我们假设连接节点的 GMM组件完全匹配。
我们可以将 GraphFed-EM视为正则化 EM的一个

实例，其中局部 EM目标函数通过图上的平滑惩罚得到
增强：

`i(θ
i
k) +

λ

2

∑
j∈Γ(i)

AijN
j
k

∥∥θik − θjk
∥∥2

2
(8)



其中第一项是局部的负Q-函数（对数似然 [1]的上限），
`i(θ

i
k) = −Qi(θ

i
k)，第二项则惩罚相邻节点之间的差异。

如果 θi,EM
k 是未惩罚的 EM 极大化器 `i(θ

i
k)，那么

∇`i(θi,EM
k ) = 0。关于在 θi,EM

k 处的惩罚项的近端梯度
步是：

θi,new
k = θi,EM

k − ηλ
∑

j∈Γ(i)

AijN
j
k

(
θi,EM
k − θjk

)
= (1− α) θi,EM

k + α
N i

kθ
i,EM
k +

∑
j AijN

j
kθ

j
k

N i
k +

∑
j AijN

j
k

其中 α = ηλ(N i
k +

∑
j AijN

j
k)。这等价于聚合步骤方

程 3。这表明 GraphFed-EM中的基于图的聚合步骤可
以解释为正则化 EM目标上的近似更新：每个节点将
其参数更新为其邻居参数的加权平均值，权重由有效样
本量 N j

k 和边权重 Aij 给出。因此，这种聚合平衡了局
部证据（来自节点 i自身的数据）与基于图的平滑处理
（来自邻居的信息），这为 GraphFed-EM与正则化 EM
之间建立了联系。

VII. 结论

我们介绍了一种适用于高斯混合模型的简单分散
式图正则化联邦学习算法。我们的方法专为点对点协作
学习设计，并在异构客户端环境中特别有效。与集中式
解决方案不同，它利用基于图形的正则化来促进相关客
户端之间的信息共享，同时尊重本地数据特征。数值实
验表明，GraphFed-EM 有效地平衡了连接节点之间达
成共识和优化局部目标之间的权衡。特别是在样本量较
低的情况下，当数据维度与本地样本数量相当或更大
时，它在性能上超过了本地训练和集中式训练。我们的
方法不要求所有客户端全部参与，并且可以根据客户端
特定的通信和计算约束进行调整。未来扩展包括在通信
轮次中动态推断相似性图，类似于集群联邦学习 [12]，
以及分析保证恢复局部 GMM 参数和算法收敛所需的
连通性条件。

VIII. 遵守伦理标准

这是一项数值模拟研究，无需伦理审批。
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