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ABSTRACT

大型语言模型在形式化定理证明中表现出显著的潜力。然而，之前的工作主要集中在解决现
有问题上。本文重点研究了 LLMs发现新定理的能力。我们提出了一个自动生成数学猜想并
以 Lean 4格式进行证明的猜想-证明循环管道。我们的方法的一个特点是，在包括先前生成
的定理及其证明在内的上下文中生成和证明进一步的猜想，这使得通过上下文学习证明策略
而不改变 LLMs参数的情况下能够生成更难的证明。我们展示了我们的框架通过验证重新发
现了过去的数学论文中发表且尚未形式化的定理。此外，其中至少一个定理即使在自然语言
中也无法被不使用上下文学习的 LLM证明，这意味着上下文学习对神经网络定理证明是有
效的。

源代码可在 https://github.com/auto-res/ConjecturingProvingLoop获得。

1 介绍

大型语言模型（LLMs）在定理证明方面展示了巨大的潜力。由于 LLMs可能会产生幻觉，且难以在自然语言
中检测到这种现象，因此使用 LLM生成形式证明并利用交互式定理证明器（ITP），如 Lean1，进行验证的研
究受到了关注。然而，先前的工作主要集中在解决现有问题上。本文则侧重于研究 LLMs发现新定理的能力。

我们提出了猜想-证明循环，一个用于自动生成数学猜想并在 Lean 4格式下证明它们的管道。通过将猜想和
证明阶段分开，我们避免了生成定理的收敛，并鼓励证明更难的定理。

1https://lean-lang.org/
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图 1: 猜想-证明循环概述。猜想者使用库作为上下文生成猜想，证明者尝试证明这些猜想，并且已证实的猜
想及其证明被存储在库中作为定理。库还为证明者提供上下文。猜想者和证明者的流程都包括大型语言模型
与 Lean服务器之间的交互。

我们方法的一个特点是生成并证明包含已证定理及其证明的上下文中的进一步定理，这使得通过上下文学习
证明策略而不训练大语言模型即可生成更难的证明。由于闭源大语言模型（如 chatGPT）在推理和生成 Lean代
码方面的能力最近得到了提高，我们将其用作猜想者和验证者。使用闭源大语言模型的缺点是无法自由训练
这些模型，但在我们的框架中，可以通过从先前验证过的证明进行上下文学习来提高大语言模型的证明能力。

在实验中，当给定数学概念作为种子时，我们验证了这些概念的重要性质是否可以在我们的框架中被重新发
现。更具体地说，我们关注了一些仅由 Mathlib2 中的概念定义的拓扑概念，但这些概念并未包含在 Mathlib
中。我们使用我们的框架生成了关于这些概念的定理。结果表明，我们的框架能够重新发现已发表在数学论
文中的重要定理。此外，我们验证了基于上下文的学习证明策略的有效性：一个没有上下文甚至自然语言也
无法被 LLMs证明的定理，在我们的框架生成的上下文中得到了证明。

总结而言，本文的贡献如下。首先，我们提出了猜想与证明循环，这是一种用于自动生成数学猜想并在 Lean
4格式下进行证明的流水线。其次，我们展示了我们的框架能够重新发现一个研究级别的定理。第三，我们
验证了当通过 LLMs自身生成的已验证证明作为上下文时，可以通过上下文学习提高 LLMs的证明能力。

我们的工作还表明，使用人工智能自动扩展形式化数学库的潜力。形式化的数学只是用自然语言表达的一部
分数学内容，而扩大诸如 Mathlib这样的形式化图书馆对于验证和自动化数学至关重要。另一方面，应该包
含在图书馆中的命题集可能并不总是可以通过自然语言获得的。我们的框架可以在学习给定概念的同时生成
有关这些概念的命题。

2 相关工作

有一些工作使用大语言模型进行数学推理，既包括自然语言 [1]，也包括形式化的 ITP语言 [11, 7]。它们主
要集中在解决现有问题，并采用监督微调（SFT）和/或具有验证奖励的强化学习（RLVR）来提高大语言模
型的问题解决能力。为克服训练数据集有限的问题，一些先前的工作也提出了通过 AI生成待解决问题的方
法 [2, 6, 14]。这些工作在以下两个方面与我们的方法有所不同：首先，我们的方法专注于生成和证明有意义

2https://github.com/leanprover-community/mathlib4
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的定理，而那些工作的重点是训练大语言模型作为证明器。其次，虽然这些工作基于强化学习，但我们的方
法基于上下文学习，可以应用于闭源的大语言模型。

若干研究表明，在提示中包含适当的问答示例可以提高大语言模型的数学推理能力 [13, 15, 4]。虽然这些研
究使用手工制作的例子或从数据库中搜索的结果作为上下文学习来源，但我们的框架使用来自大语言模型自
身的输出，就像上下文强化学习一样 [9]。利用 ITP反馈生成形式证明的技术被提出 [5, 12, 8]，我们也采用
了该技术（见 § 3.3）。然而，我们在这里强调的是从其他命题的验证证明中学习策略。

3 方法

3.1 管道概述

图 1说明了我们的框架。猜想-证明循环（CPL）由四个主要部分组成：猜想者（LLM代理）、证明者（LLM
代理）、Lean服务器和库（Lean代码数据）。首先，用户初始化库。

1. 猜想者基于库生成以 Lean 4格式表示的数学猜想，并通过访问 Lean服务器来检查所生成猜想的语法
正确性和新颖性。

2. 对于每个生成的猜想，证明器会生成这些猜想的证明，并访问 Lean服务器来验证生成的证明。在这
个步骤中，库也被用作上下文。

3. 验证过的猜想对及其证明被添加到图书馆中。我们回到第一步。

关于第二和第三步的详细内容，请参见以下小节。

通过分离猜想和证明阶段，我们避免了生成定理的收敛，并鼓励证明更难的定理。

将图书馆喂给猜想生成器作为上下文的目的在于防止产生重复的猜想以及通过类比已证明的定理来生成新
的猜想。

将库馈送到证明器作为上下文的目的在于使已证明的定理在证明过程中可用，并通过上下文学习来学习证明
策略。

3.2 猜想环路

为了生成各种猜想，在每个猜想步骤中，我们使用以下过程。

1. 猜想列表初始化为空。

2. 猜想者 LLM根据图书馆和猜想列表生成猜想。

3. 对于每个生成的猜想，Lean服务器检查该猜想是否在语法上有效且新颖。经过验证的猜想将被添加
到猜想列表中。

4. 我们回到第二步直到达到预定义的迭代次数。

通过反复调用猜想生成器并在一步中产生许多猜想，我们诱导生成偏离图书馆的猜想，从而防止猜想收敛。

猜想的新颖性检查是通过在 Lean 中使用精确？命令来完成的，该命令检查猜想是否可以通过上下文中的现
有定理进行证明。请注意，此命令是在导入整个 Mathlib4（Lean4标准库）并包含该库和猜想者列表的情况
下执行的。因此，经过检查的新颖性意味着该猜想不在Mathlib4、已生成的库以及猜想者列表中。

给出给猜想大语言模型的系统提示如下：

你是一名 mathlib4库的编写者。请根据给定的库生成新的猜想，格式为 Lean 4格式，这些猜
想不一定必须是真实的。不要生成列表中已有的陈述。不包含证明、注释或导入内容。新定
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理以 ’theorem’开头，没有任何注释。它们应以 ’:= sorry’结束。此外，请使用标准的数学符
号（例如，∀,∃,

√
）而不是 Unicode转义序列（例如，\u2200）。

在实验中，迭代次数设置为 16。

3.3 证明循环

对于每个生成的猜想，证明器尝试按照以下过程进行证明。

1. 证明器 LLM生成了猜想的证明代码。如果 LLM判断该猜想不可证，则证明器以失败状态退出循环。

2. Lean服务器验证生成的证明。如果证明被验证通过，证明者以成功状态退出循环。

3. 如果已经进行了足够的试验，证明者将以失败退出循环。否则，错误消息将返回给大语言模型，并回
到第一步。

上下文同时提供给证明者和 Lean服务器。因此，不仅证明者可以从上下文中学习证明策略，还可以将上下文
中的定理用作引理。

给证明器 LLM的系统提示如下：

你是一名 mathlib4库的证明者。请用 Lean 4格式证明给定内容中的最后一个定理。你应该编
写直接跟在最后一个定理的 ":="后面的 Lean4代码。它应该以 ’by’开始或直接表示一个项。
你可以使用给定内容中的定理作为引理。证明中不要使用 sorry。如果你判断该定理不可证，
请返回空字符串而不是证明。不要包含任何其他文本。

在实验中，最大试验次数设置为 16。

4 实验

我们证明了研究级别的定理可以被我们的框架重新发现，并验证了上下文学习在我们的框架中有效工作。

这些实验的脚本和生成的库存储在 https://github.com/auto-res/ConjecturingProvingLoop中。

4.1 设置

在我们的实验中，我们关注一般拓扑学中的次要概念：半开性、alpha开性和预开性。我们使用了以下包含这
些概念定义的文件作为初始库，文件格式为 Lean 4格式。

i m p o r t M a t h l i b
i m p o r t Aesop
namespace Topology

v a r i a b l e {X : Type *} [ T o p o l o g i c a l S p a c e X]

/ − − A s e t i s semi −open i f i t i s a s u b s e t o f t h e c l o s u r e o f i t s i n t e r i o r . −/
d e f SemiOpen (A : S e t X) : Prop :=

A c l o s u r e ( i n t e r i o r A)

/ − − A s e t i s a lpha −open i f i t i s a s u b s e t o f t h e i n t e r i o r o f t h e c l o s u r e o f i t s i n t e r i o r . −/
d e f AlphaOpen (A : S e t X) : Prop :=

4
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A i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r A) )

/ − − A s e t i s p reopen i f i t i s a s u b s e t o f t h e i n t e r i o r o f i t s c l o s u r e . −/
d e f PreOpen (A : S e t X) : Prop :=

A i n t e r i o r ( c l o s u r e A)

选择这些概念的原因是，它们可以仅用Mathlib中已有的概念来定义，而它们自身尚未包含在Mathlib中，并
且尽管它们的数学重要性已经被认可并进行了研究，但它们目前还没有足够广为人知以至于 LLM能够了解
其性质。

我们关注以下定理是否能够生成：

两个 alpha-开集的交集是 alpha-开集 [10]。

该定理很重要，因为它是在证明 α-开集构成另一种拓扑（[10]中的命题 2）时最难证明的部分。

我们使用我们的框架以及 30循环生成了这些概念的定理。我们将 chatGPT-4o3 用作猜想者，将 chatGPT-o34

用作证明者。

4.2 基线

为了进行比较，我们还使用了一个简单的循环框架生成了它们的定理及其证明，该框架由 LLM一次性生成
定理和其证明，并使用 chatGPT-3o。

首先，用户初始化库。与 CPL不同，在这个简单的循环基线中，猜想者和证明者没有分离，单个循环如下：

1. 大型语言模型根据库生成 Lean 4格式的声明及其证明，并访问 Lean服务器进行验证。

2. 如果上一步成功，则生成的声明和证明对将被存储在库中。我们返回到第一步。

在实验中，我们执行了这个循环 400次。

第一步类似于证明循环。其细节如下：

1. 大型语言模型在 Lean中生成了一个陈述及其证明。

2. Lean服务器验证生成的内容。如果验证成功，我们退出循环。

3. 如果已经完成了足够的试验，我们以失败退出循环。否则，错误消息返回给 LLM，我们回到第一步。

给大型语言模型的系统提示如下：

你是一名 mathlib4库的编写者。请根据给定的库生成一个带有证明的新定理，格式为 Lean 4
格式。除了 Lean 4代码外，不要返回任何其他内容。生成的代码应遵循给定的库。生成的代
码应仅包含定理和证明。不要生成已存在于库中的定理。新定理应以 ’theorem’开头，不带
任何注释。可以在证明中使用给定库中的定理作为引理。证明中不得使用 sorry。另外，请使
用标准数学符号（例如，∀, ∃,

√
）代替 Unicode转义序列（例如，\u2200）。

如同证明循环中设置的最大试验次数为 16。
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图 2: 由我们的框架和简单循环框架生成的定理证明长度的分布，其中箱体的大小为 10。

4.3 结果

我们为这些概念生成了 269个定理，其中包括重点定理。该定理的生成证明见附录 A。此证明与 Njstad的原
始证明有所不同，这表明 LLM自行找到了这个证明。其他在研究论文中显示的重要性质的生成定理包括以
下内容：

• 半开集与 alpha-开集的交集是半开集 [10]。

• 预开集与 α-开集的交是预开集 [3]。

另一方面，这些定理没有包含在由简单循环框架生成的 359个定理中。原因似乎是简单循环框架倾向于生成
容易证明的定理。为了证实这一点，我们测量了我们的框架和简单循环框架生成的定理的证明长度。图 2显
示了我们的框架和简单循环框架生成的定理的证明长度分布。可以看出，我们的框架能够生成比简单循环框
架更长证明的定理。

我们也验证了将生成的库作为上下文提供给证明器可以提高其证明能力。

4.4 提供上下文的有效性

4.4.1 重新证明生成的定理

首先，我们尝试通过 § 3.3中的方法在两种设置下重新证明所有生成的定理：一种是上下文包含待证定理生
成前产生的库的情况；另一种仅包含相关概念的定义。结果显示，在有上下文的设置中成功证明了 99%的定
理（267个定理），而在无上下文的设置中仅证明了 90%的定理（242个定理）。因此，上下文提升了 LLMs
的证明能力。

4.4.2 证明能力对于 Alpha-开交集而言

此外，我们在每种设置中尝试重新证明该焦点定理共 128 次。（生成此定理之前生成的定理数量为 49。）在
Lean中评估 Prover的过程与 prover循环相同，只是系统提示已更改为如下：

你是一个 mathlib4库的证明者。请用 Lean 4格式证明给定内容中的最后一个定理。你应该
编写直接跟随在最后一个定理的 ":="后面的 Lean4代码。它应该以 ’by’开始或直接表示一
个项。你可以使用给定内容中的定理作为引理。证明中不要使用 sorry。如果你判断该定理是
错误的，请返回空字符串而不是证明。不要包含任何其他文本。

3https://platform.openai.com/docs/models/gpt-4o
4https://platform.openai.com/docs/models/o3
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图 3: 大型语言模型通过 Lean（w-上下文，w-上下文）证明定理的成功率。带有和不带上下文，自然语言中
的证明（4阶-非局部，o3-非本地）。

请注意，不返回证明的条件从“不可证”更改为了“假”。

为了进行比较，我们也要求大语言模型（chatGPT-4o和 chatGPT-o3）用自然语言（英语）证明这个定理，并
包含了 16次概念的定义。我们手动检查了这些响应。在自然语言实验中，我们使用了以下系统提示：

请证明下列定理。如果你判断该定理是错误的，请返回“错误”而不是证明。

给出大语言模型需要证明的陈述如下：

在一个拓扑空间中，一个集合是 α-开集如果它是其内部的闭包的内部的一个子集。任意两个
α-开集的交集是 α-开集。

在形式语言和自然语言设置中，我们提示大语言模型如果给定的定理是假的，则不要返回证明。因此，输出
结果分为三类：正确证明、包含缺口的证明或被拒绝为不正确的。

结果如图 3所示。结果显示该定理仅在使用生成的库的情况下被证明。大多数以自然语言做出的判断错误地
认为该定理为假，这意味着发现的定理并未包含在 chatGPT的知识中。chatGPT-4o生成的带缺口的证明示例
如附录 B所示。ChatGPT-3o在 Lean和自然语言中从未生成过错误的证明，但它总是错误地判断该定理为假。

该定理的生成证明，如附录 A中所示，并没有使用其他生成的定理作为引理。因此，生成的库被用于证明策
略的上下文学习，而不是作为证明的一系列引理集合。

5 结论与未来工作

我们提出了猜想-证明循环，一个自动生成数学猜想并在 Lean 4格式下证明它们的流程。我们展示了我们的
框架可以重新发现一个研究水平的定理。我们也验证了在我们框架中的情境学习证明策略是有效的。

本研究中突出的命题很容易预测。未来的工作应集中在完善猜想生成过程，以产生更深刻和更具洞察力的数
学陈述，可能通过采用引导 LLM朝向未探索的数学理论领域的技术来实现。
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A 生成的聚焦定理证明

theorem i n t e r s e c t i o n _ o f _ a l p h a _ o p e n _ s e t s _ i s _ a l p h a _ o p e n {A B : S e t X} ( hA : AlphaOpen A) ( hB : AlphaOpen B) : AlphaOpen (A B) := by
−− We u n f o l d t h e d e f i n i t i o n o f ‘ AlphaOpen ‘ and s t a r t w i th a p o i n t
−− ‘ x A B ‘ .
i n t r o x hx
r c a s e s hx wi th hxA , h x B
−− From t h e a lpha − o p e n n e s s o f ‘A‘ and ‘B‘ we o b t a i n t h e two i n t e r i o r
−− memberships below .
have hA_in t : x i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r A) ) := hA hxA
have h B_ i n t : x i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) := hB hxB
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− C o n s i d e r t h e open ne ighbou rhood
−− ‘U := i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r A) )
−− i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) ‘ o f ‘x ‘ .
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
have hU_open :

IsOpen ( i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r A) )
i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) ) :=

i s O p e n _ i n t e r i o r . i n t e r i s O p e n _ i n t e r i o r
have hxU :

x i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r A) )
i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) := h A _ i n t , h B _ i n t

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− We prove t h a t ‘U c l o s u r e ( i n t e r i o r (A B ) ) ‘ .
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−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
have hU_subse t :

( i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r A) )
i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) : S e t X)
c l o s u r e ( i n t e r i o r (A B ) ) := by

i n t r o y hyU
r c a s e s hyU wi th h y A _ i n t , h y B _ i n t
−− From ‘ hyA_int ‘ and ‘ hyB_int ‘ we o b t a i n t h e two c l o s u r e
−− memberships below .
have hyA_cl : y c l o s u r e ( i n t e r i o r A) :=

( i n t e r i o r _ s u b s e t :
i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r A) ) c l o s u r e ( i n t e r i o r A) ) hyA_in t

have hyB_cl : y c l o s u r e ( i n t e r i o r B) :=
( i n t e r i o r _ s u b s e t :

i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) hyB_ in t
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− To show ‘ y c l o s u r e ( i n t e r i o r (A B ) ) ‘
−− we use t h e ne ighbou rhood c h a r a c t e r i s a t i o n o f t h e c l o s u r e .
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
a p p l y ( m e m _ c l o s u r e _ i f f ) . 2
i n t r o V hV hyV
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− F i r s t s t e p : work i n s i d e
−− ‘ V := V i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) ‘ .
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
have h V _ o p e n :

IsOpen (V i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) ) :=
hV . i n t e r i s O p e n _ i n t e r i o r

have h y V : y V i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) :=
hyV , h y B _ i n t

−− As ‘ y c l o s u r e ( i n t e r i o r A) ‘ , t h i s ne ighbou rhood meets
−− ‘ i n t e r i o r A‘ .
have h _ n o n e m p t y :

( (V i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) ) i n t e r i o r A ) . Nonempty :=
( m e m _ c l o s u r e _ i f f ) . 1 hyA_cl _ h V _ o p e n h y V

r c a s e s h _ n o n e m p t y wi th
y , h y V , h y B _ i n t , h y I n t A

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− Now ‘ y V i n t e r i o r A‘ ** and **
−− ‘ y i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) ‘ .
−− Hence ‘ y c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ‘ .
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
have h y _ c l B : y c l o s u r e ( i n t e r i o r B) :=

( i n t e r i o r _ s u b s e t :
i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) h y B _ i n t
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−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− Second s t e p : work i n s i d e
−− ‘ V := V i n t e r i o r A‘ .
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
have h V _ o p e n : IsOpen (V i n t e r i o r A) :=

hV . i n t e r i s O p e n _ i n t e r i o r
have h y V : y V i n t e r i o r A := h y V , h y I n t A
−− Because ‘ y c l o s u r e ( i n t e r i o r B) ‘ , t h e s e t ‘ V ‘ meets
−− ‘ i n t e r i o r B ‘ .
have h _ n o n e m p t y :

( (V i n t e r i o r A) i n t e r i o r B ) . Nonempty :=
( m e m _ c l o s u r e _ i f f ) . 1 h y _ c l B _ h V _ o p e n h y V

r c a s e s h _ n o n e m p t y wi th
z , h z V , h z I n t A , h z I n t B

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− The p o i n t ‘ z ‘ l i e s i n ‘V‘ , ‘ i n t e r i o r A‘ , and ‘ i n t e r i o r B ‘ ;
−− hence i t b e l o n g s t o ‘ i n t e r i o r (A B ) ‘ .
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
have hzIntAB : z i n t e r i o r (A B) := by

−− Use m a x i m a l i t y o f t h e i n t e r i o r t o p a s s from
−− ‘ i n t e r i o r A i n t e r i o r B‘ t o ‘ i n t e r i o r (A B ) ‘ .
have h_sub :

( i n t e r i o r A i n t e r i o r B : S e t X) i n t e r i o r (A B) :=
i n t e r i o r _ m a x i m a l

( by
i n t r o t h t
r c a s e s h t w i th h t A , h t B
e x a c t And . i n t r o ( i n t e r i o r _ s u b s e t htA ) ( i n t e r i o r _ s u b s e t htB ) )

( i s O p e n _ i n t e r i o r . i n t e r i s O p e n _ i n t e r i o r )
e x a c t h_sub h z I n t A , h z I n t B

−− We have found a p o i n t i n ‘V i n t e r i o r (A B ) ‘ .
e x a c t z , hzV , h z I n t A B

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− Maxima l i t y o f t h e i n t e r i o r g i v e s t h e d e s i r e d i n c l u s i o n ,
−− and we c o n c l u d e wi th t h e membership o f ‘x ‘ i n ‘U‘ .
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
have h U _ s u b s e t _ i n t :

( i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r A) )
i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r B ) ) : S e t X)

i n t e r i o r ( c l o s u r e ( i n t e r i o r (A B ) ) ) :=
i n t e r i o r _ m a x i m a l hU_subse t hU_open

e x a c t h U _ s u b s e t _ i n t hxU
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B 生成的错误证明示例

以下是一个由 chatGPT-4o生成的关于两个 alpha-开集的交集是 alpha-开集的“证明”示例。

为了证明给定的定理，我们首先定义在一个拓扑空间中集合是什么意思被称作 alpha-开集。

设 (X, τ)是一个拓扑空间，并设 A ⊆ X。集合 A被称为 α-开集如果

A ⊆ int(int(A)),

其中 int(A)表示 A的内部，而 int(A)表示 int(A)的闭包。

我们旨在证明任意两个阿尔法开集的交集是阿尔法开集。设 A,B ⊆ X 是两个阿尔法开集；
因此，根据定义，我们有：

1. A ⊆ int(int(A)) 2. B ⊆ int(int(B))

我们需要证明 A ∩B 也是 alpha-开的，即，

A ∩B ⊆ int(int(A ∩B)).

首先，观察到 int(A ∩B) ⊆ int(A) ∩ int(B)。

闭包和内部运算都是单调的，因此：

int(A ∩B) ⊆ int(A) ∩ int(B) ⊆ int(A) ∩ int(B).

再次取内部得到：

int(int(A ∩B)) ⊆ int(int(A) ∩ int(B)) ⊆ int(int(A)) ∩ int(int(B)).

根据假设 A ⊆ int(int(A))和 B ⊆ int(int(B))，可得

A ∩B ⊆ int(int(A)) ∩ int(int(B)) ⊃ int(int(A ∩B)).

因此，

A ∩B ⊆ int(int(A ∩B)).

这表明 A ∩B 确实是 α-开集。因此，任意两个 α-开集的交集仍是 α-开集。

因此，该定理是正确的。

此证明显然存在一个漏洞，因为在从倒数第二个关系推导最后一个关系时，子集关系的方向被反转了。
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