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几何感知的去中心化 Sinkhorn方法用于Wasserstein重心

Ali Baheri, David Millard, and Alireza Vahid

Abstract—分布式系统需要将异构的局部概率分布融合
成一个全局摘要，通过稀疏且不可靠的通信网络进行传输。传
统的共识算法在欧几里得空间中平均分布，忽略了它们内在的
几何结构，导致了误导性的结果。Wasserstein 巴氏中心提供
了一种基于最小化最优运输成本的几何感知替代方法，但通过
Sinkhorn 算法的熵近似通常需要集中式协调。本文提出了一
种完全分散式的 Sinkhorn 算法，将集中的几何平均重新表述
为对数域中的算术平均，从而可以通过局部闲聊协议进行近似。
代理与邻居交换对数消息，在共识阶段和本地更新之间交替进
行，以模仿没有协调器的集中式迭代。为了优化带宽，我们整合
了事件触发传输和 b 位量化，提供了在准确性和通信之间的可
调折衷，并适应异步和数据包丢失。在温和假设下，我们证明
收敛到集中的熵巴氏中心的一个邻域内，偏差与共识容差、触
发阈值和量化误差线性相关。复杂度几乎与网络大小呈线性关
系。仿真结果证实了在各种拓扑结构和条件下，使用显著减少
的消息实现了接近集中式的准确度。

I. 介绍

分布式系统越来越需要在稀疏、不可靠的链路上
将异构局部概率分布融合成网络范围内的汇总 [1],
[2] 。考虑自主机器人共享关于目标位置的信念，传
感器网络聚合环境测量数据，或者边缘设备在不共享
原始数据的情况下合作机器学习模型的情况。在每种
情况下，各个节点都维护着必须结合起来以获得有意
义共识的概率分布。

经典的分布式共识算法将概率分布视为欧几里得
空间中的向量，并计算算术平均值 [3] 。虽然简单且研
究充分，但这种方法从根本上忽略了概率测度的几何
结构。简单的平均可能会产生误导的结果：当两个机器
人认为目标位于相反位置时，算术平均值会表明它位
于中点，这可能是一个不可能的位置，比如墙的中心。
同样，在不考虑传输机制的情况下对空间区域中的污
染分布进行平均会产生误导决策算法的人工模式。
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核心问题是概率分布存在于一个弯曲的流形上，
而不是平坦的欧几里得空间中。将一种分布转换为另
一种分布的成本取决于底层几何结构，无论是空间上
的（传感器网络）、时间上的（时间序列）还是基于特
征的（机器学习）。最优传输提供了一个框架来进行这
种感知几何的比较，通过使用一个基础成本函数 [4]测
量分布之间的距离来实现。

Wasserstein 度量下的重心扩展了这一概念，能够
在保持几何结构的同时对多个分布进行平均处理 [5]。
与欧几里得平均不同，Wasserstein 重心能够维持分布
形状，尊重空间或特征关系，并且对异常值具有鲁棒
性。这些特性推动了它们在计算机视觉 [6] 、计算生
物学 [7] 、机器学习 [8] 和机器人应用 [9] 中的应
用，其中分布的几何结构至关重要。
计算挑战在于高效地计算这些重心。精确计算的

成本极高，但熵正则化通过 Sinkhorn算法 [10]使实际
近似成为可能。这种方法迭代交替执行每个代理上的
局部缩放操作和全局几何平均值计算。然而，几何平
均值步骤需要在每次迭代中收集所有代理的信息，从
而形成一个根本性的集中瓶颈，破坏了分布式计算的
目的。
现有的分散式方法存在关键限制。ADMM 和原

对偶方法 [11], [12] 交换完整的耦合矩阵或对偶变量，
导致通信开销随问题维度的平方增长。Push-sum 变
体 [13] 处理有向图但忽略了 Sinkhorn的乘法结构，并
且需要精确算术精度。联邦方法 [14], [15] 假设星形拓
扑和中央参数服务器，这与点对点需求相矛盾。没有
一种提供明确的机制来权衡准确性与带宽或处理不可
靠通信。
我们的核心想法是，几何平均运算可以重新表述

为对数空间中的算术平均。这种变换改变了通信模式，
使其从需要中央协调转变为通过邻居间的共识实现完
全分布式计算。每个代理在对数空间中本地计算其贡
献，然后使用标准的八卦算法 [3] 来达成关于平均值
的一致意见。为了解决带宽限制问题，我们引入了事
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件触发传输 [16] ，其中只有当代理的本地状态显著
变化时才进行通信，并采用自适应量化 [17] ，根据可
用带宽降低消息精度。这些机制提供了明确的控制手
段，在支持异步和数据包丢失的同时权衡准确性和通
信成本。

贡献。本文从三个方面推进了去中心化最优传输的研
究。算法上，我们开发了一种完全去中心化的 Sinkhorn
算法，通过将几何平均操作重新表述为对数空间中的
分布式算术共识来消除中央协调，保持数值稳定性，
而传统方法在此失败。通信方面，我们设计了事件触
发和量化协议，这些协议在减少带宽几个数量级的同
时保留了收敛保证，并提供了明确的参数用于调整精
度与通信之间的权衡。理论上，我们建立了与集中版
本相同的解决方案的收敛性，并明确了共识容差、触
发阈值和量化精度如何影响精度的具体界限。

论文组织。第二节回顾了相关工作。第三节介绍了预
备知识和集中式熵中心点。第四节开发了一种基于事
件触发、量化通信的分散式对数-闲谈 Sinkhorn算法。
第五节建立了收敛性和复杂度界限。第六节报告了关
于准确率与带宽权衡及可扩展性的实验结果。第七节
总结了局限性并指出了未来的研究方向。

II. 相关工作

A. 最优传输和Wasserstein重心

最优传输是一种用于比较具有深层次几何结构的
概率测度的框架。维拉尼的工作涵盖了理论基础 [4]，
而佩雷和库图里则概述了计算方面的内容 [8]。Wasser-
stein barycenters由Agueh和Carlier正式提出 [5]，将
Fréchet均值扩展到概率测度的空间。最优传输在机器
学习 [8], [18]、计算机视觉 [6]、自然语言处理 [19]、强
化学习 [20]–[23]、计算生物学 [7]以及经济学 [24]等领
域得到了广泛应用。

B. 集中式重心算法

熵正则化 [10]允许使用 Sinkhorn算法及其 Breg-
man投影形式进行实际重心计算 [25]。快速变体 [26]
在集中式设置中提供了强大的精度-复杂度权衡。高级
技术包括对数域稳定化以提高数值鲁棒性 [27] , 几何
域的卷积核 [6] , 高维的切片变体 [28] , 以及随机形式
化 [29] 。这些方法假设了集中式协调或星形拓扑并行
性，在每次迭代中通信完整的直方图或对偶势。

C. 分布式优化与通信效率

经典分布式共识 [30] 和随机闲谈 [3] 为去中心化
平均提供了基础的收敛保证。事件触发通信 [16] 和量
化策略 [31] 被广泛研究以减少分布式优化中的带宽需
求，同时保持收敛特性。

D. 去中心化Wasserstein重心计算

现有的分散式方法分为三类，各有其局限性。
ADMM/原始-对偶方法 [11], [12], [32] 每次迭代中交
换完整的耦合矩阵或对偶变量，导致通信开销随着
问题维度的增加而呈二次增长。这些方法实现了亚线
性收敛，并在较小的正则化参数下遭受数值不稳定。
Push-sum 变体 [13]能够处理有向通信图，但忽略了
Sinkhorn 的乘法结构，需要精确算术精度并且无法利
用对数域稳定技术。联邦方法 [14], [15]假设星形拓扑
结构并使用中心参数服务器，这与点对点分布式计算
的需求相矛盾。

III. 预备知识

A. 问题数据和符号约定

我们考虑 N 个代理，每个代理在共同的支持集
X = {x1, . . . , xd}上具有离散概率 µi ∈ ∆d。令 C ∈
Rd×d
≥0 为地面成本，并且对于 ε > 0，定义严格正的吉
布斯核

K = exp(−C/ε),

其元素为 exp(·)。向量是列；�和�表示元素-wise乘法
/除法，1是全 1，而 softmax(z) = exp(z)/〈1, exp(z)〉。
我们使用 ‖ · ‖1和 ‖ · ‖∞。表 I概括了本工作中使用的
全部符号和参数。

B. 集中熵重心（参考）

令 b?ε 表示在 X 上的 {µi}Ni=1 的均匀权重熵
Wasserstein重心。标准 IBP/Sinkhorn重心保持每个
代理的比例 ui ∈ Rd

>0 和一个共享比例 v ∈ Rd
>0。给定

v，每个代理使用一个小的 η > 0更新

ui ← µi �
(
K v + η

)
, i = 1, . . . , N, (1)

以保持数值稳定性。共享更新是 {K>ui}的几何平均
值：

v ←
( N∏

i=1

K>ui

)1/N
. (2)

原始迭代是 b = v/〈1, v〉 = softmax(log v)。



TABLE I: 符号和参数。

符号 描述

N Number of agents
d Support dimension
C ∈ Rd×d

≥0 Ground cost matrix
ε > 0 Entropic regularization
K = exp(−C/ε) Gibbs kernel
η > 0 Ridge parameter
ui ∈ Rd

>0 Agent i scaling vector
v ∈ Rd

>0 Shared scaling; b = v/〈1, v〉
si = log(K>ui) Agent i log-message
zi Local estimate of 1

N

∑
j sj

δ Event-trigger threshold
τin, τout Inner/outer tolerances
[smin, smax] Message clipping range
vmin, vmax esmin , esmax

∆q Quantization error: (smax − smin)/2(2
b − 1)

Lexp Lipschitz const. of exp: esmax

Lnorm Norm. map Lipschitz: ≤ 2/vmin

ρ ∈ (0, 1) Contraction factor

C. 对数域消息和平均恒等式

定义每个代理的日志消息

si := log
(
K>ui

)
∈ Rd. (3)

那么 (2)等价于算术平均值：

log v =
1

N

N∑
i=1

si ⇐⇒ v = exp
( 1

N

∑
i

si

)
.

这个恒等式是我们通过局部平均实现去中心化的方
式。

IV. 方法论

我们开发了一个完全去中心化的 Sinkhorn重心迭
代变体，通过以下步骤：(i)将共享的几何平均更新重写
为对数域中的算术平均，(ii)使用短暂的邻域八卦轮次
来近似该平均值，(iii) 通过事件触发的量化传输减少
带宽。在整个过程中，向量均为列；�和�表示逐元素
乘除；1是全 1向量；softmax(z) := exp(z)/〈1, exp(z)〉。
令 X = {x1, . . . , xd} 是公共支撑集，C ∈ Rd×d

≥0

是基础成本。对于 ε > 0 定义 Gibbs 核函数 K :=

exp(−C/ε)（逐元素指数）。每个代理 i ∈ {1, . . . , N}
持有一个直方图 µi ∈ ∆d。熵中心 IBP/Sinkhorn迭代
保持每个代理的缩放因子 ui ∈ Rd

>0和一个共享的缩放
因子 v ∈ Rd

>0。给定一个小的脊线 η > 0以确保数值

稳定性，更新为

ui ← µi �
(
Kv + η1

)
, i = 1, . . . , N, (4)

v ←
( N∏

i=1

K>ui

)1/N
. (5)

定义每个代理的日志消息

si := log
(
K>ui

)
∈ Rd. (6)

然后共享更新 (5)相当于对数域中的算术平均值：

log v =
1

N

N∑
i=1

si ⇐⇒ v = exp
(

1
N

N∑
i=1

si

)
. (7)

令 G = (V,E) 是一个连接的无向通信图，具有
|V | = N 和邻居集合 Ni。为了避免在 (7)中出现集中
聚合，每个节点 i维护一个局部估计器 zi ≈ 1

N

∑
j sj

并使用最近的邻居数据包 z̃k 运行加权闲谈：

z
(0)
i ← si, (8)

z
(s+1)
i ←

∑
k∈Ni∪{i}

w
(s)
ik z̃

(s)
k , s = 0, 1, . . . (9)

采用（可能随时间变化的）双随机权重 w
(s)
ik 。短暂内

部共识后（参见 §IV），每个节点形成一个共享的迭代

v ← exp(zi), b← softmax(log v). (10)

交错 (4),(6),(9)和 (10)再现了没有协调器的集中映射。
为了最小化通信成本，节点 i只在日志消息有显

著变化时才进行传输。设 si,last为最后传输的 si。在第
t次迭代中，仅当∥∥si − si,last

∥∥
∞ > δ, (11)

满足条件时才传输，否则邻居节点重用缓存的数据
包。我们传输一个 b 位的量化和裁剪日志消息。令
[smin, smax] 限制传输条目（本地保持全精度），并在
该区间上定义一个统一的 b位量化器。每项最差情况
下的量化误差则满足

∆q =
smax − smin

2 (2b − 1)
. (12)

剪辑将仅应用于打包的日志值；所有本地计算均使用
未剪辑的 si。
我们在对数域中计算，将 η > 0保留在 (4)中，并

通过 b = softmax(log v) 形成原始迭代。对于内部共
识，节点 i在

max
k∈Ni

∥∥zi − z̃k
∥∥
∞ < τ, (13)



Algorithm 1 分散的日志-闲谈 Sinkhorn算法，带有
事件触发和量化

Require: 图G，核K，容差 τ，触发器 δ，量化器Qb(·)，
裁剪范围 [smin, smax]，岭 η > 0。

1: for each node i ∈ V in parallel do
2: ui ← 1 ; si ← log(K>ui) ; zi ← si ;

si,last ← si

3: while not converged do
4: for each node i in parallel do . Local

scaling
5: v ← exp(zi) ; ui ← µi � (Kv + η1)

6: si ← log(K>ui)

7: if ‖si − si,last‖∞ > δ then . Event trigger
8: 发 送 Qb

(
clip(si; [smin, smax])

)
到

Ni; si,last ← si

9: （内部八卦）每个节点 i使用 (9)和最近的邻居
数据包更新 zi 直到达到 maxk∈Ni

‖zi − z̃k‖∞ < τ

或步骤限制。
10: for each node i in parallel do . Shared

projection
11: v ← exp(zi) ; b← softmax(log v)

12: return b

或在固定步数限制之后声明局部一致。对于外部循环，
当连续共享迭代稳定时，例如∥∥ log v(t+1) − log v(t)

∥∥
∞ < τ. (14)

时，我们停止。

A. 去中心化 Sinkhorn：完整过程

V. 理论结果

我们分析了去中心化、事件触发的量化对数八
卦 Sinkhorn 方案。我们的目标是：(i) 在 Hilbert 度
量中为集中式 IBP/Sinkhorn 重心映射建立单一的一
致收缩；(ii) 通过谱隙量化内循环共识时间；(iii) 使用
明确的范围感知常数，将共识/触发/量化扰动传播到
exp+normalize 管道中的 `1；以及 (iv) 声明具有一致
的 d依赖和异步处理能力的通信/计算复杂度。

A. 假设、稳定化和范围管理

假设 1（网络与权重）。通信图 G = (V,E)是连
通的。平均权重W = [wik]是双随机的，对于 (i, k) ∈

E ∪ {(i, i)}有 wik ≥ β > 0。对于时变/异步更新我们
在 §V-H中指定假设。

假设 2（问题的正则性与稳定化）。Gibbs 核心
K = exp(−C/ε)的所有元素严格为正数对于 ε > 0成
立。每个代理 i持有一个直方图 µi ∈ ∆d。我们运行带
有正的脊 η > 0的稳定化 IBP 更新，在 u更新中（参
见 (1)），使得 K>ui + η1 > 0总是成立。这意味着每
个代理的日志消息

si := log
(
K>ui

)
在每次迭代中都是明确定义的，即使 µi是稀疏的（包
含零）。

假设 3（通过裁剪实现有限对数范围）。存在有限
的边界 smin ≤ smax，使得传输日志消息在量化之前
满足 stx

i = clip(si; [smin, smax]) ∈ [smin, smax]
d。定义

vmin := esmin , vmax := esmax。我们将 stx
i 分量用一个在

[smin, smax]上具有 b位的均匀量化器进行量化，得到
每项误差为 ∆q = (smax − smin)/2(2

b − 1)。接收方缓
存最新数据包并在新数据包到达前重复使用它。
备注 1 (为何剪枝是算法的一部分): 裁剪使分析

自洽并消除了在小 ε 或峰值直方图时的病态范围爆
炸。它被应用于仅针对传达的日志消息；局部计算保
持全精度。如果使用自适应范围，节点可以捎带当前
(smin, smax)并偶尔进行偏移/缩放更新。

B. 巴里中心映射在希尔伯特度量中的收缩

令 F : ∆d−1 → ∆d−1 表示一个完整的重心循
环：所有具有共同 v 的 ui 更新，接着是共享的 v 更
新和归一化 b = v/〈1, v〉。我们使用希尔伯特射影度
量 dH(x, y) = log

(
maxj xj/yj

)
− log

(
minj xj/yj

)
在

Rd
>0上。
引理 1 (希尔伯特压缩（集中式）): 设

osc(logK) = maxj,j′ max`(logK`j − logK`j′)。
定义

θ := tanh
(

1
4

osc(logK)
)
, ρ := θ2. (15)

那么
dH
(
F (b), F (b′)

)
≤ ρ dH(b, b′). (16)

此外，
ρ ≤ tanh2

(
‖C‖∞
2ε

)
< 1, (17)

因此 ρ ↑ 1作为 ε ↓ 0。



草图。每个 ui-更新和共享的 v-更新都是由正线性映射
诱导，随后进行投影归一化。经典的Birkhoff – Bushell
理论给出一个每映射系数 ≤ θ [33]。一个完整的 IBP
重心循环由两个这样的正则化映射组成，因此收缩因
子最多为 θ2，与 N 无关。 �

C. 在范围界限下连接 dH 和 `1

引理 2 (希尔伯特→ `1桥): 如果 x, y ∈ Rd
>0满足

vmin ≤ xj , yj ≤ vmax和 p = x/〈1, x〉，q = y/〈1, y〉，则

‖p− q‖1 ≤
2

vmin
‖x− y‖1. (18)

此外，如果 dH(x, y) ≤ γ，则

‖p− q‖1 ≤
2

vmin
(eγ − 1). (19)

D. 一步扰动通过 exp和归一化

设 F̃ 为 F 的去中心化对应物，它使用具有容忍度
τ、事件触发阈值 δ 和在传输对数消息上的 b位量化，
步长为 ∆q 的内环共识。
引理 3 (一步扰动): 设 Lexp := esmax 和

Lnorm := sup
x>0

∥∥∥ x

〈1, x〉
− ·
〈1, ·〉

∥∥∥
1←1

(operator `1→`1 norm).

然后对于任意的 b ∈ ∆d−1，

‖F̃ (b)− F (b)‖1 ≤ Lexp Lnorm (τ + δ +∆q).

在假设 3（有限对数范围）下，Lnorm ≤ 2/vmin，因此

‖F̃ (b)− F (b)‖1 ≤
2 esmax

vmin
(τ + δ +∆q).

讨论。(τ + δ+∆q)项是每个节点使用的预 exp对数向
量在每维上的最坏情况下的 `∞ 界。不假设误差源之
间的独立性；我们简单地添加幅度以涵盖缓存中的相
关性和陈旧性。

E. 跟踪集中重心和 ε-灵敏度

令 b?ε 为集中熵重心不动点。
定理 4 (线性收敛到 b?ε 的邻域): 在假设条件 1至

3以及引理 1到 3下，分散迭代服从∥∥b̃(t)−b?ε∥∥1 ≤ ρ t
∥∥b̃(0)−b?ε∥∥1 +

LexpLnorm

1− ρ
(τ+δ+∆q),

(20)
其中 ρ来自引理 1
备注 2: 因为 ρ ≤ tanh2(‖C‖∞/(2ε))，速率下降

为 ε ↓ 0。此外，当小范围的 ε扩大时，Lexp/vmin =

esmax−smin 也会增长。因此，我们的分析建议要么（i）
在 ε中继续，要么（ii）对小范围的 ε使用更严格的裁
剪范围。

F. 内环共识时间

令 z
(s)
i 表示节点 i在 s步骤后的内部消息状态，初

始化为 z
(0)
i = stx

i 。对于同步情况W (s) ≡W：

引理 5 (通过谱间隙达成共识): 如果 σ2(W )是第
二大奇异值，则

‖z(s) − z̄ 1‖2 ≤ σ2(W ) s ‖z(0) − z̄ 1‖2. (21)

因此，满足容差 τ 所需的内部步骤为

Tinner(τ) = O

(
log
(√

d ‖z(0) − z̄ 1‖2/τ
)

1− σ2(W )

)
. (22)

如果W 是无向图上的 Metropolis（或类似）权重，则
1− σ2(W ) & λ2(G)/dmax.
命题 6 (触发率来自变动预算): 在定理 4下，存在

常数 c1, c2仅依赖于 (smin, smax)和问题数据，使得

Vi(T ) ≤ c1 ρ
T + c2

1− ρT

1− ρ
(τ + δ +∆q). (23)

因此，节点 i在 T 外层迭代中广播的次数满足

Mi(T ) ≤ 1 +
⌈
Vi(T )/δ

⌉
. (24)

草图。一步收缩贡献了 ρt 衰减；来自引理 3 的稳态
偏差产生了几何级数；触发器将累积变化转换为事件
计数。

G. 通信和计算复杂性

令 Touter 表示外部 IBP 循环的数量，Tinner 表示
每次外部迭代中的内部八卦步骤数量。选择 (τ, δ,∆q)

使得
LexpLnorm

1− ρ
(τ + δ +∆q) ≤ 1

2
εtar. (25)

为了达到 ‖b̃(T ) − b?ε‖1 ≤ εtar，只需取

Touter = O
(

log(1/εtar)

log(1/ρ)

)
, (26)

和

Tinner = O
(

log(d/τ)
1− σ2(W )

)
. (27)

消息计数满足

Mtotal = O(|E|T ), Magent = O(deg(G)T ),

T = TouterTinner.
(28)

每个外层迭代和每个代理，计算K>ui的成本为O(d2)
（或使用快速变换时为O(d log d)），而每个内层步骤的



序列化成本为O(deg(G)·d)。写作 κ(d) ∈ {d2, d log d}，
所有代理的总运行时间是

O
(
Touter

(
N κ(d) + Tinner |E| d

))
. (29)

收敛每次迭代呈线性（按次数呈指数）, 因子为 ρ。

H. 异步、延迟和过时的数据包

我们现在用标准的随机化/异步模型替换同步内
循环。设 {W (s)} 是具有 E[W (s)] = W 和谱隙 1 −
σ2(W ) > 0 的独立同分布双重随机平均矩阵。假设
通信延迟有界，陈旧程度最多为∆内部步骤和缓存的
数据包，并且激活过程独立于量化噪声。那么：
定理 7 (期望中的异步共识): 在上述模型下，

E‖z(s) − z̄ 1‖2 ≤ σ2(W ) s E‖z(0) − z̄ 1‖2, (30)

因此引理 5中的界值期望中成立，其中 1 − σ2(W )被
替换为 1− σ2(W )。有界滞后仅扩大了有效触发/缓存
项，这已经在引理 3和命题 6的 (δ, τ)中考虑到了。
备注（符号和对称性）。当 W 是对称时，σ2(W ) =

λ2(W )（按模数计算的第二大特征值）。我们始终使
用 ‖ · ‖1←1表示算子 `1的范数。

总结。一个统一的希尔伯特收缩用于中心化（引理 1）、
谱隙内部共识（引理 5,7）和范围感知扰动传播（引
理 3），共同产生线性跟踪，其显式的稳态邻域缩放与
(τ, δ,∆q)呈线性关系（定理 4），以及消息/运行时复
杂度界。

VI. 结果

我们评估了所提出的分散式、事件触发的日志-八
卦算法。实验使用了一个 4× 4网格 (N=16)，支持大
小为 d=64，熵参数为 ε，并且内部共识容差为 τ。对
于每个条件，我们对多个种子进行平均并报告 95% 的
置信区间。准确性是相对于中心化的熵重心来衡量的。
图 1在对数尺度上绘制了“始终闲谈”和事件触

发变体的内部循环共识残差。两条轨迹都表现出预期
的锯齿状轮廓：每次外部迭代内的快速内部收缩，接
着在下一次外部更新时出现小跳跃，这与光谱间隙控
制的共识速率一致（参见闲谈收缩引理）。事件触发适
度减慢了内部收敛速度，但达到相同的残差底限，这
符合引入有界扰动而不改变收缩状态的理论。图 2在
共同支持上叠加了集中式和分散式的重心。在主导模
式下，这些曲线视觉上难以区分，表明分散迭代保持

Fig. 1: 收敛轨迹（对数残差）对比始终闲聊与事件
触发。

Fig. 2: 集中式与去中心化重心在共同支撑上的重叠。

在集中式解的一个小 `1-邻域内。这一观察结果与定理
4的跟踪界限一致。
图 3 显示了消息总数与网络规模在对数-对数尺

度上的关系，并以 O(N)和 O(N2)参考线表示。在网
格图中，当 τ 和内部步骤上限固定时，实测斜率接近
O(N)，这与以下情况相符：(i) 每次外部迭代中的内
部消息传递步骤数保持大致恒定；(ii) 消息量随边的
数量 |E|∼O(N)而变化。图 4报告了实时时长，随着
N 的增加而单调递增，这与每次迭代的成本分析预期
一致。图 5绘制了精度与支持大小 d之间的关系。精
度随 d增加然后饱和，符合在固定 ε下离散化误差和
熵偏差之间预期的权衡。

VII. 结论

我们提出了一种几何感知的分散式 Sinkhorn 算
法，用于在稀疏、不可靠的网络上计算熵Wasserstein
重心。通过将中心化的几何平均值重新表述为对数域



Fig. 3: 总消息数与网络规模（对数-对数）图，带有
O(N)和 O(N2)指南。

Fig. 4: 运行时与网络规模。

中的算术平均值，并通过局部闲聊共识近似它，我们的
方法消除了协调者的需要，同时保持了迭代 Bregman
投影的乘法结构。我们进一步通过事件触发传输和量
化增强了通信效率，提供了明确、可调的精度与带宽
之间的权衡，能够容忍异步性、数据包丢失和延迟。
理论分析建立了收敛到中心化熵重心邻域的结果，偏
差界限按共识容差、触发阈值和量化步骤线性扩展。
复杂度特征表明在常见拓扑中接近线性的网络规模扩
展，并且经验评估确认了在各种图、支撑和压力条件
下大幅减少消息量的同时保持中心化级别的精度。尽
管我们的方法推进了分散式 OT求解器的发展，但限
制包括对共同支撑和平固定正则化的假设，以及基于
模拟的验证仅限于适度规模。未来方向可能探索异构
支持、自适应量化方案、与切片或卷积 OT集成以处
理结构化数据，并在分布式学习或传感器融合场景中

Fig. 5: 准确性与支持规模 d。

进行实际部署。
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