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Wohlart的三环机构:
过约束和不稳定的连杆结构

Andreas Müller

本文重新审视了 Karl Wohlhart在 2004年的一篇 ARK论文中提出
的一种三环空间连杆机构（该机构是对 Eddie Baker在 1980年提出的双
环连杆机构的扩展），并在 Diez-Martínez等人于 2006年的另一篇 ARK
论文中进行了分析。
局部分析表明，该连杆具有有限自由度 3（因此是过约束的），而在

其参考配置下微分自由度为 5。研究表明其构形空间局部上是一个光滑流
形，因此参考配置不是 c-空间奇点。还证明了微分自由度在局部恒定，这
使得该连杆结构不稳定（即参考配置不是一个奇异点）。通过计算运动切
锥以及对 c-空间的局部逼近，可以更好地进行高阶局部分析。

Key words: 多环连接机构，配置空间，运动奇点，不稳定，高阶分析，运
动切锥。

1 介绍

在 [1] 中，Baker 提出了一个两环链接作为示例来演示他的方法在
确定任意两个物体的相对扭转以及因此它们在机构中的瞬时相对运动性
方面的应用。这个链接也被 Davies [2]用来展示他关于运动学拓扑的图
表示。Fayet [?]将其扩展到一个三环链接，并用作演示他的方法来确定
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图 1 Fayet提出的多环链接（CAD图纸由 Jose Rico提供）。

“相对螺旋空间”的示例，即由可能的相对扭转定义的 se(3) 的子空间。
Wohlhart [16]提出了一种识别相对扭转的有效方法，后来 Diez-Martínez
等 [3]提出了确定有限相对运动性的一种方法。在两篇出版物中，都使用
了图 1中所示的 Fayet链接的一种变体作为示例，并在其所示的参考配置
下进行了分析。结果显示，在 [16]参考配置下微分自由度为 5。在 [?]中，
有限自由度被发现为 3。微分和局部自由度的不同可能表明参考配置是运
动学奇点。这个问题尚未得到解决，并将在本文中通过局部机动性分析
给出答案。后者确定了图??中参考配置下的有限机动性和该链接通过此
配置进行有限运动时的微分机动性。将表明这个配置是 c空间中的一个
正则点，它不是一个运动学奇点，并且其微分自由度始终为 5，这使得连
接体不稳定。如果在正常配置中，机制的微分（瞬时）自由度高于局部
（有限）自由度，则该机构是不稳定的。分析利用了运动切锥，它提供了
如在 [?, ?, 5, 12]中介绍的这种局部分析的数学框架，并对 c-空间进行了
局部逼近。计算通过关节螺距 [?]的高阶表达式的封闭形式和递推关系得
以实现。包含图 1中连杆所有计算的Mathematica© 笔记本可以从作者处
获得。

2 运动学拓扑

连杆的运动拓扑由非定向（多）图 Γ [2, 10] 表示。顶点表示刚体/连
杆，边表示（1-DOF）关节。图??的连杆菲耶特图包含 10个关节（2个
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图 2 树 ~G、余树 ~H 和拓扑图 ~Γ 中的 FCsΛl，如图 1所示连接中的。

球形，4个柱形，1个平面，3个回转），以及 8个连杆。柱形、球形和平
面关节被建模为螺旋关节组合 [3, 16]。因此运动模型由 n = 20个螺旋关
节（6个棱柱形，14个回转）和 N = 17个连杆组成。该拓扑图具有 γ =

N −n+1 = 3 个基本回路（FC），也称为基本环，用 Λl, l = 1, . . . ,γ 表示。
可以引入一个余树H，其中每个 γ 个 FC中恰好包含一条边。消除余树
的边得到生成树 G。对于运动学建模，引入了一个相关的有向图 ~Γ。边的
方向表示关节变量的极性。这定义了相应的有向树 ~G 和余树 ~H，如图 2
所示（顶点/体标签被省略）。FCs 根据边在遍历 FC 时出现的顺序来诱
导一个排序。所有边都与 FCs 对齐，除了边 15 和 16。

~Γ 的边的对应关系（即模型中的回转/棱柱关节到连杆的多自由度关
节的对应关系如下：联合 A：1,2,3；B：9,10,11；C：12,13,14；D：6,7；
E：4,5；F：8；G：15,16；H：18；J：19,20；K：17。

3 运动学模型

拓扑图的边 i对应一个螺旋关节，用螺纹坐标向量 Yi, i = 1, . . . ,n和关
节变量 qi, i = 1, . . . ,n建模。后者汇总在向量 q ∈Vn =R6 ×T14中。图??示
的配置菲耶特图用作零参考配置 q0 = 0。螺钉坐标向量在此参考配置中确
定，并在位于关节 A时用空间框架F0 表示（源自 [3]）：



4 Andreas Müller

Y1 = (1,0,0,0,0,0)T ,Y2 = Y5 = (0,1,0,0,0,0)T

Y3 = Y11 = (0,0,1,0,0,0)T ,Y4 = Y6 = Y13 = Y15 = Y19 = (0,0,0,0,1,0)T

Y7 = (0,1,0,0,0,1)T ,Y8 = (0,1,0,−1,0,1)T ,Y9 = (1,0,0,0,1,0)T

Y10 = Y20 = (0,1,0,−1,0,0)T ,Y12 = (0,0,0,1,0,0)T

Y14 = (0,0,1,−1,0,0)T ,Y16 = (0,1,0,−1/2,0,0)T

Y17 = (0,1,0,−1/2,1,0)T ,Y18 = (0,0,1,1,1,0)T .

任意配置下的瞬时关节螺钉坐标用 Si (q) 表示。它们从参考配置中的
关节螺距坐标通过将 Yi 变换到当前配置 [12, 13] 中得出。例如 S9(q) =

Adexp(Y1q1)·...·exp(Y8q8)Y9，其中 Ad是将螺距坐标 [15]转换的矩阵。事实上，在
零参考配置中的 Si(0) = Yi。
用 Jl 表示速度约束 Jl(q)q̇ = 0 中的约束雅可比，用于 FCΛl, l =

1, . . . ,3。
根据拓扑图的定向，所有 FCγ = 3的总体约束雅可比是 18×20矩阵

J =


S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 S11 0 0 0 0 0 0 0 0 0

S1 S2 S3 S4 S5 0 0 0 0 0 0 S12 S13 S14 S15 S16 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 S9 S10 S11 0 0 0 −S15 −S16 S17 S18 S19 S20


(1)

，其中三行对应于 Jl。该系统中 6γ = 18速度约束因此是 J(q)q̇ = 0。请注
意，边 15和 16的方向与 Λ3 相反。

FCΛl, l = 1, . . . ,γ 的几何回路闭合约束是 fl (q) = I，约束映射由指数
的乘积表示

f1 (q) = exp(Y1q1) · . . . · exp(Y11q11) (2)

f2 (q) = exp(Y1q1) · . . . · exp(Y5q5)exp(Y12q12) · . . . · exp(Y16q16) (3)

f3 (q) = exp(Y9q9)exp(Y10q10)exp(Y11q11)exp(−Y16q16)exp(−Y15q15)

·exp(Y17q17)exp(Y18q18)exp(Y19q19)exp(Y20q20) (4)

其中顺序由 FCs定义，而指数中的符号则由相对于 FCs的边的方向决定。
c空间然后是实解析簇

V :=
{

q ∈ V20| fl (q) = I, l = 1, . . . ,3
}
. (5)

运动分析的主要目标在于确定维度（即自由度）和 V 的拓扑结构（即运
动性）。在 q ∈V 处的微分自由度是 δdiff (q) = dimkerJ (q) = n− rank J (q)。
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差动迁移由向量 x ∈ kerJ (q)描述。有限局部自由度在 q ∈ V 处是 V 的局
部维度，表示为 δloc (q) = dimq V。

C-空间奇点是V的非光滑点（其中V不是光滑流形）。运动学奇异点是
在V 中 q任何邻域内微分自由度不恒定的点。C-空间奇点是运动学奇点。
反之则不一定成立。约束奇点是约束雅可比矩阵不满秩的点。C-空间和运
动学奇点是约束奇点。相反的情况并非如此必然为真（例如。超约束机构）。

4 通过参考配置的光滑有限运动

连杆的运动对应于V中的一条曲线。在给定的配置 q∈V下，通过 q的
光滑有限曲线V的切线，即为了平滑运动，形成运动学切锥CK

q V := {σ̇ |σ ∈
Cq} ⊂Rn，其中 Cq是通过 q ∈V [?]V 中的光滑曲线类 CISMMueller2019。
通过关节变量的参数化，它可以简单地被视为所有速度向量 q̇的集合的
形式定义，使得 q(t)是 V 中的一个光滑曲线，并满足循环约束条件的时
间导数任意阶。因此，它可以通过速度约束 [5, 8, 9]的高阶导数来定义。
表示H(1)

l (q, q̇) := Jl(q)q̇和H(i)
l (q, q̇, . . . ,q

(i)) := di−1

dt i−1 H(1)
l (q, q̇)，FCΛl 的 i阶约

束是
H(i)

l (q, q̇, . . . ,q
(i)) = 0. (6)

然后确定运动切锥为

CK
q V = Kκ

q ⊆ . . .⊆ K3
q ⊆ K2

q ⊆ K1
q (7)

其中 Ki
q 是一个在 x中定义的锥，表示为

Ki
q := {x|∃y,z, . . . ∈ R20 : H(1)

l (q,x) = 0,H(2)
l (q,x,y) = 0,H(3)

l (q,x,y,z) = 0, . . .

. . . ,H(i)
l (q,x,y,z, . . .) = 0, l = 1,2,3}.

(8)
序列 (7) 以有限的 κ 结束，这特定于连杆并取决于配置。该公式的关键
点在于高阶映射 H(i)

l 可以通过简单的向量操作 [12,13]以封闭形式或递归
方式计算得出。Mathematica© 的实现可在 [11]获取。
运动切锥提供了在 c-空间奇点 q处相交的流形的局部描述。因此它

允许识别运动分歧，包括非横截相交 [?]。计算表明，一阶和二阶锥分别
是 5维和 3维向量空间：
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K1
q0
= {x ∈ R20| x1 = 0,x2 = u,x3 = v,x4 = 0,x5 = w+2v,x6 =−v,x7 = w/2,

x8 = r,x9 =−v,x10 = s,x11 = w+2v,x12 =−s,x13 =−w−u−2v,

x14 =−w−2v,x15 =−r+ s,x16 = w+2v,x17 = v,

x18 =−w− v− r+ s,x19 =−w,x20 = w; r,s,u,v,w ∈ R}.

K2
q0
= {x ∈ R20| x1 = 0,x2 =−u,x3 = 0,x4 = 0,x5 = 0,x6 = 0,x7 = 0,x8 = r,

x9 = 0,x10 = s,x11 = 0,x12 =−x10,x13 = u,x14 = 0,x15 =−r+ s,

x16 = 0,x17 = 0,x18 =−r+ s,x19 = 0,x20 = 0; r,s,u ∈ R}.

这表明在 q0 处，连杆可以执行 5 维的一阶运动，因此微分自由度是
δdiff (q0) = dimK1

q0
V = 5。高阶锥体是 Ki

q0
= K2

q0
, i ≥ 3，因此是 CK

q0
V = K2

q0
。

这表明恰好有一个流形通过 q0。因此，连杆允许定义良好的三维平滑运
动，但没有分叉，局部有限自由度具有下限 δloc (q0)≥ dimCK

q0
V = 3。如果

q0属于 V（更高维度）的子簇，则自由度可能高于 3，并且不允许平滑运
动，例如尖点。后者不能通过动力学切锥体（或基于约束项高阶导数的任
何分析）来捕捉。这在第 6节中进行了讨论。

5 平滑有限运动中的微分迁移率

局部有限运动的分析未能揭示通过 q0 时的微分移动性。还需要确定
i)连杆在通过 q0进行有限运动时的微分自由度，以及 ii)微分自由度是否
在 q0 附近的 V 中局部恒定。前者允许得出连杆是否不稳定。后者对于断
定 q0 是否为运动学奇点至关重要。最近认识到（尽管这一现象已经为人
所知很长时间了），即使 c-空间是一个光滑流形 [14]，机制也可能表现出
运动学奇点。
用 Jαααβββ表示 J的 k×k子矩阵，包含元素 Ji j根据索引集ααα = {α1, . . . ,αk},αi−1 <

αi和 βββ = {β1, . . . ,βk},β j−1 < β j。αααβββ -子式 J的阶数为 k，然后是mαααβββ (q) :=

detJαααβββ (q)。其 i阶导数用 M(i)
αααβββ
(q, q̇, . . . ,q(i)):= di

dt i mαααβββ (q)表示。约束雅可比
矩阵秩小于 k的点集可以通过 [?]k-子式定义 JMR2018,CISMMueller2019

Lk : =
{

q ∈ V20| fl (q) = I,mαααβββ (q) = 0, l = 1,2,3

∀|ααα|=|βββ |=k,ααα ⊆ {1, . . . ,6},βββ ⊆ {1, . . . ,n}
}
.

(9)

感兴趣的是一类秩小于 k的有限光滑运动。切线到这样的运动通过 q ∈V

形成运动学切锥到 Lk，由序列确定
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CK
q Lk = Kk,κ

q ⊂ . . .⊂ Kk,3
q ⊂ Kk,2

q ⊂ Kk,1
q (10)

定义的 i阶锥体由约束和子式的 i阶导数定义

Kk,i
q := {x|∃y,z, . . . ∈ R20 : H(1)

l (q,x) = H(2)
l (q,x,y) = . . .= H(i)

l (q,x,y,z, . . .) = 0,

M(1)
αααβββ
(q,x) = M(2)

αααβββ
(q,x,y) = . . .= M(i)

αααβββ
(q,x,y,z, . . .) = 0,

∀ααα ⊆ {1, . . . ,6},βββ ⊆ {1, . . . ,n}, |ααα|=|βββ |= k, l = 1,2,3}.
(11)

通过简单的向量运算 [13]可以高效地计算子式的导数，也可作为Mathematica©

实现 [11]。
在参考配置 q0 中，雅可比行列式具有 rank J (q0) = 15，而其秩不能

高于 3 ·6 = 18。因此必须研究 Lk,k = 16,17,18。计算结果显示，(6) 的解
的所有阶数为 k = 16,17,18和 M(i)

αααβββ
= 0, |ααα|=|βββ |= 16,17,18的子式的导数

均为零。得出结论，对于通过 q0 的任何平滑运动，雅可比矩阵局部秩恒
为 15。因此该连杆具有局部恒定的微分自由度 δdiff (q) = n− rank J (q) =

20− 15 = 5,q ∈ U (q0)∩V。由于其微分自由度和局部自由度永久不同，
该联结是 δdiff −δloc = 2阶的不稳定。

6 配置空间的局部近似

上述分析没有捕捉到无法实现平滑运动的奇点，参考配置 q0 可能仍
然是一个奇点，在该奇点处 V 不是局部流形的交集。这种情况发生在死
点/运动反转点（也称为静止奇点）。在这些配置中，c-空间不是流形的交
集，因此无法在该点定义切线，例如在尖点 [7, 12]处。这可以通过使用
约束映射在 q处的 k阶泰勒级数展开来对 c-空间 V 进行局部逼近来进行
验证

fl (q+ x) = fl (q)+∑
k≥1

1
k!

dk fl,q (x) . (12)

由于 fl (q) = I，对于 q ∈V，在 q处的 V 的 k阶逼近由

V k
q := {x ∈Rn|d fl,q (x)+

1
2

d2 fl,q (x)+ . . .+
1
k!

dk fl,q (x) = 0, l = 1, . . . ,3}. (13)

给出。差分 dk fl,q 的一个有效的递归和显式表达式已在 [?] 报告，穆勒-
MMT2019,CISS穆勒 2019，并且可以在 [11]中找到 Mathematica©实现。
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计算结果为 V 1
q0
= K1

q0
和 V 2

q0
= K2

q0
，这证实了该连接只能执行平滑的三维

运动。

7 结论

研究表明，在参考配置中，Wohlhart 提出的三环连杆 [16]具有有限
局部自由度 3，局部常数微分自由度 5，并且参考配置是规则的。因此，
该连杆可以执行有限的三维平滑运动。由于在所有规则点处微分自由度
超过局部自由度，它是二阶颤动的。
该连杆机构也是过约束的。任意给定拓扑的空间连杆机构的通用（拓

扑）自由度由切比雪夫-库茨巴赫-格律布勒公式给出，可以表示为 δtop =

∑i∈J δi − 6γ = n− 6γ。应用于这个连杆机构时，通用自由度是 δtop = 20−
6 ·3 = 2，因此它是过约束一度。
总之，参考配置是一种约束奇点，但不是运动学奇点或 c空间奇点。

需要注意的是，[4] 中图 4所示的三环链接（在 [16] 中重复为图 3）显示
出类似的有趣性质。所呈现的分析仅揭示了参考配置下的可动性（尽管
该配置是任意选择的）。全局分析将不得不求助于代数公式，并使用几何
代数中的工具。

Acknowledgements 这项工作得到了奥地利 COMET-K2计划框架内 LCM K2共生
机电中心的支持。
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