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ABSTRACT

对量子理论的理解，即通过新的、基础性的描述来解释非经典关联、测量的非交换性以及其他独特且违背直觉的现象，仍然是

我们对物理现象描述的基础挑战之一。在一些提议中，认为量子态本质上是在贝叶斯框架下的知识状态是一种令人着迷的可能

性，这归功于其解释力。在这项工作中，通过将贝叶斯概率理论应用于“脆弱”系统（即测量会扰动的系统）来推导出量子理

论的形式化方法。复希尔伯特空间、非交换算子和期望值的迹规则都是从使用线性代数解决涉及隐藏变量的经典概率积分方程

中自然产生的。也讨论了该理论的非脆弱极限，在这种情况下，所有测量都是可交换的，且理论变得类似于经典统计理论。

1 介绍
量子理论的意义和解释一直是物理学中的一个争议问题，因为它暗示了我们宇宙的非局域性。在 1935年的开创

性论文中，爱因斯坦、波多尔斯基和罗森 1（EPR）断言量子理论是不完整的，因为无法同时预测粒子的位置和速
度等互补量。在 EPR论文 2中，爱因斯坦认为如果量子力学提供了“现实”的完整描述，那么动量的不确定性不应
成为问题。他相信存在“现实元素”，这些是粒子的性质，即使并非所有这些值都能同时测量（根据海森堡不确定原
理），它们也有确定的值。因此，他认为必须存在控制粒子行为的隐藏变量（未定参数），如果已知这些变量，将允
许对其状态进行完整描述。
此外，量子纠缠引入了非局域性的概念，这一概念后来通过贝尔定理 2 进行了讨论。纠缠系统表现出在物理上

相隔很远的系统之间的非经典相关性，但这些系统在过去曾相互作用过。这是量子力学中的一个基本现象，并已成
为该领域的核心特征。由于其非常规和反直觉的性质，纠缠有时被描述为“鬼魅般的超距作用”。换句话说，纠缠粒
子的属性是相互关联的，即使它们相隔很远的距离。
当实验显示违反贝尔不等式时，这意味着观察到的纠缠粒子（例如在量子纠缠实验中的）之间的相关性无法用

任何同时保持局域性和实在性的理论来解释。这导致结论：如果将量子力学理解为隐变量理论（即决定量子测量结
果的额外参数），那么它不可能是一个局域理论。
作为对贝尔不等式实验违反的结果 3，可以得出结论：量子理论中纠缠粒子之间的关联无法用同时保持局域性

和实在性的任何理论来解释，因此必须以隐藏变量的形式进行表述，并且必须是非局域性理论。为了尝试填补对于
量子理论基础理解中的这一空白，已经提出了一些隐藏变量理论 2,4–7。
此外，最近在物理和其他领域中，量子理论的数学形式主义在广泛不同背景下的成功应用引起了人们的兴趣。

例如，在量子认知 8、机器学习 9、信号处理 10、经典流体动力学系统 11,12等领域。尽管取得了成功，但将量子理
论应用于传统量子领域之外的那些系统的正式理论依据仍然缺乏。
在这项工作中，我们将基于隐藏变量并从贝叶斯概率的应用中构建脆弱的系统 13（受测量影响的系统）的理论。

我们将从基本原则恢复量子理论的形式主义，特别是我们将获得以下结果：

• 测量后的状态对应于线性变换的不变量。

• 此变换导致希尔伯特空间中一个线性算子的本征值方程。
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Figure 1. 隐藏变量和函数 RA(λ )：每个区域对应一个与隐藏变量分布相关的可观察值。

• 期望由密度矩阵形式的迹规则给出。

2 脆弱系统

简单来说，脆弱系统是指受测量影响的系统。这将它与非脆弱（经典）系统区分开来，在后者中，测量不会改
变其状态（我们将测量视为两个系统之间的相互作用之一获取关于另一个的信息）。

由于任何系统（无论是否脆弱）都包含信息，我们将一个系统视为可以处于不同内部状态的“黑箱”，表示为 λ。
一般来说，λ 包含了多个自由度，但在这里我们不会利用其内部结构。系统的内部状态 λ（每次对系统进行测量时
都会发生变化）包含了描述系统所需的所有信息。

我们将考虑一个具有多个实值离散可观测量的系统 A,B,C,…。对于每个可观测量 x，我们将关联一个实函数 Rx。
例如，可观测值 A可能由实函数 RA(λ ) ∈ {a1, . . . ,aN}给出一个值。在这种情况下，声明 ak = RA(λ ) 意味着当系统处
于其内部状态 λ 时对 A进行测量产生了值 ak。

脆弱系统与非脆弱系统之间关键的区别在于，在脆弱系统中，访问内部状态 λ 是不可能的，因为正是这个内部
状态被测量所改变。因此，我们不能假设可以在实践中通过评估 RA 在内部状态 λ 上的结果来获得测量结果，因为
每个测量结果都关联一个可能的状态区域 λ，如图所示。1

由于状态 λ 的修改依赖于执行测量的环境细节（我们无法准确知晓或控制这些细节），因此测量的结果不可避
免地具有随机性，而数学表述则需要概率论。

总结来说，一个脆弱的系统是指（a）在测量时会受到修改（b）当它被测量时，系统保持在一个“宏观”状态，
并且（c）其可测量的属性具有有限的结果。

3 概率论

由于我们没有关于内部状态 λ 的确切知识，我们只能为其分配一个概率分布，设为 P(λ |S)，在我们的知识状态
S 中。与非脆弱系统不同，在脆弱系统中不存在对应于无限尖峰的知识状态I，P(λ |I ) = δ (λ −λ0)。我们也不能知
道测量将对内部状态 λ 做的确切修改，因此对于可观测值 A，我们只能分配一个最终内部状态 λ ′在给定初始状态 λ

和已发生 A测量的情况下转移的概率 P(λ ′|λ ,A)。

通过概率的边缘化规则 14，我们可以看到，在对 A进行测量之前，如果我们处于知识状态 S，则测量后的新知
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识状态 S′ 将由

P(λ ′|S′) =
∫

dλP(λ |S)P(λ ′|λ ,A) = P(λ ′|S,A), (1)

给出使得 S′ = S∧A（即之前的 S状态和已经测量了 A的事实）。在非脆弱系统的情况下，内部状态 λ 不会因测量 A

而改变，因此 P(λ ′|λ ,A) = δ (λ ′−λ )，我们从而得到 P(λ |S′) = P(λ |S)。
我们将考虑测量 A得到值 ak 的情况，即当我们固定了此设置的点时。贝叶斯定理 14 告诉我们我们的知识状态

必须符合概率规则，

P(λ |ak) =
P(ak|λ )P(λ |I0)

P(ak|I0)
, (2)

其中 I0 是初始知识状态。所以我们有

P(ak|I0) =
∫

dλP(λ |I0)δ (RA(λ ),ak). (3)

这表明我们的状态是对 RA的完全了解。我们将假设内部状态 P(λ |I0)的先验概率是均匀的，然后公式 2简化为

P(λ |ak) =
δ (RA(λ ),ak)

ΩA(ak)
=


1

ΩA(ak)
if RA(λ ) = ak,

0 if RA(λ ) 6= ak.
(4)

其中 ΩA(ak) =
∫

dλδ (RA(λ ),ak)是给定 RA 值的内部状态密度。P(λ |ak)禁止所有带有 RA 6= ak 的 λ 值意味着，在没
有任何干扰的情况下，对同一可观测量 A进行连续两次测量将产生相同的输出 ak。由此可推断，测量后的知识状态
必须是方程 1给出的变换 S → S′ 的不变量（即“本征函数”）。也就是说，如果我们定义 gk(λ ) := P(λ |ak)为知识状
态，在测量 A后得到结果 ak，我们必须有 gk 不受该变换的影响，所以

gk(λ
′) =

∫
dλgk(λ )P(λ ′|λ ,A). (5)

显然，对于非脆弱系统中的所有 gk(λ )，公式 5自动成立，如 P(λ ′|λ ,A) = δ (λ ′−λ )。通常，只有有限数量的函
数 gk 是公式 5的解。

4 用完整基表示
在本节中，我们介绍了线性代数中的符号使用方法，以便将符号带入量子理论的自然语言。我们可以如下构造概

率 P(λ |S)的一个完整且正交的标准基 {φ1(λ ), . . . ,φN(λ )}。我们引入一个新的可观测量 E，其可能的结果为 e1, . . . ,eN。
然后，使用边缘化规则并根据公式 4将 P(λ |ek)替换为 E 而不是 A，我们得到，

P(λ |S) =
N

∑
k=1

P(λ |ek)P(ek|S) =
N

∑
k=1

δ (RE(λ ),ek)

ΩE(ek)
P(ek|S). (6)

现在我们定义基函数

φi(λ ) :=
δ (RE(λ ),ei)√

ΩE(ei)
, (7)

尽管这不是唯一可能的选择：我们可以提出不同的正交归一化函数（例如复数函数）。采用方程 7 P(λ |S) 中给出的
表达式，用系数 vi 在此基础上表示，即

P(λ |S) =
N

∑
i=1

viφi(λ ). (8)
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这固定了系数 vi = P(ei|S)/
√

ΩE(ei) 根据等式 6。由于函数 RE(λ ) 是单值的，φi(λ )φ j(λ ) = 0 对于任何 λ 如果
i 6= j。此外，φi(λ )

2 = P(λ |ei)，因此该基是标准正交的，即∫
dλφi(λ )φ j(λ ) = δi j. (9)

将也用此基展开 P(λ ′|S′)为

P(λ ′|S′) =
N

∑
j=1

w jφ j(λ
′), (10)

我们可以分别用向量 v = (v1, . . . ,vN)和 w = (w1, . . . ,wN)表示知识状态 S和 S′。我们在附录 A中证明了方程 1等价
于矩阵方程

w = TA · v, (11)

其分量为

wk =
N

∑
i=1

T (A)
ki vi, (12)

其中我们定义了矩阵 TA 的元素

T (A)
i j =

∫
dλdλ

′
φi(λ

′)P(λ ′|λ ,A)φ j(λ ). (13)

变换的不动点，即函数 gk(λ )，现在编码为特征向量 uk（特征值为 1）使得 uk = TA ·uk。矩阵 TA 是允许我们获
得可观测量 A的系统不动点的变换。另一方面，我们可以得到一个类似的算子 A，它导致必要的变换以使其特征值
为测量结果。矩阵元 Ai j 由下式给出（见附录 B），

Ai j =
∫

dλdλ
′RA(λ )φi(λ

′)P(λ ′|λ ,A)φ j(λ ), (14)

这使得我们可以将本征值问题写为

aiui = A ·ui. (15)

矩阵元素 Ai j是实数，因为函数 RA(λ )和基函数 {φi(λ )}都是实的。然而，一般来说，在任意复数基底 {ψi(λ )}中
表达本征值问题可能更为方便，因为一个实矩阵可以有复本征向量：复本征向量通常与复本征值 15一同出现，因此

A=
N

∑
i=1

aiuiuT
i →

N

∑
i=1

aicic∗T
i . (16)

其中 ck是一个维度为 N的复数向量，即在复数基底 {ψi}中 φk(λ )的系数。在此复表示中，矩阵 TA是酉的，而 A是
厄米特的。

5 密度矩阵形式主义

在本节中，我们将描述密度矩阵的形式主义，以便表达并证明量子力学中的期望值是如何根据概率论的观点通
过其公式得到的。回忆一下，在冯·诺伊曼 16量子理论的表述中，与可观测量 A相关的厄米算子 Â的期望值由迹规
则给出，〈

Â
〉

:= Tr
(
ρ̂Â

)
, (17)
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其中 ρ̂ 是一个密度算符。在我们的案例中，对于任意的知识状态 S，我们可以将测量的期望值 A写为〈
RA

〉
S
=

∫
dλRA(λ )P(λ |S) =

N

∑
i=1

aiP(ai|S), (18)

其中，在最后一个等式中我们使用了
∫

dλRA(λ )P(λ |ai) = ai。现在，认识到 {ai}是矩阵 A的特征值，如方程 34所
给，对应的特征向量为 ui，我们可以将它们写成 ai = (ui)

TAui 或者，等价地，我们可以使用 A的谱表示，即

A=
N

∑
i=1

aiui(ui)
T .

这在统计学中被称为二次型 17。
然后，在状态 S下的期望是〈

RA

〉
S
=

N

∑
i=1

pi(ui)
TAui = ∑

l,m
ρmlAlm = Tr (ρA), (19)

与 pi = P(ai|S)相关。与知识状态 S相关联的密度矩阵 ρ 定义为

ρ =
N

∑
i=1

piuiuT
i . (20)

这是一个恰当定义的密度矩阵，因为 pi是离散命题的概率，非负且总和为 1。我们可以看到，在每一个系统中，
我们都可以将其属性的期望值写为方程 (19)中的二次形式，并导致非交换算符。可以被认为是脆弱的系统。

6 结论
我们已经证明，具有离散性质的脆弱系统可以用真正的量子理论进行分析，包括非交换算符 18和在复希尔伯特

空间中的密度矩阵形式。由于贝叶斯信念程度受到推理规则的限制，而贝叶斯主义的一个目标是寻找将信息转化为
概率分配的方法 19，另一方面，关于量子系统的任何主观知识状态都可以用一个密度算符 ρ 来概括。换句话说，量
子系统测量结果的概率可以表示为密度算符和对应于执行的测量的投影算符乘积的迹。
我们的推导表明，有可能将量子理论的大部分内容，如果不是全部的话，归结为一个公理：系统在被测量时会

受到扰动。这一见解可能有助于开发隐变量理论中违反贝尔定理的必要或充分条件。事实上，目标是描述随着观察
而改变的系统，在这个意义上，量子力学是该理论的一个特例，因此我们的框架不依赖于所研究现象的尺度。
这不仅为自然界似乎可以用量子理论来描述这一事实提供了强有力的概率论依据，而且还开启了利用量子理论

结构作为推理工具的可能性，应用于物理学之外的脆弱系统问题中，如生物学、数据分析 20、动态系统 11等其他领
域。例如，在自创生系统 21具有自我修改特性的情况下，可以将此工具应用到生物模型中。还有另一个有趣的可能
性是将我们的结果作为量子认知 8 这一新理念的形式化依据，在这个理念中，研究对象是人类逻辑和决策，以及在
行为心理学领域，通过观察个体自身来改变其行为。

A 获得线性变换矩阵 TA

我们将基函数 {φi}引入方程 7，因此我们可以将方程 1写作

n

∑
j=1

w jφ j(λ
′) =

∫
dλ

n

∑
i=1

viφi(λ )P(λ ′|λ ,A). (21)

将方程 21的两边乘以 φk(λ
′)并在 λ ′ 上积分，我们得到

n

∑
j=1

w j

∫
dλ

′
φ j(λ

′)φk(λ
′) =

n

∑
i=1

vi

∫
dλdλ

′
φi(λ )P(λ ′|λ ,A)φk(λ

′). (22)
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现在，使用正交归一性条件（公式 9），公式 22的左侧简化为
n

∑
j=1

w j

∫
dλ

′
φ j(λ

′)φk(λ
′) = wk, (23)

然后可以写成如下形式，

wk =
n

∑
i=1

vi

∫
dλdλ

′
φi(λ )P(λ ′|λ ,A)φk(λ

′). (24)

定义矩阵元素 TA 为

T (A)
i j =

∫
dλdλ

′
φi(λ

′)P(λ ′|λ ,A)φ j(λ ), (25)

我们可以轻易地得到与方程 1对应的矩阵方程，即

wk =
n

∑
i=1

T (A)
ki vi. (26)

B 矩阵的特征值方程 A

对于此，我们使用数量：

Q(λ ′) :=
∫

dλRA(λ )P(λ |S)P(λ ′|λ ,A), (27)

使得对于 S = ak,P(λ |S) = P(λ |ak) = gk(λ )。根据公式 4，如果 RA(λ ) 6= ak，则 λ 的概率为零。考虑到这一点，我们
看到对于 P(λ |S) = gk(λ )必须满足

Q(λ ′) = ak

∫
dλgk(λ )P(λ ′|λ ,A) = akgk(λ

′), (28)

基于方程的不动点，其中第二个等式是因为公式 5。最后，公式 27给出了

akgk(λ
′) =

∫
dλRA(λ )gk(λ )P(λ ′|λ ,A). (29)

此时我们可以将 gk 用基底 {φi}在两边表示，得到

ak

n

∑
l=1

ulφl(λ
′) =

n

∑
j=1

u j

∫
dλRA(λ )φ j(λ )P(λ ′|λ ,A). (30)

其中

gk(λ ) =
n

∑
i=1

uiφi(λ ). (31)

将两边乘以 φi(λ
′)并在 λ ′ 上积分，我们得到∫

dλ
′ak

n

∑
l=1

ulφl(λ
′)φi(λ

′) =
∫

dλ
′

n

∑
j=1

u j

∫
dλRA(λ )φ j(λ )P(λ ′|λ ,A)φi(λ

′), (32)

因此，Ai j 的元素由以下给出：

Ai j =
∫

dλdλ
′RA(λ )φi(λ

′)P(λ ′|λ ,A)φ j(λ ), (33)

并且在左侧使用正交性之后，我们可以最终得到本征值问题

A ·ui = aiui. (34)
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