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凸面上的共轭轨迹
Thomas Waters

摘要. 点在表面上的共轭轨迹是从此点径向发出的测地线包络。在这篇论
文中，我们展示了凸面上一般点的共轭轨迹满足旋转指数和尖点数量之间
的简单关系。作为结果，我们证明了“四尖点定理”：凸面上一般点的共
轭轨迹必须至少有四个尖点。在过程中，我们还证明了一些关于平面上的
渐屈线和测地曲率的结果。（注：这是原始论文的修正版，请参阅第 5页
的评论和附录 B）。

1. 介绍
共轭位形是微分几何中的一个经典课题（参见 Jacobi[14]，Poincaré[20]，
Blaschke[3]和 Myers[19]）最近由于 Itoh 和 Kiyohara[11]对著名 Jacobi
最后几何陈述的证明（图 5figure.5，另见 [12]，[13]，[22]）以及有趣应用
的最新发展而再次引起兴趣（例如 [25]，[26]，[4]，[5]）。作者最近的工作
[28]展示了，随着基点在表面上移动时，共轭轨迹可能会自发地生成或湮
灭一对尖点；特别是当两个新的尖点被创建时，也会有一个特定类型的
“环路”，这表明尖点的数量和环路的数量之间存在某种关系。当前的工
作将进一步探讨这一主题，主要结果是：

Theorem 3. 令 S 为一个光滑严格凸的曲面，并令 p为 S 中的一个典型
点。然后 p的共轭轨迹满足

i = (n− 2)/2, (1)

，其中 i是共轭轨迹在 S/p中的旋转指标，n是尖点的数量。

我们将更精确地说明我们所说的“通用”和“旋转指标”的含义在接下来
的部分中。值得注意的是，旋转指标的主要兴趣在于，对于规则曲线，i
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在规则同伦 [29]下是不变的；然而一般的包络线不是规则曲线。尽管如
此，旋转指标给了我们一种对“拓扑”的感知，参见例如 Arnol’d 的 [1]
（如果读者希望我们可以执行一个在尖点附近的“平滑”操作以使包络成
为规则的，请参见 [17]）。这个公式对共轭点位施加了限制，特别是我们
用它来证明所谓的“四尖定理”。

Theorem 4. 设 S 是一个光滑的严格凸表面，令 p是 S 中的一个普通点。
p的共轭轨迹至少有 4 个尖点。

本文的一个中心主题是凸面上的共轭点集与简单凸平面曲线的渐屈线之
间的类比；在第 2节中，我们专注于后者并证明了一些与旋转指数相关
的结果。在第 3节中，我们将关注共轭点集，在一些定义之后，我们证
明了定理 3thm.3和 4thm.4并推导出了共轭点集的测地曲率公式。据我们
所知，定理 1-3是新的，并且第 3节中的测地曲率表达式也是新的。定理
4thm.4的证明是全新的，不涉及割点集，并且在第 3节中定义的“计数”
是对 [9]中一些思想的发展。全文中，′将表示关于参数的导数。

2. 平面凸曲线的渐伸线
令 γ是一个“平面卵形”，我们指的是一个简单的光滑（C∞）严格凸的平
面曲线（为了定向，我们将 γ 的有符号曲率 kγ 取为负值，请参见下文和
图 1figure.1），并令 β是 γ的渐屈线（即与 γ正交的直线族的包络，也称
为焦散曲线）。渐屈线具有以下众所周知的性质（见 Bruce 和 Giblin 的
[6]或 Tabachnikov 的 [9]）：β将是一个闭合有界曲线（因为 kγ 6= 0）；β

由偶数个平滑的“弧”组成，这些弧被对应于 γ 的顶点的尖点分开（如
果 γ 的顶点是简单的，则为普通尖点）；且 β局部凸，即对于每个规则的
q ∈ β，在 β处有一个邻域完全位于 β在 q的切线的一侧。

2.1. 旋转指数

我们使用局部凸性来定义在 β上的“标准”方向如下：在任何正则点处，
沿着 β移动，使得切线位于 β的左侧（改变定义但保持惠特尼 [29]的意
义，见图 1figure.1中的黑箭头）。注意这意味着 γ 的方向与 β相反。执行
一圈 β后，切向量将逆时针旋转一个 2π的整数倍；我们将这称为 β的旋
转指标 i（在尖点处，切向量旋转+π，参见 DoCarmo[7]）。备注：我们使
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图 1. γ（蓝色）和 β（红色）在文本中定义的方向。

用术语“旋转指标”以符合 [7],[16],[17]，然而有些作者使用“指标”[1]，
“旋转数”[29],[9]，“绕转数”[18],[24]或“转向数”[2]。

Lemma 1. 一段 γ 在两个顶点之间及其对应的 β 的弧具有大小相等但符
号相反的总曲率。

证明. 通过“总曲率”我们指的是带符号曲率的弧长积分。设 s和 σ分别
为 γ 和 β的弧长参数。众所周知，[24]如果 R = R(s)是 γ 的曲率半径，
则 β的曲率为 kβ = −1/(RR′)和 dβ/ds = R′N 其中N 是 γ的单位法向
量。因此∫ σ2

σ1

kβdσ =

∫ s2

s1

(
−1

RR′

)
R′ds = −

∫ s2

s1

1

R
ds = −

∫ s2

s1

kγds.

�

Theorem 1. 令 γ 为一平面卵形线，β为其渐屈线。β的旋转指数，记为
i，由

i = (n− 2)/2

给出，其中 n如果 β的尖点数（或 γ 的顶点数）。

证明. β 的旋转指数由 2πi =
∫
dφ定义，其中 φ是单位切向量相对于 β

形成的角度。某个固定方向，从而

2πi =
n∑
j=1

∫ σj+1

σj

kβdσ + nπ
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，其中 j对 β的 n光滑弧段求和，而 β的 n角点位于 σj。从引理 1可知，
右边的第一项就是 γ的总曲率，因为 γ是简单、光滑且与 β方向相反的，
所以它是 −2π。因此

2πi = −2π + nπ =⇒ i = (n− 2)/2. (2)

�

这个简单的公式对平面卵形曲线的渐屈线的形式施加了限制，例如如果
渐屈线是简单的，则它只能有 4个尖点（见图 6figure.6示例）。为了下一
节的利益，我们将用更一般的术语重新表述这一结果：
想象一条与 β 相切的直线以平滑单调的方式沿着渐伸线滚动是有用的；
这是由于光滑弧段的局部凸性和尖点的普通性相结合的结果。为了更精
确地定义这一点，我们通过将指向 γ 的内法线沿法线移动到它与 β相切
的位置（见图 1figure.1中的红色箭头），来给 β定义一个“交替”的方向，
令 t为该方向下 β的 (单位)切向量。由 t定义的有向切线与某个固定方
向形成一个角度 Φ，但重要的是，当我们沿着 β 移动时，这个角度以平
滑且单调的方式变化。标准定向；事实上，在绕 β 一圈后它会改变 −2π

（这是因为 Φ 简单地说就是法线与 γ 形成的角度，参见图 1figure.1；这
种稍微夸张的描述在后面的章节中是必要的）。
β 的旋转指标由相对于标准方向的切向量定义。设 T 为这个（单位）切
向量，φ为它与固定方向之间的角度。由于在尖点处 δφ = π，则

2πi =
n∑
j=1

(δφ)j + nπ

其中 (δφ)j 是第 j 个光滑弧段上的变化。在弧段上，当 T = t 然后是
δφ = δΦ，以及在弧段上，当 T = −t然后是 φ = Φ + π，所以再次出现
δφ = δΦ。因此，

2πi =
n∑
j=1

(δΦ)j + nπ = −2π + nπ =⇒ i = (n− 2)/2.

实际上这是更一般的情况，在不存在任何生成曲线 γ 或局部凸性（对于
点 2需要一些注意而没有 γ）的情况下：

Theorem 2. 设 β是一个具有以下性质的闭合有界分段光滑平面曲线：

1. β 具有由 n个普通尖点分隔的偶数个光滑弧。
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2. 交替定向切线在相对于标准定向遍历 β时完成一次顺时针旋转。

则 β的旋转指数满足 i = (n− 2)/2。

恰好，平面卵形的渐屈线满足这些条件。实际上我们可以将其推广到具
有 kγ 6= 0的平面曲线的渐屈线，这些是不简单的：术语

∑
(δφ)j 仅仅是

垂直于 γ 的法线的旋转，所以如果 I 是 γ 的旋绕数，则

i = (n+ 2I)/2。 (3)

例如，考虑一个非简单蚶线的著名渐屈线，其中 i = −1, I = −2, n = 2

（参见附录中的图 6figure.6）。

读者注：在本文的原始版本中，有一个标题为“没有光滑环路”的第 2.2
节，声称不可能存在相交的拐点的光滑弧段。与巴塞罗那自治大学的同
事交流后（2025年 3月），证明了这些声明是错误的。更多细节，包括对
“没有光滑环路”声明的反例，在附录 B中给出，但请注意这不影响本节
和下一节中的其他结果的有效性。

3. 共轭轨迹
令 S 为一个光滑的严格凸曲面，令 p为 S 中的一点。p在 S 中的共轭轨
迹，记为 Cp，是源自 p的测地线的包络；换句话说，Cp是沿从 p径向发
出的所有测地线上与 p共轭的所有点的集合。我们选择 S为严格凸的，因
此从 p发出的所有测地线在有限距离内都会达到与 p共轭的点；确实，如
果K 是 S 的高斯曲率，则（使用斯特姆比较定理，见 [3],[15]）共轭点必
须在不早于 π/

√
Kmax 且不晚于 π/

√
Kmin 的地方被达到（相对于最大/

最小值）。S 作为一个整体。遵循 Myers 的 [19]，我们做出以下定义：在
TpS 中固定一个方向，径向测地线在 p处的（单位）切向量与这个方向形
成角度 ψ，并且这条径向测地线在一个距离 R之后达到共轭点。我们将
R = R(ψ)称为“距离函数”（另一个术语是“焦点半径”，见 [25]），它在
TpS 中定义的极曲线称为“距离曲线”（参见图 2figure.2）。距离曲线位于
半径为 (π/

√
Kmax, π/

√
Kmin)的圆环内，并且是一条光滑闭合曲线（相



6 Thomas Waters

图 2. TpS 中的距离曲线及其在指数映射下的 S 中的图
像：p和 Cp的共轭轨迹。

对于 p是星形的）；这条曲线的指数映射（即共轭点集）是尖点状的（参
见图 2figure.2）。
关于点 p的共轭位置，以下事实是众所周知的（例如参见 [8]或 [28]）：设
Γψ(s) 为单位速度测地线，Γψ(0) = p 和 Γ′

ψ(0) 形成一个相对于的角度
ψ。在 TpS 中的一些固定方向上，我们定义指数映射为 X : TpS → S :

X(s, ψ) = Γψ(s)。雅可比场 J = ∂X/∂ψ 满足雅可比方程，我们可以将
其写成标量形式如下（一般来说一切依赖于 s, ψ，但为了简洁起见我们仅
在必要时标注函数依赖关系）：令 (T ,N)为单位切向量且垂直于 Γψ(s)，
我们写出 J = ξN + ηT，并且可以不失一般性地取 η = 0。（见 [28]）；然
后 ξ满足标量 Jacobi方程

∂2ξ

∂s2
+Kξ = 0 (4)

其中K沿径向测地线评估，偏导数强调 Jacobi场沿径向测地线变化，也从
一个径向测地线到另一个发生变化。初始条件为 ξ(0, ψ) = 0, ξ,s(0, ψ) = 1

时，ξ 的第一个非平凡零点与 p共轭。因此，距离曲线由 ξ(R(ψ), ψ) = 0

隐式定义，在 S 中的共轭轨迹是 X(R(ψ), ψ)。令 β(ψ) : S1 → S 表示这
个参数化 Cp，则

β′ = R′(ψ)T (R(ψ), ψ). (5)

当 R稳定时，β不是正则的，它有一个尖点（见图 2figure.2）。
值得注意的是，最后一个表达式告诉我们以下内容：R是Cp的弧长参数；
Cp 的一段弧的长度仅仅是连续两个驻点值之间 R的差，并且因为 R生
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存在一个圆环中，这可以限定 Cp 的总长度；如果我们给 Cp 赋予交替符
号的长度，则其总长度为零；最后，“字符串”构造的渐屈线扩展到共轭
轨迹（在 ψ1沿切向测地线移动一定距离 ρ，在 ψ2沿切向测地线移动距离
ρ+R(ψ2)−R(ψ1)；对于某些 ρ，渐屈线将是一个点，p）。

3.1. 旋转指数

在 [28]中，作者通过考虑指数映射的高阶导数推导出了共轭点集局部结
构的一个表达式，这里我们重现该公式：设 q是对应于 ψ = ψ0的共轭点
集上的一个点，并假设 R在 ψ0 处有一个 Al 奇异性，这意味着 R的前 l

个导数消失但第 (l + 1)个导数不消失。然后在共轭轨迹参数化中，主导
行为在 ψ = ψ0 + δψ 处是

T

[
R(l+1) δψ

l+1

(l + 1)!
+ . . .

]
+N

[
(l + 1)R(l+1)ξ_, s δψ

l+2

(l + 2)!
+ . . .

]
. (6)

我们将回到 ξ,s 项，当我们查看 Cp 的测地曲率时（参见 (7equation.7)），
目前我们只需要 ξ,s < 0。从这个表达式中我们可以看到如果 R′ 6= 0（即
一个 A0奇点的 (R) 那么局部地 Cp是朝向N 开口的抛物线 如果 R′ < 0

和−N 如果R′ > 0(即在正则点处 Cp是局部凸的)，并且如果R′ = 0（但
R′′ 6= 0，一个A1奇点）那么 Cp有一个普通的（半立方抛物线）尖点。我
们将点 p在 S 中描述为“通用的”，如果距离函数 R至多有 A1个奇点。

众所周知，曲面上曲线的旋转指数可以通过该曲面坐标补丁中其原像的
旋转指数来定义，实际上 Hopf的 umlaufsatz正是这样做的（参见 [7]或
[17]）。同样众所周知，在正则同伦的意义下，球面上的每条闭曲线的旋转
指数为 0或 1[18]。为了我们的目的，这丢失了太多关于曲线的信息，因
此（跟随 Arnol’d[1]的定义）我们将共轭点集的旋转指数 Cp定义为在去
掉点 p的曲面 S 上的旋转指数，这等同于将曲线投影到平面上并找出该
曲线的旋转指数；我们将基本上证明这个投影后的曲线满足定理 2thm.2。

冒着让读者困惑的风险，我们将 β 如下定向：在 q ∈ β 处，我们以这样
的方式移动，使得从 p出发的径向测地线，其共轭点位于 q，相对于 β在
右侧。S 的外法线（这利用了 β的局部凸性；或者，当从上方观察 p时，
ψ在顺时针方向上增加，参见图 5figure.5）；这样投影曲线的方向就与前
一节一致，并且椭球体上的 Cp 具有 i = 1。此外，如果从 p出发的径向
测地线在 q处有共轭点，我们将把部分 [p, q]称为“测地线段”。
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Theorem 3. 令 S 为一个光滑严格凸曲面，并且令 p为 S 中的一个典型
点。然后，p的共轭轨迹满足 i = (n− 2)/2，其中 i是共轭轨迹在 S/p中
的旋转指数，而 n是尖点的数量。

证明. 我们已经知道了一般点 p在 S 中的共轭轨迹的局部结构：由普通
尖点分隔的光滑弧。令 Π是如下定义的投影：从 p径向投射到与 p处平
行的 S 的唯一支撑平面。由于 S 是光滑且凸的，这个投影 Π : S/p→ R2

是一个同胚。令 α = Π(β)，则 α是一条由普通尖点隔开的具有偶数个光
滑弧段的分段光滑曲线。如果，在完成一圈α后，切线转过 2πI，那么根
据第 2 节我们有 i = (n+ 2I)/2，其中 i是 α在 R2 中的旋转指数（因此
也是 β在 S/p中的旋转指数），而 n是到 α的尖点数（同时也是 β的）。
唯一剩下要证明的是 I = −1。

设 Cε是以 p为中心，半径为 ε的 S中的一个小测地圆。Π(Cε)将是 R2中
的一条简单曲线，它随着 ε → 0逼近一个（大的）圆。在 Π下的测地线
段的投影给出了一条在 R2中的半无限曲线，该曲线在一个唯一的点处与
Π(Cε)相交。对于每个 q ∈ β，我们将 α ∈ R2 在 q′ = Π(q)处的切线与
Π(Cε)和投影测地线段 [p, q]的交点识别为同一点。此识别是一对一且连
续的，因为在绕 p旋转时我们只遍历一次 Π(Cε)，因此 α的切线旋转了
一次，从而得到 I = ±1。一个简单的图表将显示带有先前定义的方向的
I = −1。

�

这个定理的一个直接推论将是证明雅可比最后几何陈述的另一种途径：
如果我们能够表明椭球面上任意一点的共轭点集具有旋转指标 1，那么必
定恰好有 4个尖点。

3.2. 计数线段

在本节中，我们将描述一种将正整数分配给 S 的区域（发展 [24]中的思
想）的方法，以便为计算Cp的旋转指数提供一个方便的计算方法。我们将
使用这一点以及前一节的结果来证明“四尖点定理”：凸表面上一点的共
轭轨迹必须至少有 4个尖点。在脚注中，Myers[19]提到了 Blaschke[3]（用
德语）, 而后者则将此证明归功于 Carathéodory (另见 [10]的第 206页)。
我们在 S 中 β的补集上定义以下内容（我们将这称为“计数”）：

m(o) : S/{β ∪ p} → N/0
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图 3. ‘计数’从一个 S/β的组件传递到另一个时如何变化。

是通过点 o ∈ S/β 的测地线段的数量（我们还排除了 p，因为在那里的
计数是无穷大）。计数在每个 S/β 的分量上是常数，它从不等于零（见
[19]），它在包含 p的 S/β 的分量中等于 1（参见图 4figure.4和 5figure.5
的示例），并且在前一子节的投影下保持不变。当 o从 S/β（或 R2/α）的
一个区域移动到另一个区域时，计数会按照图 3figure.3中所示的规则发
生变化；我们从 (6equation.6)中描述的 β的局部凸结构中得知这一点。

我们注意到另一种定义计数的方法：距离曲线内部的指数映射将覆盖 S，
并且一些点会被覆盖多次；一个点 o ∈ S/β被此映射覆盖的次数是m(o)。
这种替代表述可能在高斯-博内类型的构造 [21]中是有用的。
我们可以使用计数来描述麦克因太尔和凯恩斯提出的计算 β 的旋转指数
的方法 [18]。在他们的论文中，他们证明了以下内容（我们已将他们的陈
述调整以适应当前情况）：

定理 1 (麦金特里和凯尔斯). 将每个区域编号为 S/β的计数，令 Sm为编
号为 ≥ m的区域的闭包的并集，并且 χm 是 Sm 的欧拉特征。然后 β 在
S/p 中的旋转指数是

i =
∑
m≥2

χm.

图 4figure.4中的示例是典型的：区域 Sm 通常是圆盘或不相交的圆盘并
集，因此其欧拉特征数为 ≥ 1。如果是这种情况，旋转指数将是 ≥ 1，因
此通过定理 3thm.3，n不能是 2。然而，也有可能 Sm 是圆盘减去圆盘，
即，它们可能有“孔”。

Lemma 2. 对于区域 Sm中的每一个孔，都存在一个圆盘。
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图 4. 最左边是一个典型的共轭点集（取自 [28]），某些区
域中标记了数量；然后是被阴影覆盖的 S2, S3 和 S4，每
个都是圆盘且具有欧拉特征数 1。因此旋转指数为 3，曲
线如预期有 8个尖点。

证明. 假设有一个区域 Sm，其中有一个孔；孔内的计数必须是m− 1（参
见图 3figure.3右侧的示例）。孔的边界必须包含 β的自交点，因为 β是连
通的，并且内部相对于内部的任何点都是星形的，这是由于 β 的局部凸
性。如果存在自交点，则必须有一个子区域 Sm具有计数m+ 1。这个区
域要么是一个圆盘，这种情况下我们就完成了任务，要么它也有一个孔。
如果它有一个孔，那么应用相同的推理还必须存在一个具有计数 m + 2

的区域，等等。最终必须存在一个没有孔的区域，这就是我们所需要的
圆盘。 �

Theorem 4. 令 S 是一个光滑严格凸曲面，令 p是 S 中的一个一般点。p
的共轭点集必须至少有 4个尖点。

证明. 根据定理 3thm.3，我们必须排除β具有旋转指数为 0的情况（如果
p是典型的，则R必须具有偶数且非零的驻点数量，这排除了n = 0, 1, 3）。
但是根据引理 3，区域 Sm 的欧拉特征和必须是 ≥ 1，因此旋转指数不能
为 0，并且尖点的数量不能为 2。 �

3.3. 测地曲率

鉴于这一点与讨论相关，但似乎在文献中缺失，我们推导出伴随点的测地
曲率表达式。回忆从 (5equation.5)可知，β(ψ)的单位切向量是T (R(ψ), ψ) =
∂X
∂s

(R(ψ), ψ)，因此 ψ导数是

D

dψ
T (R(ψ), ψ) =

DT

∂s
R′ +

D

∂ψ

∂X

∂s
=
D

∂s

∂X

∂ψ
=
D

∂s
J
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图 5. 示例的 C1
p（左）和 C3

p（右）在三轴椭球体上。请注
意左侧由 Itoh Kiyohara 定理预测的四个尖点，以及右侧
的平滑环路。蓝色线条是测地线，黑色线条是共轭轨迹，
红色圆点是共轭点。

，因为根据测地线的定义DT /∂s = 0。如果 J = ξN，则DJ/∂s = ξ,sN。
现在令 σ为 β的弧长，测地曲率 [16]的 Frenet方程给出

D

dσ
T =

dψ

dσ

D

dψ
T =

1

R′ ξ,sN = kgN

，从而有

k_g(ψ) = ξ,s(R(ψ), ψ)

R′(ψ)
。 (7)

这解释了 ξ,s项在 (6equation.6)中的出现。我们注意到 ξ,s(R(ψ), ψ)永不
为零（因此 kg 也永不为零）：由于 R 是由 ξ(R(ψ), ψ) = 0 定义的，那
么 ξ,s(R(ψ), ψ) = 0和 Jacobi 方程 (4equation.4)将会暗示 ξ ≡ 0。由于
ξ,s(0, ψ) = 1和 s = R(ψ)是 ξ的首先非平凡零点，我们有 ξ,s(R(ψ), ψ) <

0。该公式同样适用于 Cjp（j 共轭点的轨迹至 p）如果我们简单地将 R调
整为 j的非平凡零点 ξ（注意 ξ,s的符号将从 Cjp 交替到 Cj+1

p ）。另一表达
式通过关于 ψ对 J(R(ψ), ψ) = 0进行微分而得到（参见 [25]中的“焦点
微分方程”）给出 kg = −ξ2(R(ψ), ψ)/(R′)2（参见 [28]以获取 ξ2的定义）。
注意 kg 在 (7equation.7) 中的符号取决于 R 在弧度 Cp 上是递减还是递
增，从而在正负之间交替；而根据定理 3thm.3前面定义的方向，在第 3.1
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节中 kg 严格为正；这是因为 (7equation.7)是相对于径向测地线的切线定
义了 Cp上的一个交替定向，类似于第 2.1节中描述的情况。
虽然在 (7equation.7)中，当 R静止时测地曲率发散（正如我们已经知道
的），总曲率 ∫

kgdσ =

∫ (
ξ,s
R′

)
R′dψ =

∫
ξ,s(R(ψ), ψ)dψ

并不依赖于 R。在球面 ξ,s(R(ψ), ψ) = −1上，因此在一个扰动的球面上，
我们可能会期望共轭轨迹的一段弧的总曲率接近于 R为驻点时 ψ值的差
异，这暗示了

∫
kgdσ的一个上限。然而，远离球面时，共轭轨迹的弧似

乎可以变得非常弯曲。

4. 结论
我们不能简单地绘制一条具有偶数个弧段和尖点的平面曲线并声称它是
某个平面卵形线的渐屈线；存在几何（局部凸性，交替长度之和为零）和
拓扑（旋转指数）上的限制，正如我们所展示的。同样，我们也展示了在
光滑严格凸表面上的一般点的共轭位形的几何与拓扑上也存在限制，并
且这些限制导致可以被利用的结构。

本文中的结果有许多值得考虑的推广。我们已经提到过“更高”的共轭点
集 Cjp，可能存在一个公式来推广 (1equation.1)。此外，提醒读者，p的共
轭点集是与以 p为中心的测地圆正交的测地线包络（在这种情况下，“焦
散”这个词可能更合适）。对于小半径而言，测地圆是简单的，并且可能
存在简单曲线在凸表面上的焦散也满足 (1equation.1)的情况，而非简单
曲线则导致 (3equation.3)（可能要求这些曲线自身具有 kg 6= 0），然而初
步实验表明这种情境出人意料地复杂。最后，我们仅考虑了凸表面，然
而表达式如 (1equation.1)很可能适用于具有K < 0的球面，只要负高斯
曲率区域不包含任何闭地线（例如，与“哑铃”形的 [23]相比，球谐表面
[27]）。
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附录 A. 额外的图表

附录 B. 光滑环路的存在性
在本文的原始版本中，声称一个平面卵形曲线的渐屈线不能有光滑的环，
我们指的是两相邻尖点之间的弧与自身相交。为了证明这一点，声称一个
2π-周期函数，其傅里叶级数从第二谐波开始，在任何长度为 π的区间内
必须有一个零点。与巴塞罗那自治大学的 Bruna 教授、Cufi 和 Reventos
教授（2025年 3月）的通信表明这两个主张是错误的。



凸面上的共轭轨迹 15

图 6. 顶部一行：平面曲线的渐屈线示例。图 1figure.1的
左侧，以及上方的左中部分，分别按照 (2equation.2)有
(i, n) = (2, 6), (3, 8), (4, 10)；右侧则按照 (3equation.3)有
(i, n, I) = (−1, 2,−2)。底部一行：这些曲线不能是凸面上
任意点的共轭轨迹，或是平面卵形线的渐屈线。

他们的方法是构造具有所需属性的分段函数作为支撑函数 [24]，然后将傅
里叶级数拟合到这些函数上。例如，下面的

−7 cos(2t) + 10 cos(4t)− 4096

105π
sin(3t) + 4096 sin(5t)

315π

是一个 2π-周期性函数，其傅里叶级数从第二个谐波开始，但所有四个零
点都在区间 (0, π)内，因此在大于 π的区间内没有零点，从而反驳了上述
提到的第二项声明。
此外，如果我们取分段函数{

t+ 3
4

(
1− sin

(
4
3
t
))

+ 40 0 < t < 3π
2

−3t+ 109
108

sin(4t)− 7
54

sin(8t) + 6π + 3
4
+ 40 3π

2
< t < 2π

并为其拟合一个傅里叶级数（约 20项），然后将此作为支持函数生成光滑
的平面卵形及其相关的回转线，我们得到图 7figure.7中的曲线，从而推翻
了第一个主张。
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图 7. 左侧是一个光滑的（C∞）闭合凸平面曲线及其渐
屈线；右侧是放大后的视图，显示具有平滑环圈的渐屈线。


