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关于正特征下的簇的GROTHENDIECK环

KIRTI JOSHI

摘要. 本文证明了两个定理 (1) 设 k 是一个特征为 p > 0 的代数闭域。我证明（Equa-
tion (2.1.1)）如果 p > 13 或 p = 11，则任何超奇异椭圆曲线的同构类是光滑完整 k-簇和
Bittner关系环中的零因子。特别是，该环包含零因子。证明通过建立（在 Equation (2.2.1)
中）Albanese簇函子是一个motivic测度来进行。(2) 我在 Equation (3.1)中证明了光滑、完
备簇的 étale基本群（在任何特征下）也提供了这一环上的一个 motives度量。特别是，étale
基本群是复数上簇的 Grothendieck 环上的一个 motives 度量。
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1. 介绍

设 k 是一个特征为 p > 0的代数闭域。设 K0(Vk)是在 k 上的簇的 Grothendieck 环。
这是接下来的内容：对于一个不可约簇 X/k，记其 k-同构类为 [X]，并考虑由 k-簇的同构
类 [X]生成的自由交换群，其中乘法定义为簇的乘积：[X1][X2] = [X1 × X2]作为 k-簇的
X1, X2。此构造提供了一个环，在该环中 [∅] = 0和 [Spec(k)] = 1是乘法单位元。令 K0(Vk)

为由形式为 [X − Y ] − [X] − [Y ]的元素生成的理想商，其中 X ⊇ Y 是 X 的闭合 k-子簇。
这使得 K0(Vk)成为一个具有单位的交换环（具有 [Spec(k)] = 1），参见 [Larsen and Lunts,
2001, Bittner]了解该环的基本性质。

尽管定义的简洁性是K0(Vk)的一个最吸引人的特征，但应该注意到这个环记住的代数
几何远少于在代数几何入门课程中学到的内容。因此可以问，在 k上的代数几何的哪些部
分被 K0(Vk)记住了？答案似乎远非简单。

我们还引入另一个相关的环，记为 K0
bl(CVsm

k )，它是由光滑完备的 k-簇的同构类生成
的，乘法定义为其乘积，并且关系是 [∅] = 0和 [BlY (X)]− [E] = [X]− [Y ]，其中 BlY (X)是
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沿光滑完备的 k-簇 Y ⊂ X 吹胀光滑完备的 k-簇X 的结果，而 E 是例外除子（在 [Bittner]
之后，这些关系被称为 Bittner 关系）。

在 [Bittner]中显示了以下内容：

定理 1.1. 设 k是一个特征为零的代数闭域。则存在一个自然同构

K0
bl(CVsm

k )
' // K0(Vk)

由发送 [X] 7−→ [X]给出。

Equation (1.1)的证明在 [Bittner]中给出，如果已知 char(k) = p > 0，则该证明同样
适用。特别是，若要证明该定理，需要知道弱分解定理对于 [Abramovich et al., 2002]成立
且对于 k也成立，并且特别地，该定理的证明要求嵌入式奇点消解（参见 [Hironaka, 1964,
Abhyankar, 1966]）在所有维度中对 k成立。

在特征为零的情况下，[Poonen, 2002]表明 K0(Vk)不是一个整域。对于非代数闭场上
这个断言的证明，请参见 [Kollár, 2005]（感谢 János Kollár 提醒我注意此参考文献）。

据我所知，关于正特征域上簇的 Grothendieck 环是否为域的问题已经存在了一段时
间。本文的目的是证明如果 p > 13或 p = 11，则 K0

bl(CVsm
k )不是一个整域（参见 Equa-

tion (2.1.1)）。
我的结果（即 Equation (2.1.1)）为这个问题提供了一个规范且甚至优雅的答案（而

且这个答案在所有上述特征中都是一致的）。我的方法与 [Poonen, 2002]在以下方面不同：
[Larsen and Lunts, 2001] 中的一个关键结果在特性 p > 0 下不可用，该结果是 [Poonen,
2002]所需的；这一困难通过使用环K0

bl(CVsm
k )来规避，这个环据推测与K0(Vk)同构（前提

是所有维度下的嵌入奇点消解可用）；对于 K0
bl(CVsm

k )，构建动机测度（如 Albanese 测度）
更为简单；另一个创新是我使用 Pierre Deligne 的一个定理来在 K0

bl(CVsm
k )中构建关系。

令 L = [A1] ∈ K0(Vk)为仿射直线的同构类在K0(Vk)中。在 [Borisov, 2014]中显示（假
设 k = C），L是K0(Vk)中的一个零因子。在 Section 2.3中，我观察到存在一个无限的自然
候选关系集合在 K0(Vk)中表明 L是一个零因子（对于任何具有 char(k) = p > 0的域 k）。
但是目前我不知道如何证明这一点（请参阅 Section 2.3以获得更精确的陈述）。

在 Equation (3.1)中，我证明了一个光滑、完备的簇（任意特征）的 étale 基本群提供
了环 K0

bl(CVsm
k )上的一个动机测度。特别是，étale 基本群是复数上簇的 Grothendieck 环

K0(Vk)上的一个动机测度。可以将这一结果视为（某些）代数簇 étale 基本群的反 Abel 性
质的一种代数表现。

感谢拉维·瓦凯尔在亚利桑那冬季学校 (AWS 2015)中围绕 Grothendieck环 K0(Vk)进
行的一系列启发性讲座，这为本文的撰写奠定了基础。同样感谢数理解析研究所（RIMS，
京都）和望月新一在 2018年春季访问 RIMS期间接待我，并回答了与他构建 Albanese 多
重结构相关的问题。

http://swc.math.arizona.edu/aws/2015/index.html
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2. 第一条定理

2.1. 零因子的存在性. 本笔记的主要定理如下：

定理 2.1.1. 令 k是一个特征为 p > 0的代数闭域。若 p > 13或 p = 11，则任何超奇异椭圆
曲线的同构类是 K0

bl(CVsm
k )中的零因子。特别是，K0

bl(CVsm
k )包含零因子。

证明. 令 AVk表示在 k上的阿贝尔簇的同构类构成的乘法幺半群，并且令 Z[AVk]表示幺半
群环。为了证明这个定理，我构造了一个自然同态 (阿尔贝斯动机测度)

Alb : K0
bl(CVsm

k ) → Z[AVk]

，由 [X] → [Alb(X)] 给出。这个构造是下面的 Equation (2.2.1) 的内容。现在让我证明
Equation (2.1.1)，假设这个同态的构造（见 Equation (2.2.1)）。

回顾 [Silverman, 1986, Chapter V, Theorem 4.1(c)]，在特征为 p > 0的代数闭域上存
在确切的

(2.1.2) δp =

[
p− 1

12

]
+ εp

个超奇异椭圆曲线同构类，参见 [Silverman, 1986, Chapter 5]中关于 εp的定义，并且要注
意 δp ≥ 2当且仅当 p > 13或 p = 11。

假设 δp ≥ 2。设 E1/k是任意一个超奇异椭圆曲线，并且设 E2/k是任何不与 E1 同构
的超奇异椭圆曲线。那么根据 Pierre Deligne 的一个美妙定理（参见 [Katsura and Oort,
1987]），存在一个同构 E1 × E1 ' E1 × E2。因此有

(2.1.3) [E1 × E1] = [E1] · [E1] = [E1] · [E2] = [E1 × E2].

在 K0
bl(CVsm

k )中。特别是我们有

(2.1.4) [E1] · ([E1]− [E2]) = 0.

注意到 [E1], [E1] − [E2]的像是非零的在 Z[AVk]中，因此可以看出 [E1], [E1] − [E2] 6= 0 ∈
K0

bl(CVsm
k )所以它们都是在 K0

bl(CVsm
k )中的零因子。特别地，[E1]是在 K0

bl(CVsm
k )中的一个

零因子，如所声称的。这证明了 Equation (2.1.1)。 �

备注 2.1.5. 更一般地说，Deligne的定理（参见 [Katsura and Oort, 1987]）断言如果 n ≥ 2

和 E1, . . . , E2n是任意超奇异椭圆曲线，则 E1 × · · · × En ' En+1 × · · · × E2n。因此，这个
定理在 K0

bl(CVsm
k )中提供了更多的关系。

2.2. 阿尔贝内斯簇函子作为动机测度. 以下定理构建了在K0
bl(CVsm

k )上的阿贝尔动机测度，
绕过了由 [Larsen and Lunts, 2001]提出的在K0(Vk)上构造动机测度的更深层次的方法，该
方法关键依赖于（嵌入式）奇点消解。
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定理 2.2.1. 令 k 是一个任意特征的代数闭域。令 AVk 是阿贝尔 k-簇的同构类的乘法幺半
群，并且令 Z[AVk]是幺半群环。那么存在一个自然态射

Alb : K0
bl(CVsm

k ) → Z[AVk]

，它由 [X] → [Alb(X)]给出。特别是如果 k的特征为零，那么Alb是 k多重集上的 Grothendieck
环的 K0(Vk)的一个 motivic 测度。

证明. 回忆一下，如果X 是一个光滑的、完备的 k-簇，则 Alb(X)是一个阿贝尔簇，等于簇
X 的约化 Picard方案 Pic (X)red的对偶。为了理解任意域上任意特征的任意簇的 Albanese
簇的性质，读者可能会发现 [Ramachandran, 2001]和 [Mochizuki, Appendix, Page 66]有用。

显然，[X] → [Alb(X)] ∈ AV k 可以在线性上扩展（与 [∅] 7−→ 0）来定义由光滑、完
备的 k-簇的同构类生成的自由交换群之间的群同态。通过 Equation (2.2.3)，对于完备的
k-簇，有 [X] × [Y ] = [X ×k Y ] 7−→ [Alb(X ×k Y )] = [Alb(X)] × [Alb(Y )]。因此该映射
保持乘法。由 Equation (2.2.2) [Alb(X ′)] = [Alb(X)] 和 [Alb(Y ′)] = [Alb(Y )]。因此元素
[X ′]− [X]− ([E]− [Y ])映射到 [Alb(X ′)]− [Alb(X)]− ([Alb(E)]− [Alb(Y )]) = 0。因此这
个同态保持乘法和 Bittner关系，故此同态通过商环K0

bl(CVsm
k )因子分解。从而得到诱导的

态射 K0
bl(CVsm

k ) → Z[AVk]。最后一个断言现在由 Equation (1.1)推出。 �

引理 2.2.2. 假设 k是代数闭的，并且 Y ⊂ X 是光滑、完备的 k多重族。令 X ′ = BlY (X)

和 Y ′ = E ⊂ X ′是例外除子。然后有一个自然同构

Alb(X ′) ' Alb(X)

和

Alb(Y ′) ' Alb(Y ).

证明. 证明来自于一个众所周知的事实：如果 A是一个阿贝尔簇，那么不存在从射影空间
Pm → A [Mumford]到它的非常数态射。假设 A′ = Alb(X ′)和 A = Alb(X)。由于从射影空
间到阿贝尔簇不存在非常数态射，自同构态射 X ′ → A′ 可以分解为 X ′ → X → A′，并且
通过阿尔班塞簇 A的通用性质，X 也可以分解为 X ′ → X → A → A′。特别地，这意味着
从X ′到阿贝尔簇的任何态射都必须通过 A因此 A是X ′的阿尔班塞簇所以 A = A′同样可
以看出 Alb(Y ′) = Alb(Y )。 �

引理 2.2.3. 令 X1, X2为两个光滑的、完整的 k-簇。那么

Alb(X1 ×k X2) ' Alb(X1)× Alb(X2).

证明. 这立即来自于阿尔贝斯簇的泛性质。 �
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2.3. 可用于证明 L是零因子的关系 K0(Vk). 由 [Asanuma, 1987, Gupta, 2013]存在一个显
著的明确定义的光滑仿射代数集合A/k，明确给出为A = k[x, y, z, w]/(xmy+zp

e
+w+wsp)

其中 e,m, s是正整数，使得 pe6 | sp,sp6 | pe, 并且具有以下显著性质：

Spec(A)×k A1 ' A4(2.3.1)

Spec(A) 6' A3.(2.3.2)

这个例子表明在 K0(Vk)中存在关系

(2.3.3) [Spec(A)] · L− L4 = ([Spec(A)]− L3) · L = 0.

特别是，如果 L是零因子
[Spec(A)]− L3 6= 0.

但我不知道如何证明 [Spec(A)] 6= L3在K0(Vk)中。事实上，假设A,A′是两个这样的代
数，参数 e,m, s的值不同，使得 Spec(A), Spec(A′)不作为方案同构，则只需证明 [Spec(A)] 6=
[Spec(A′)]在 K0(Vk)中成立，因为还存在关系

[Spec(A)] · L = L4 = [Spec(A′)] · L.

。但再次说明，我不知道如何证明 [Spec(A)] 6= [Spec(A′)]在K0(Vk)（或K0
bl(CVsm

k )）中成立。

3. 第二个定理：étale基本群是一个动机测度

在本节中，基础域 k假定为代数闭的任意特征值，并且通过代数簇的基本群，我指的
是它的 étale基本群（参见 [Grothendieck, 1971, Exposé X]）。众所周知，这是一个 profinite
群（见 [Grothendieck, 1971]）。设 X/k是一个域上的光滑完备簇。那么众所周知，X/k的
étale基本群的同构类与用来计算基本群的基础点的选择无关，我将在记号中省略基础点。
在此笔记中我记录了以下备注：

定理 3.1. 令 k是一个任意特征的代数闭域。令P 是 profinite 群同构类的乘法幺半群。然
后，将一个连通的、光滑的、完备的簇 X/k 映射到其 étale 基本群 π1(X/k) 的映射扩展为
一个环同态：

Π : K0
bl(CVsm

k ) → Z[P].

特别是，如果 k 是特征零，则 X 7−→ π1(X/k) 扩展为一个环同态

Π : K0(Vk) → Z[P].

因此 étale 基本群是一个动机测度。

备注 3.2. 由于 Grothendieck的非 Abel 纲领（以及 A. Tamagawa、S. Mochizuki等人所
取得的结果）表明，étale基本群之间的同构应该（在许多有趣的情况下）源自于方案之间
的 Z-同构，人们可以（大致地）将同态 Π及其核视为测量 k-簇的非 Abel 性质的一种代数
方法。
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证明. 对于一个有限完备群 P，令 [P ]表示它的同构类。由 Equation (1.1)可知，只需证明
如果X/k是一个光滑、恰当、连通的簇，并且 Y ⊂ X 是X 的一个光滑子簇，E ⊂ BlY (X)

是 BlY (X) → X 的例外除子，则对于基本群而言，以下条件成立：

π1(BlY (X)/k) ' π1(X/k),

和 π1(E/k) ' π1(Y /k)以及

π1(X1 ×k X2) ' π1(X1/k)× π1(X2/k).

对于第一个条件，可以通过将 Y 约化为连通的情况来证明，因为 BlY (X)可以通过相继对
Y 的连通分支进行爆破得到。由于态射 BlY (X) → X是双有理的，可以利用 [Grothendieck,
1971, Exposé X, Corollary 3.4]推出 π1(BlY (X)/k) ' π1(X/k)。注意，E → Y 是一个在 Y

上的射影丛，并且由于所有 n ≥ 1的 Pn 都是单连通的，通过 [Grothendieck, 1971, Exposé
X, Corollary 1.4]可以看出 π1(E/k) ' π1(Y /k)。乘积关系由 [Grothendieck, 1971, Exposé
X, Corollary 1.7]得出。因此，有以下同构类的等式：

[π1(BlY (X)/k)] = [π1(X/k)],

[π1(E/k)] = [π1(Y /k)],

[π1(X1 ×k X2)] = [π1(X1/k)]× [π1(X2/k)].

由此可见，从前两个方程可以看出映射 X 7−→ [π1(X/k)]满足 Bittner关系

[π1(BlY (X)/k)]− [π1(E/k)] = [π1(X/k)]− [π1(Y /k)]

显然成立。这证明了定理。 �
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