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一个简单的主定理用于离散分治递推关系式

OLIVIER GARET

Abstract. 本文的目的是为某些离散分治递推关系提供一个主定理：

Xn = an +
m∑

j=1

bjXb n
mj

c,

其中 mi 的值是整数且满足 mi ≥ 2。这项工作的主要新颖之处在于没有对 (an)
做任何关于规则性或单调性的假设。然后，这一结果可以应用于各种随机变量序列

(an)n≥0，例如满足 supn≥1 E(|an|) < +∞。
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1. 介绍

分而治之方法在计算机科学中被广泛使用。算法成本的分析自然导致了分
而治之递归关系。研究这些递归的方法在计算机科学文献中被普及为“主定理”。
参见例如科曼等人 [3]或古德里奇和塔马西娅 [7]的参考书。
在后续部分，我们考虑由 X0 = a0 定义的序列 (Xn)n≥0，然后是

Xn = an +
m∑

j=1
bjXb n

mj
c,(1)

其中mi是整数，并且mi ≥ 2以及 bxc表示唯一的 n ∈ Z，使得 x − n ∈ [0, 1)。
当然，在计算机科学中，an 和 Xn 表示计算时间，因此是正数。然而，负

的 an 和 Xn 的情况可能具有理论兴趣。
在计算机科学的文献中，(an)被认为是确定性的。然而，在随机算法的背

景下，最终涉及蒙特卡罗模拟时，自然会考虑随机的 (an)情况并观察计算时间
的波动。
计算机科学领域中最一般的结果之一归功于 Akra和 Bazzi [1]。他们并不

寻求精确的渐近极限，而是关注波动的阶数。他们的方法依赖于经典的实分析。
数学文献更侧重于依赖生成函数的精确方法。这一精神的第一篇论文是

Erdős 等人 [6]，他们借助更新方程解决了 an = 0 的情况。陶伯定理导致了
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其结果的简化证明，请参阅例如 Choimet 和 Queffelec [2]。Drmota 和 Sz-
pankowski [4] 最近的结果也依赖于陶伯定理和复分析中的一些其他工具。他
们需要一些单调性的假设。
如果想涵盖随机变量 (an)的情况，序列 (an)显然不能假设为单调的。令人

相当惊讶的是，在文献中我们没有找到任何此类定理，即在不作单调性假设的
情况下计算出精确的极限。
让我们澄清假设：我们假设 bi 是正数且具有

∑m
j=1 bj > 1，mi 是整数且具

有mi ≥ 2并且存在 j, `具有 log mj

log m`
6∈ Q。有理数的情况，在这里没有考虑，同样

在计算机科学中也非常重要——参见例如鲁拉 [8]或 德罗塔和斯潘福斯基 [4]。
已知一般增长 (Xn)受方程正根 s0 的值控制。

m∑
j=1

bjm−s
j = 1.

如前所述，本文的原创性在于对 (an)的假设：在以下假设下

+∞∑
n=1

|an|
ns0

< +∞,

我们证明当 n趋向无穷大时，序列 Xn

ns0 存在极限 L，并给出了一个相当简单的
闭合表达式。
正如我们将看到的，这允许将我们的定理应用于一大类随机变量。然后，极

限 L是一个随机变量，表现为一个随机级数的和。
如果我们专门考虑其中的 (an)相互独立的情况，那么可以很容易地控制随

机波动 L。

2. 确定性定理

定理 1. 令m ≥ 1,(b1, . . . , bm)是一组非负数，(m1, . . . , mm)是一组整数，并且
有mi ≥ 2，满足

• 存在 j, `满足 log mj

log m`
6∈ Q;

•
∑m

j=1 bj > 1.

我们记 s0 为方程的正根 s0
m∑

j=1
bjm−s

j = 1.

则存在一组正数序列 (`j)j≥0，对于每一个序列 (an)n≥0 满足

+∞∑
n=1

|an|
ns0

< +∞,
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那么，由 X0 = a0 定义且满足递推关系 (1)的序列 (Xn)n≥0 满足

lim
n→+∞

Xn

ns0
=

+∞∑
j=0

`jaj .

注意，如果序列 (aj)j≥0非负且不恒为零，则极限
∑+∞

j=0 `jaj 为正，因此我
们已经找到了 (Xn)n≥0 增长的正确速度。

Proof. 我们用 Ln(a)表示序列 a中与递归 (1)对应的 Xn 的值。

递推方程. 令 n0 为非负整数，并假设首先对于 n > n0 有 an = 0。
对于 n > n0，我们有 X(n) =

∑m
j=1 bjX(b n

mj
c)。

我们可以选择C，使得 |Xk| ≤ Cks0对于 0 < k ≤ n1 = max(n0, m1, . . . , mm)
成立。然后，通过自然归纳法可得 |Xk| ≤ Cks0 对每个 k ∈ N∗ 成立。接下来，
我们设 X(t) = X(btc)以简化一些记号。现在定义

φ(s) = s

∫ +∞

n0+1

X(t)
ts+1 dt(2)

对于 s ∈ C与 Re(s) > s0。递推方程导致

φ(s) = s

∫ +∞

n0+1

m∑
j=1

bj

X( t
mj

)
ts+1 dt = s

m∑
j=1

bjm−s
j

∫ +∞

n0+1
mj

X(t)
ts+1 dt

=

 m∑
j=1

bjm−s
j

 φ(s) + s
m∑

j=1
bjm−s

j

∫ n0+1

n0+1
mj

X(t)
ts+1 dt.

由于

|
m∑

j=1
bjm−s

j | ≤
m∑

j=1
|bjm−s

j | =
m∑

j=1
bjm

− Re(s)
j <

m∑
j=1

bjm−s0
j = 1,

我们可以写出对于 Re(s) > s0：

φ(s) = P (s)
1 −

∑m
j=1 bjm−s

j

, with P (s) = s
m∑

j=1
bjm−s

j

∫ n0+1

n0+1
mj

X(t)
ts+1 dt(3)

陶伯魔力. 现在，固定一个非负整数 n0，并假设序列 a = (an)n≥0是 a = In0 的

In0
i = 1i≤n0 =

1 if i ≤ n0

0 else
.

通过自然归纳法，很容易看出 (Xn)n≥0 是非递减的。
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也可以看到 1 −
∑m

j=1 bjm−s
j 不为零，对于具有 Re(s) ≥ s0 和 s 6= s0 的

s ∈ C。按照 Choimet 和 Queffelec（参见 [2]，第 4节）的方法进行推导，我们
可以注意到，对于 Re(s) = s0

Re

 m∑
j=1

bjm−s
j

 =
m∑

j=1
bjm−s0

j cos(log mj Im(s)) ≤
m∑

j=1
bjm−s0

j = 1.

实际上，当 Im(s) 6= 0时不等式是严格的。否则，我们将有 log mj Im(s) ∈ 2πZ
对应每个 j，从而得到每个 j, k都有 log mj

log mk
∈ Q，这已被排除。

由此得出对于

c = Ress0φ = P (s0)∑m
j=1 bjm−s0

j log(mj)
,

，映射 s 7→ φ(s) − c
s−s0

在 {s ∈ C; Re(s) ≥ s0}上是全纯的。
现在注意 b(x) =

∑
n0<n≤x(Xn − Xn−1)。阿贝尔变换给出

+∞∑
n=n0+1

Xn − Xn−1

ns
= s

∫ +∞

n0+1

b(t)
ts+1 dt.

由于 b(t) = X(t) − Xn0，我们有

+∞∑
n=n0+1

Xn − Xn−1

ns
= s

∫ +∞

n0+1

X(t)
ts+1 dt − Xn0

(n0 + 1)s
= φ(s) − Xn0

(n0 + 1)s
.

现在，我们将应用 Ikehara–Newman定理来处理级数：

命题 1. 令 (un)n≥1 为一组非负实数序列，a和 c为正实数。假设 Dirichlet级
数 Φ(s) =

∑+∞
n=1 unn−s 在开半平面 Re(s) > a上定义，并且更精确地说，对于

A(x) =
∑

n≤x un 当 x ≥ 0，以下性质得到验证：

• A(x)x−a 是在 R+ 上有界的；
• Φ(s) − c

s−a
在闭半平面 Re(s) ≥ a上有一个全纯延拓 G。

那么我们有 A(x) ∼ c
a
xa 作为 x → +∞。

由于 (Xn)n≥0 是非递减的，序列 (Xn − Xn−1)n>n0 是非负的，因此级数
的 Wiener-Ikehara 定理适用：因为当 t → +∞ 时 b(t) = O(ts0)，我们得到
b(x) ∼ c

s0
xs0，所以

lim
n→+∞

Ln(In0)
ns0

=

∑m
j=1 bjm−s0

j

∫ n0+1
n0+1

mj

Lt(In0 )
ts0+1 dt∑m

j=1 bjm−s0
j log(mj)

.
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对于 n0 = 0，我们有 `0 = lim
n→+∞

Ln(δ0)
ns0

= lim
n→+∞

Ln(I0)
ns0

，所以

`0 = 1∑m
j=1 bjm−s0

j log(mj)

m∑
j=1

bjm−s0
j

∫ 1

1
mj

1
ts0+1 dt or

`0 = 1∑m
j=1 bjm−s0

j log(mj)

m∑
j=1

bjm−s0
j

ms0
j − 1
s0

.

请注意，这个等式及其相关的收敛性构成了 Erdős 等人 [6]的结果。
令 n0 ≥ 1. 序列 (δn0

n )n≥0 定义为

δn0
n =

1 if n = n0

0 else
.

由于 δn0 = In0 − In0−1，可以推断出当 n趋于无穷大时，

Ln(δn0)n−s0 = Ln(In0)n−s0 − Ln(In0−1)n−s0

存在一个极限。我们用 `n0 表示它。
为了计算它，取 a = δn0 并再次考虑相关的 φ。从 (2)，我们得到 `n0 =

lims→s+
0

1
s0

(s − s0)φ(s)。另一方面，方程 (3)仍然有效，

P (s) = s
m∑

j=1
bjm−s

j

∫ n0+1

n0+1
mj

X(t)
ts+1 dt

= s
m∑

j=1
bjm−s

j

∫ n0+1

max(n0,
n0+1

mj
)

1
ts+1 dt,

也等于

1
s0

(s − s0)φ(s) = − s

s0

s0 − s

1 −
∑m

j=1 bjm−s
j

m∑
j=1

bjm−s
j

∫ n0+1

max(n0,
n0+1

mj
)

1
ts+1 dt

，考虑到mj ≥ 2，我们得到

`n0 = 1∑m
j=1 bjm−s0

j log(mj)

m∑
j=1

bjm−s0
j

∫ n0+1

n0

1
ts0+1 dt.

由于这个表达式和之前的那个，很清楚地表明 `j > 0对每个 j ≥ 0都成立。
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一般情况. 对于 n, j ≥ 0，我们注意到Kj
n = Ln(δj)。很明显，Kj

n = 0对于 n < j

和Kj
j = 1成立。通过在 n上进行自然归纳，很容易得到 0 ≤ Kj

n ≤ K0
n

K0
j
。现在，

递归的仿射性质给出了

Xn =
n∑

j=0
Kj

naj .

对于每个 j ≥ 0，我们有 lim
n→+∞

Kj
n

ns0
= `j。此外，K0

j 是正的，并且有

lim
j→+∞

K0
j

js0
= `0 > 0，因此存在 M 使得对于每个 j ≥ 1 都有 0 < 1

K0
j

≤ M
js0。

然后，对于每个 j, n ≥ 1，我们有

|K
j
naj

ns0
| ≤ K0

n

ns0

|aj |
K0

j

≤ |aj |
K0

j

≤ M
|aj |
js0

并通过维尔斯特拉斯判别法，

lim
n→+∞

Xn

ns0
=

+∞∑
j=0

`jaj .

�

3. 随机变量序列的应用

我们在下面给出定理 1在随机变量序列中的一些应用。

3.1. 收敛.

定理 2. 假设mi 的、bi 的和 s0 满足定理 1的假设，且 (an)是一个随机变量序
列。在下列每组附加假设下，由 (Xn)n≥0和递推关系 (1)定义的序列X0 = a0是
这样的，Xn

ns0 几乎必然收敛到某个随机变量，该随机变量表示为随机级数之和：

L =
+∞∑
j=0

`jaj .

(A)
∑m

j=1
bj

mj
> 1和 (an)是可积的随机变量。

C = sup
n≥1

E|an| < +∞.

(B)
∑m

j=1
bj

m2
j

> 1 和存在 C > 0 使得对于每个 n ≥ 1 和 t ≥ 1，我们有
P(|an| > t) ≤ C

t
。
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Proof. (A) 条件
∑m

j=1
bj

mj
> 1意味着 s0 > 1。

我们有 E(
∑+∞

n=1
|an|
ns0 ) ≤ Cζ(s0) < +∞，因此

∑+∞
n=1

|an|
ns0 < +∞几乎必

然成立，这给出了 Xn

ns0 的几乎必然行为。
(B) 条件

∑m
j=1

bj

m2
j

> 1意味着 s0 > 2。我们固定 η > 1为 s0 − η > 1。然
后 P(|an| > nη) = O(n−η)和

∑+∞
n=1 P(|an| > nη) < +∞，因此根据波莱

尔-坎特利引理，对于几乎每一个 ω，存在 n0(ω)使得 |an(ω)| ≤ nη 对于
n ≥ n0(ω)成立，这给出了

∑
n≥1

|an|
ns0 的收敛性，并且我们的主定理仍

然适用。
�

3.2. 非零极限. 我们已经注意到，当 aj 非负时，极限并不消失。在随机独立的
an 情况下，即使对于带符号的变量，极限为零的可能性也非常小。

定理 3. 假设 ai的、mi的、bi的和 s0满足定理 2的假设，并且假设 (an)是独
立随机变量序列，其中至少存在一个 j0 ≥ 0使得 aj 不是原子的。然后，极限
L =

∑+∞
j=0 `jaj 是非原子的，特别是 P(L = 0) = 0。

Proof. 由独立性可知，L的特征函数满足

∀t ∈ R |φL(t)| =
+∞∏
j=0

|φ`jaj
(t)| ≤ |φ`j0 aj0

(t)|.

因此

lim
T →+∞

1
2T

∫ T

−T

|φL(t)|2 dt ≤ lim
T →+∞

1
2T

∫ T

−T

|φ`0aj0
(t)|2 dt = 0,

这表明 L是非原子的（参见例如 Durrett [5]，第 3.3节）。 �

3.3. 指数矩.

定理 4. 假设mi的，bi的和 s0满足定理 1 的假设，并且 (an)是一序列独立随
机变量。序列 (Xn)n≥0 由 X0 = a0 和递推公式 (1)定义。

• 如果存在一个具有指数矩的分布 µ，使得对于每个 n ≥ 0，|an|被 µ∗n

随机支配，那么对于每个 n，|Xn|具有指数矩。
• 如果 s0 > 1（或等价地，

∑m
j=1

bj

mj
> 1）且存在一个具有指数矩的分布

µ，使得对于每个 n ≥ 0，|an|都以概率上被 µ所支配，则 Xn

ns0 → L几
乎必然成立，其中 |L|具有指数矩。

• 如果 s0 > 2（或等价地
∑m

j=1
bj

m2
j

> 1）且存在一个具有指数矩的分布 µ，

使得对于每个 n ≥ 0，|an|被 µ∗n随机支配，则 Xn

ns0 → La.s. 其中 |L|具
有指数矩。
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Proof. 我们从一个简单的引理开始：

引理 1. 令X 是一个随机变量具有 E(eαX) < +∞和 Y 是一个遵循指数定律的
随机变量 E(α) 然后，对于 a = 1

α
logE(eαX1)，我们有随机支配 X ≺ Y + a。

Proof. 我们只需证明对于 t ∈ R,P(X ≥ t) ≤ P(Y + a ≥ t)，或者等价地，对于
P(X ≥ t) ≤ P(Y ≥ t − a)。对于 t ≤ a，我们有 P(X ≥ t) ≤ 1 = P(Y ≥ t − a)。
对于 t ≥ a，马尔可夫不等式给出

P(X ≥ t) ≤ EeαX

eαt
= eαa

eαt
= exp(−α(t − a)) = P (Y ≥ t − a).

这完成了证明。 �

现在，我们有 a和 α，使得对于每一个 n ≥ 1

|an| ≺ µ∗n ≺ (δa ∗ E(α))∗n = δna ∗ Γ(n, θ).

令 (Zn)n≥0 是一组独立变量，具有 Zn ∼ Γ(n, θ)，其中 Γ(a, γ)是具有密度
的定律

x 7→ γa

Γ(a)xa−1e−γx 1]0,+∞[(x).

|Xn|
ns0 是由...随机支配的

M
n∑

j=0

ja + Zj

(j + 1)s0
,

因此对于 t < 1/α，我们有

E(et
|Xn|
ns0 ) ≤ exp(Ma

n+1∑
j=1

j−s0)
n∏

j=0
E exp( tZj

(j + 1)s0
)

≤ exp(Ma
n+1∑
j=1

j−s0)
n∏

j=0
(1 − αt

(j + 1)s0
)−j .

当 j 足够大时，(1 − αt
(j+1)s0 )−j ≤ exp( αt

js0−1 )表明存在一个指数矩对于 s0 > 2。
在 |an| ≺ µ和 s0 > 1的情况下的证明是类似的。 �

作为一个由 µ∗n 支配的例子，我们可以考虑一个递归函数被调用时带有参
数 n的情况，该函数需要使用接受-拒绝方法进行 n次模拟。然后，an 出现为
遵循几何分布 µ = G(p)的 n个独立变量之和。
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