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关于 αp模一在 Piatetski-Shapiro素数上的分布

S. I. Dimitrov

摘要

设 [ · ]为取整函数，‖x‖表示 x到最近的整数的距离。在这篇论文中我们证明了，

每当 α是无理数且 β 是实数时，则对于任何固定的 1 < c < 12/11都存在无穷多个

素数 p满足不等式

‖αp+ β‖ � p
11c−12

26c log6 p

并且使得 p = [nc]。

关键词：模一分布，Piatetski-Shapiro素数。

2020 数学主题分类：11J71·11J25·11P32·11L07

1 介绍与结果陈述

1947年，Vinogradov[9]证明了如果 θ = 1/5− ε，则存在无穷多个素数 p使得

‖αp+ β‖ < p−θ . (1)

随后，θ 的上限由几位作者改进，迄今为止最强的结果归功于 Matomäki[3]，其中 θ =

1/3− ε和 β = 0。
另一方面，在 1953年 Piatetski-Shapiro[4]表明对于任何固定的 γ ∈ (11/12, 1)，序列(

[n1/γ]
)
n∈N

包含无穷多个素数。形式为 p = [n1/γ]的素数被称为类型 γ 的 Piatetski-Shapiro素数。
随后，区间 γ 经历了多次改进，迄今为止最好的结果归功于 Rivat 和 Wu 的 [5]，对于
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γ ∈ (205/243, 1)。更精确地说，他们证明了对于任何固定的 205/243 < γ < 1，下界∑
p≤X

p=[n1/γ ]

1 � Xγ

logX
(2)

成立。为了建立我们的结果，我们解决了带有 Piatetski-Shapiro 素数的 Vinogradov 不
等式 (1)。因此，我们证明了以下定理。

定理 1. 令 γ 为固定值，11/12 < γ < 1，α是无理数且 β 是实数。然后存在无限多个类
型为 γ 的 Piatetski-Shapiro 质数 p，使得

‖αp+ β‖ � p
11−12γ

26 log6 p .

2 符号表示

令 C 是一个足够大的正数常量。字母 p始终表示素数。符号 x ∼ X 意味着 x在
(X, 2X]的一个子区间上运行，该子区间的端点在不同的公式中不必相同，且可能依赖
于外部求和变量。通过 [x]，{x}和 ‖x‖表示 x的整数部分，x的小数部分以及 x到最近
的整数的距离。此外，e(t)= exp(2πit)和 ψ(t) = {t}− 1/2。如常，Λ(n)是 von Mangoldt
函数而 τ(n)表示 n的正除数个数。令 γ 是一个实常数，使得 11/12 < γ < 1。由于 α是
无理数，因此它的连分数有无穷多个不同的收敛项 a/q，∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ < 1

q2
, (a, q) = 1 , a 6= 0 (3)

且 q可以任意大。记

N = q
13

12−6γ ; (4)

∆ = CN
11−12γ

26 log6N ; (5)

H =
[
q1/2
]
; (6)

M = N
15−14γ

26 ; (7)

v = N
29−8γ

52 . (8)

3 预备引理
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引理 1. 假设 X,Y ≥ 1,
∣∣α− a

q

∣∣ < 1
q2

,(a, q) = 1。那么

∑
n≤X

min
(
Y,

1

‖αn+ β‖

)
� XY

q
+ Y + (X + q) log 2q .

证明. 参见（[7]，引理 1）。

引理 2. 假设 α ∈ R，a ∈ Z，q ∈ N，
∣∣α− a

q

∣∣ ≤ 1
q2
，(a, q) = 1。如果

S(X) =
∑
p≤X

e(αp) log p (9)

那么
S(X) �

(
Xq−1/2 +X4/5 +X1/2q1/2

)
log4X .

证明. 参见（[1]，定理 13.6）。

引理 3. 对于任何M ≥ 2，我们有

ψ(t) = −
∑

1≤|m|≤M

e(mt)

2πim
+O

(
min

(
1,

1

M‖t‖

))
,

证明. 参见（[6]，引理 5.2.2）。

引理 4. 假设 f ′′(t)存在，在 [a, b]上连续且满足

f ′′(t) � λ (λ > 0) for t ∈ [a, b] .

则 ∣∣∣∣ ∑
a<n≤b

e(f(n))

∣∣∣∣� (b− a)λ1/2 + λ−1/2 .

证明. 参见（[2]，第 1章，定理 5）。

引理 5. 对于任何复数 a(n)，我们有∣∣∣∣ ∑
a<n≤b

a(n)

∣∣∣∣2 ≤ (1 + b− a

Q

) ∑
|q|≤Q

(
1− |q|

Q

) ∑
a<n, n+q≤b

a(n+ q)a(n),

其中 Q ≥ 1。

证明. 参见（[1]，引理 8.17）。
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4 定理的证明

4.1 证明大纲

我们的方法回溯到 Vaughan 的 [7]。我们取一个周期为 1 的函数，使得

F∆(θ) =


0 if − 1

2
≤ θ < −∆ ,

1 if −∆ ≤ θ < ∆ ,

0 if ∆ ≤ θ < 1
2
.

(10)

基于 (5)和 (10)我们有非平凡的和的下界∑
p≤N

p=[n1/γ ]

F∆(αp+ β) log p

意味着定理 1。为此我们定义

Γ =
∑
p≤N

p=[n1/γ ]

(
F∆(αp+ β)− 2∆

)
log p . (11)

4.2 Γ的上界

我们将证明以下基本引理。

引理 6. 对于由 (11)定义的求和 Γ，

Γ � N
14γ+11

26 log6N (12)

成立。

证明. 从 (11)我们写出

Γ =
∑
p≤N

(
[−pγ]− [−(p+ 1)γ]

)(
F∆(αp+ β)− 2∆

)
log p = Γ1 + Γ2 , (13)

其中

Γ1 =
∑
p≤N

(
(p+ 1)γ − pγ

)(
F∆(αp+ β)− 2∆

)
log p , (14)

Γ2 =
∑
p≤N

(
ψ(−(p+ 1)γ)− ψ(−pγ)

)(
F∆(αp+ β)− 2∆

)
log p . (15)
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上界估计值对于 Γ1

函数 F∆(θ)− 2∆是众所周知的展开式

∑
1≤|h|≤H

sin 2πh∆

πh
e(hθ) +O

(
min

(
1,

1

H‖θ +∆‖

)
+ min

(
1,

1

H‖θ −∆‖

))
. (16)

我们还有
(p+ 1)γ − pγ = γpγ−1 +O

(
pγ−2

)
. (17)

使用 (14),(16)和 (17)我们得到

Γ1 = γ
∑
p≤N

pγ−1 log p
∑

1≤|h|≤H

sin 2πh∆

πh
e
(
h(αp+ β)

)
+O

(
Σ logN

)
, (18)

其中

Σ =
N∑

n=1

(
min

(
1,

1

H‖αn+ β +∆‖

)
+ min

(
1,

1

H‖αn+ β −∆‖

))
. (19)

由 (3),(4),(6),(19)和引理 1我们得到

Σ � Nq−1 +
N + q

H
logN � Nq−1/2 logN � N

6γ+14
26 logN . (20)

现在 (18)和 (20)给我们

Γ1 �
H∑

h=1

min
(
∆,

1

h

) ∣∣∣∣∣∑
p≤N

pγ−1e(αhp) log p

∣∣∣∣∣+N
6γ+14

26 log2N . (21)

记作

S(u) =
∑
h≤u

∣∣∣∣∣∑
p≤N

pγ−1e(αhp) log p

∣∣∣∣∣ . (22)

那么

H∑
h=1

min
(
∆,

1

h

) ∣∣∣∣∣∑
p≤N

pγ−1e(αhp) log p

∣∣∣∣∣ = S(H)

H
+

H∫
∆−1

S(u)

u2
du

� (logN) max
∆−1≤u≤H

S(u)

u
. (23)

另一方面 ∑
p≤N

pγ−1e(αhp) log p = Nγ−1S(N) + (1− γ)

N∫
2

S(y)yγ−2 dy , (24)
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其中
S(y) =

∑
p≤y

e(αhp) log p . (25)

从狄利克雷近似定理可知存在整数 ah和 qh使得∣∣∣∣αh− ah
qh

∣∣∣∣ ≤ 1

qhq2
, (ah, qh) = 1 , 1 ≤ qh ≤ q2 . (26)

考虑到 (25),(26)和引理 2我们找到

S(y) �
(
yq

−1/2
h + y4/5 + y1/2q

1/2
h

)
log4 y . (27)

使用 (22),(24)和 (27)我们推导出

S(u) � Nγ−1(logN)4
∑
h≤u

(
Nq

−1/2
h +N4/5 +N1/2q

1/2
h

)
. (28)

假设
qh ≤ q1/3 . (29)

由 (6)和 (29)我们得到
hqh ≤ Hq1/3 ≤ q5/6 < q .

从 (3),(26)以及最后一个不等式得出
a

q
6= ah
hqh

. (30)

一方面由 (6),(29)和 (30)我们有∣∣∣∣aq − ah
hqh

∣∣∣∣ = |ahqh − qah|
hqqh

≥ 1

hqqh
≥ 1

Hqq1/3
≥ 1

q11/6
. (31)

另一方面通过 (3)和 (26)我们得到∣∣∣∣aq − ah
hqh

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣α− ah
hqh

∣∣∣∣ < 1

q2
+

1

hqhq2
≤ 1

2q2
,

这与 (31)矛盾。这否定了假设 (29)。因此

qh ∈
(
q1/3, q2

]
. (32)

考虑到 (4)、(28)和 (32)，我们发现

S(u) � uNγ−1/2q log4N � uN
14γ+11

26 log4N . (33)
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总结 (21)、(23)和 (33)，我们推导出

Γ1 � N
14γ+11

26 log5N . (34)

上界估计对于 Γ2

使用 (15)并如同在 Γ1中的论证，我们得到

Γ2 �
H∑

h=1

min
(
∆,

1

h

) ∣∣∣∣∣∑
p≤N

(
ψ(−(p+ 1)γ)− ψ(−pγ)

)
e(αhp) log p

∣∣∣∣∣+N
6γ+14

26 log2N . (35)

记号

Ω(u) =
∑
h≤u

∣∣∣∣∣∑
p≤N

(
ψ(−(p+ 1)γ)− ψ(−pγ)

)
e(αhp) log p

∣∣∣∣∣ . (36)

然后

H∑
h=1

min
(
∆,

1

h

) ∣∣∣∣∣∑
p≤N

(
ψ(−(p+ 1)γ)− ψ(−pγ)

)
e(αhp) log p

∣∣∣∣∣
=

Ω(H)

H
+

H∫
∆−1

Ω(u)

u2
du . (37)

估计值 (35)和公式 (37)暗示

Γ2 � (logN) max
∆−1≤u≤H

Ω(u)

u
+N

6γ+14
26 log2N . (38)

我们将估计 Ω(u)。从 (36)和引理 3 由M 通过 (7)定义，可以得出

Ω(u) �
(
Ω1(u) + uΞ

)
log2N + uN1/2 , (39)

其中

Ω1(u) =
∑
h≤u

∑
m∼M1

1

m

∣∣∣∣∣∑
n∼N1

Λ(n)e(αhn)
(
e
(
−mnγ

)
− e
(
−m(n+ 1)γ

))∣∣∣∣∣ , (40)

Ξ =
∑
n∼N1

min
(
1,

1

M‖nγ‖

)
, (41)

M1 ≤M/2 , N1 ≤ N/2 . (42)

按照 ([6], 定理 12.1.1) 从 (41)和 (42)我们得到

Ξ �
(
NM−1 +Nγ/2M1/2 +N1−γ/2M−1/2

)
logM . (43)
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考虑到 (7)和 (43)，我们发现
Ξ � N

14γ+11
26 logN . (44)

接下来我们估计 Ω1(u)。替换

ω(t) = 1− e
(
m(tγ − (t+ 1)γ)

)
我们推导出 ∑

n∼N1

Λ(n)e(αhn)
(
e
(
−mnγ

)
− e
(
−m(n+ 1)γ

))
= ω(2N1)

∑
n∼N1

Λ(n)e
(
αhn−mnγ

)
−

2N1∫
N1

( ∑
N1<n≤t

Λ(n)e
(
αhn−mnγ

))
ω′(t) dt

� mNγ−1
1 max

N2∈[N1,2N1]
|Θ(N1, N2)| , (45)

其中
Θ(N1, N2) =

∑
N1<n≤N2

Λ(n)e
(
αhn−mnγ

)
. (46)

现在，(40)和 (45)给出我们

Ω1(u) � Nγ−1
1

∑
h≤u

∑
m∼M1

max
N2∈[N1,2N1]

|Θ(N1, N2)| . (47)

设
N1 ≤ N

14γ−2
13γ . (48)

考虑到 (7),(42),(46), (47)和 (48)我们得到

Ω1(u) � uN
14γ+11

26 . (49)

因此，我们假设
N

14γ−2
13γ < N1 ≤ 2N . (50)

我们将找到总和Θ(N1, N2)的上界。我们的论证是对 (Tolev[6],定理 12.1.1)论证的修改。
表示

f(d, l) = αhdl −mdγlγ . (51)

使用 (46)，(51)和 Vaughan的身份（见 [8]），我们得到

Θ(N1, N2) = U1 − U2 − U3 − U4, (52)
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其中

U1 =
∑
d≤v

µ(d)
∑

N1/d<l≤N2/d

(log l)e(f(d, l)), (53)

U2 =
∑
d≤v

c(d)
∑

N1/d<l≤N2/d

e(f(d, l)), (54)

U3 =
∑

v<d≤v2

c(d)
∑

N1/d<l≤N2/d

e(f(d, l)), (55)

U4 =
∑∑
N1<dl≤N2
d>v, l>v

a(d)Λ(l)e(f(d, l)) (56)

以及
|c(d)| ≤ log d, |a(d)| ≤ τ(d) (57)

并且 v由 (8)定义。首先考虑由 (54)定义的 U2。牢记 (51) 我们发现

|f ′′
ll(d, l)| � md2Nγ−2

1 . (58)

现在 (58) 和引理 4 给出我们∑
N1/d<l≤N2/d

e(f(d, l)) � m1/2N
γ/2
1 +m−1/2d−1N

1−γ/2
1 . (59)

从 (7), (8), (54), (57) 和 (59) 可得

U2 �
(
N

γ/2
1 m1/2v +m−1/2N

1−γ/2
1

)
log2N � N

γ/2
1 m1/2v log2N . (60)

为了估计由 (53)定义的 U1，我们应用 Abel 求和公式。然后，如同对 U2 的估计一样，
我们得到

U1 � N
γ/2
1 m1/2v log2N . (61)

接下来我们考虑由 (55)和 (56)定义的 U3和 U4。我们有

U3 � |U ′
3| logN , (62)

其中
U ′
3 =

∑
D<d≤2D

c(d)
∑

L<l≤2L
N1<dl≤N2

e(f(d, l)) (63)

以及
N1/4 ≤ DL ≤ 2N1 , v/2 ≤ D ≤ v2 . (64)
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此外，
U4 � |U ′

4| logN , (65)

其中
U ′
4 =

∑
D<d≤2D

a(d)
∑

L<l≤2L
N1<dl≤N2

Λ(l)e(f(d, l)) (66)

以及
N1/4 ≤ DL ≤ 2N1 , v/2 ≤ D ≤ 2N1/v . (67)

由 (8),(50),(64)和 (67)可知，对于求和 U ′
4的条件比对求和 U ′

3的条件更为严格。考虑到
这一点以及系数 U ′

3和 U ′
4，我们得出结论，只需要估计总和 U ′

4，在条件

N1/4 ≤ DL ≤ 2N1 , N
1
2
1 /2 ≤ D ≤ v2 . (68)

下
从 (57)、(66)、(68)以及柯西不等式我们可以推导出

|U ′
4|2 �

∑
D<d≤2D

τ 2(d)
∑

D<d≤2D

∣∣∣∣ ∑
L1<l≤L2

Λ(l)e(f(d, l))

∣∣∣∣2
� D(logN)3

∑
D<d≤2D

∣∣∣∣ ∑
L1<l≤L2

Λ(l)e(f(d, l))

∣∣∣∣2, (69)

其中

L1 = max
{
L,
N1

d

}
, L2 = min

{
2L,

N2

d

}
. (70)

使用 (68)–(70)以及引理 5和 Q ≤ L/2我们发现

|U ′
4|2 � D(logN)3

∑
D<d≤2D

L

Q

∑
|q|≤Q

(
1− |q|

Q

) ∑
L1<l≤L2

L1<l+q≤L2

Λ(l + q)Λ(l)e
(
f(d, l)− f(d, l + q)

)

�

(
LD

Q

∑
0<|q|≤Q

∑
L<l≤2L

L<l+q≤2L

Λ(l + q)Λ(l)

∣∣∣∣ ∑
D1<d≤D2

e
(
gl,q(d)

)∣∣∣∣
+

(LD)2

Q
logN

)
log3N , (71)

其中

D1 = max
{
D,

N1

l
,
N1

l + q

}
, D2 = min

{
2D,

N2

l
,
N2

l + q

}
(72)
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并且
g(d) = gl,q(d) = f(d, l)− f(d, l + q) . (73)

很容易看出公式 (71)中负的 q之和等于正的 q之和。因此

|U ′
4|2 �

(
LD

Q

∑
1≤q≤Q

∑
L<l≤2L

Λ(l + q)Λ(l)

∣∣∣∣ ∑
D1<d≤D2

e(gl,q(d))

∣∣∣∣
+

(LD)2

Q
logN

)
log3N . (74)

考虑函数 g(d)。从 (51)和 (73)我们得到

|g′′(d)| � mDγ−2|q|Lγ−1 . (75)

考虑到 (72),(75)和引理 4我们得到∑
D1<d≤D2

e(g(d)) � m1/2q1/2Dγ/2Lγ/2−1/2 +m−1/2q−1/2D1−γ/2L1/2−γ/2 . (76)

我们选择
Q = min

(
L/4 , Q0

)
, (77)

其中
Q0 = m−1/3D2/3−γ/3L1/3−γ/3 .

这里 (7),(42),(50),(68)和 直接验证保证了

Q0 > N
115
858 .

通过 (74),(76)和 (77)我们推导出

|U ′
4|2 �

(
D2L2Q−1 +m1/2Q1/2D1+γ/2L3/2+γ/2 +m−1/2Q−1/2D2−γ/2L5/2−γ/2

)
log4N

�
(
D2L2L−1 +D2L2Q−1

0 +m1/2Q
1/2
0 D1+γ/2L3/2+γ/2

+m−1/2D2−γ/2L5/2−γ/2
(
L−1/2 +Q

−1/2
0

))
log4N

�
(
D2L+m1/3D4/3+γ/3L5/3+γ/3 +m−1/2D2−γ/2L2−γ/2

+m−1/3D5/3−γ/3L7/3−γ/3
)

log4N . (78)

从 (68)和 (78)可以得出

|U ′
4| �

(
N

1/2
1 v +M1/6N

3/4+γ/6
1

)
log2N . (79)
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现在 (65)和 (79)意味着

U4 �
(
N

1/2
1 v +M1/6N

3/4+γ/6
1

)
log3N . (80)

像估计 U ′
4那样对于总和 (63)我们发现

|U ′
3| �

(
N

1/2
1 v +M1/6N

3/4+γ/6
1

)
log2N . (81)

估计值 (62)和 (81)给我们

U3 �
(
N

1/2
1 v +M1/6N

3/4+γ/6
1

)
log3N . (82)

总结 (52),(60),(61), (80)和 (82)我们得到

Θ(N1, N2) �
(
N

1/2
1 v +M1/6N

3/4+γ/6
1 +N

γ/2
1 m1/2v

)
log3N . (83)

通过 (7),(8),(47),(50)和 (83)可以得出

Ω1(u) � uN
14γ+11

26 log3N . (84)

从 (38),(39), (44),(49)和 (84)我们推导出

Γ2 � N
14γ+11

26 log6N . (85)

使用 (13),(34)和 (85) 我们建立了上限 (12)。
引理得证。

4.3 证明完毕

考虑到 (2)，(5)，(11)以及引理 6我们得到∑
p≤N

p=[n1/γ ]

F∆(αp+ β) log p� N
14γ+11

26 log6N .

这完成了定理的证明。
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