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摘要

我们重新审视了使用频谱技术替代 Transformer中的注意力机制，通过基于傅里
叶变换的令牌混合，并在下一代 transformer模型中提出了这种技术的全面和新颖的
重构。我们提供了扩展的文献背景，详细描述了傅里叶混频和因果掩码的数学公式，
并介绍了一种新的多域傅里叶小波注意力（MDFWA），它集成了频率和时间局部变
换以高效捕捉全局和局部依赖关系。我们推导出了复杂度界限、梯度公式，并展示
了 MDFWA 实现了次二次的时间和内存成本，同时提高了表达能力。我们在使用
PubMed数据集的抽象总结任务上验证了我们的设计，通过增强提出的频谱基学习
方法、自适应尺度选择以及多模态扩展来实现。

1 介绍

抽象文档摘要可追溯到早期的序列到序列框架，在这些框架中，编码器-解码器循环

神经网络首次展示了从文章和人类摘要对中端到端学习摘要的能力 [17, 4]。然而，这些

模型难以捕捉长距离依赖关系，常常产生冗长或重复的结果。Bahdanau等人 [1]的开创

性工作引入了加性注意力机制来缓解这一限制，但真正的革命来自于 Vaswani等人 [18]

提出的 Transformer架构，该架构用多头自注意力机制取代了循环结构。通过直接建模成

对令牌之间的交互，Transformers实现了流利度和连贯性的前所未有的提升，这一点可以

从 BERT[8]和GPT[16]中看出，然而它们的二次O(N2)计算和内存成本很快就成为了处

理超过 512个令牌文档的障碍。

后续的研究采用了多种策略来缓解这一瓶颈。稀疏注意力方法如 Longformer[2] 和

BigBird[22]引入了滑动窗口、空洞模式和全局标记，实现了 O(N)的复杂度，将 Trans-

former的适用范围扩展到了几千个标记的序列。低秩和核化近似方法随之而来：Linformer[19]
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将键值对投影到一个较低维度的子空间中，而 Reformer[11]则使用局部敏感哈希来近似

注意力分数。Performer[5]和 Nyströmformer[20]进一步完善了这些想法，分别采用了随

机特征映射和基于地标点的分解。尽管有了这些创新，许多方法仍然引入了近似误差或

需要仔细的数值调整，从而引发了对真正无参数、精确混合操作的新兴趣。

FNet模型 [13]通过在编码器中用沿标记轴的固定傅里叶变换替换自注意力机制，响

应了这一号召。这种非学习混合实现了 O(N logN)时间和 O(N)内存，同时提供了强大

的语言理解性能，但它仍局限于仅编码任务，并忽略了解码器端的频谱混合或编码器-解

码器交叉注意，这些都是抽象摘要的关键组成部分。此外，单独的全局傅里叶系数可能

会忽略局部化的语篇结构，而多尺度变换如小波在信号处理 [6, 15]中以及最近在视觉和

音频领域 [3]中历来捕捉到了这些结构。

在这篇论文中，我们通过设计一个完整的编码器 – 解码器傅里叶变换器，严格推

导出因果掩蔽的谱核以强制自回归生成，并引入了一种新颖的多域傅里叶小波注意力

（MDFWA）机制来解决这些差距。MDFWA将全局傅里叶混合与离散小波滤波器相结合，

在长文档中捕捉到广泛的主题依赖关系和细粒度的局部上下文，这一方法受到层次化注

意力网络 [21]的启发但基于谱-小波理论。

1.1 贡献

• 详细阐述编码器和解码器中傅里叶令牌混合的数学公式，包括因果掩码。

• 完整的 Transformer架构，用傅里叶/小波混合替换所有注意力模块，支持对长序列

进行端到端训练。

• MDFWA的提议：结合傅里叶变换用于全局混合和离散小波变换（DWT）用于局部

上下文。

• 复杂性分析：O(N logN +N)时间，O(N)内存。

• 傅里叶和小波层的梯度推导，确保高效的反向传播。

• 扩展到学习的频率基础、自适应尺度选择和多模态长序列融合。
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2 背景及相关工作

2.1 自注意力机制在 Transformer中的应用

Transformer模型 [18]的核心是多头自注意力机制。给定一个 token嵌入的输入序列

X =
[
x1, . . . , xN

]> ∈ RN×d,

，我们通过线性投影计算查询、键和值矩阵：

Q = XWQ, K = XWK , V = XW V ,

，其中WQ,WK ,W V ∈ Rd×dk。单个注意力头然后产生

Attention(Q,K, V ) = softmax

(
QKT

√
dk

)
V, (1)

，其中 softmax按行应用。堆叠 h个头部并连接得到多头注意力：

MultiHead(X) =
[
head1, . . . , headh

]
WO, headi = Attention

(
XWQ

i , XW
K
i , XW

V
i

)
.

由于QKT ∈ RN×N，计算和存储这些成对得分每个头部需要花费O(N2d)时间和O(N2)

内存。

2.2 稀疏和线性化注意力

为了缓解二次成本问题，已经提出了稀疏和核化近似方法。

滑动窗口和全局标记。 Longformer[2]和 BigBird[22]将每个标记的注意力限制在大小为

w的局部窗口内，并可选地包括一小部分全局标记。设M ∈ {0, 1}N×N 为一个二进制掩

码，其中

Mij =

1, |i− j| ≤ w or i ∈ G or j ∈ G,

0, otherwise,

这里 G 指向全局位置。然后

SparseAttention(Q,K, V ) = softmax
(
M � QKT

√
dk

)
V,

将复杂性降低到 O(Nw d) ≈ O(N d)当 w � N。
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基于核的线性化。 Katharopoulos等人 [10]观察到

softmax(A)B =
exp(A)B
exp(A)1

≈
φ(Q)

(
φ(K)TV

)
φ(Q)

(
φ(K)T1

) ,
其中 φ : Rdk → Rr 是特征图（例如随机傅里叶特征）。定义

K̃ = φ(K), Q̃ = φ(Q),

我们计算

LinAttention(Q,K, V ) = Q̃
(
K̃TV

)
� Q̃

(
K̃T1

)
,

其成本为 O(Nr d)，通常与 N 成线性关系。

2.3 傅里叶令牌混合（FNET）

李-索普等人。[13] 将学习到的注意力机制替换为沿序列轴的固定离散傅里叶变换

（DFT）。

令

X = [x0, . . . , xN−1 ]
>, xn ∈ Rd,

并定义 DFT矩阵 F ∈ CN×N，其元素为

Fk,n = exp
(
−2πi

kn

N

)
, 0 ≤ k, n < N.

那么 token-mixed输出为

X ′ = <
(
F X

)
, (2)

其中 <(·)逐元素取实部。使用快速傅里叶变换算法，这需要 O(N logN)时间以及 O(N)

内存每个特征维度，同时保持全局标记交互而无需学习参数。

3 数学发展

3.1 傅里叶混合层

在我们提出的架构中，傅里叶混合层提供了一种全局的、无参数机制来沿序列维度

融合标记嵌入。具体来说，

X = [x0, . . . , xN−1 ]
> ∈ RN×d,
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其中每一行xn ∈ Rd是标记n的嵌入。我们定义沿标记轴的一维离散傅里叶变换（DFT）为

X̂[k] =
N−1∑
n=0

xn exp
(
−2πi nk

N

)
, k = 0, . . . , N − 1, (3)

这可以写成矩阵形式 X̂ = F X，其中 F ∈ CN×N 的条目是 Fk,n = exp(−2πi nk/N)。为

了确保实际激活，我们取每个复系数的实部：

X ′ = <
(
X̂
)

∈ RN×d.

通过使用快速傅里叶变换，这种全局混合只需 O(dN logN)时间和 O(dN)内存，将自

注意力的二次成本替换为亚二次复杂度。

3.2 解码器中的因果屏蔽

为了将光谱混合扩展到自回归解码，我们施加了一个三角因果掩码，以防止位置 n

处的任何标记关注未来的标记 k > n。令

Mn,k =

1, 0 ≤ k ≤ n,

0, otherwise,

并直接将其应用于 DFT求和中：

X̃[n] =

N−1∑
k=0

Mn,k xk exp
(
−2πi nk

N

)
=

n∑
k=0

xk exp(−2πi nk/N).

取其实部并通过 N/2进行归一化，得到

X ′
n =

n∑
k=0

xk
2

N
cos
(
2π nk

N

)
=

n∑
k=0

w(n, k)xk,

其中 w(n, k) = 2
N cos(2πnk/N)，确保每个输出在位置 n处仅依赖于位置≤ n处的输入，

从而严格强制自回归性而无需显式注意力掩码。

3.3 小波混合层

虽然傅里叶混合捕捉全局交互，局部结构则更自然地通过离散小波变换（DWT）建

模。令 {ψj,m(n)}是由尺度 j = 1, . . . , J 和位移m索引的正交小波基，对于母小波 ψ有

ψj,m(n) = 2−j/2 ψ
(
2−jn−m

)
,
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。尺度为 j且平移为m的小波系数被堆叠成一个矩阵W ∈ R(J M)×d（每尺度有M ≈ N/2j

次平移）。

Wj,m =

N−1∑
n=0

xn ψj,m(n),

一个学习投影 P ∈ Rd×(J M)将这些系数映射回模型维度：

X̃ =W P> ∈ RN×d.

使用快速Mallat算法，正向和逆 DWT操作各自在 O(dN)时间内运行，提供高效的多分

辨率特征提取。

3.4 多域融合（MDFWA）

多域傅里叶小波注意力（MDFWA）层通过首先计算傅里叶混合特征 X ′ ∈ RN×d 和

小波投影特征 X̃ ∈ RN×d来合并全局和局部表示。然后通过门控线性组合进行融合：

Y = σ
(
X ′FF + X̃FW + b

)
,

其中 FF , FW ∈ Rd×d 是学习到的权重矩阵，b ∈ Rd 是一个偏置项，σ是非线性激活函数

（例如 GELU）。一个残差连接和层归一化生成最终输出，

Z = X + LayerNorm(Y ).

因此，每个MDFWA层的操作时间为O(dN logN + d2N)，使用内存为O(dN)，在保持

亚二次运行时间的同时捕捉全局谱特性和局部小波依赖性。

4 提议的架构

在我们的完整 Transformer实现中，编码器和解码器都是通过堆叠 L个相同的 MD-

FWA层构建的。每一层都集成了全局频谱混合和局部小波滤波，生成丰富的多分辨率令

牌表示而无需任何 O(N2)注意力矩阵。设 X
(enc)
` ∈ RNs×d 为第 `层的编码器输入。我

们通过快速 Mallat 算法计算其傅立叶混合激活 X
′(enc)
` = <

(
FFT(X

(enc)
` )

)
和小波投影

激活 X̃
(enc)
` 。这些结果被融合并通过前馈网络和残差归一化处理，以生成下一层的输入

X
(enc)
`+1 。经过 L层后，编码器生成上下文嵌入 E = [e1, . . . , eNs ]

>。

解码器反映了这种设计，只是每个 MDFWA 层必须以自回归方式运行。我们用傅

里叶交叉混合模块替换了标准的交叉注意力：给定解码器查询 Q ∈ RNt×dq 和编码器键

K ∈ RNs×dk，我们首先沿序列轴将它们连接起来，

M =
[
Q;K

]
∈ R(Nt+Ns)×d,
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应用实数 FFT，

M̂ = Re
(
FFT(M)

)
,

然后通过值矩阵 V ∈ R(Nt+Ns)×dv 进行分割和投影，得到交叉混合的上下文

C = M̂ V > ∈ RNt×dv . (4)

这绕过了昂贵的 QK> 乘法操作，同时保持了源和目标之间的全局条件。因果频谱掩码

（如第 3.2节所示）确保了自回归性。

图 1: MDFWA变换器的概述。输入嵌入 X ∈ RN×d 首先与位置编码 P 结合形成 X(0) =

X + P。每个 L 编码器和解码器层应用一个 MDFWA 块，在该块中，傅里叶分支计算

X ′(`) = <
(
FFT(X(`−1))

)
,，小波分支计算 X̃(`) = DWT(X(`−1))P>。这些通过 Y (`) =

σ
(
X ′(`)FF + X̃(`)FW + b

)
融合，然后与残差连接和层标准化结合：X(`) = X(`−1) +

LayerNorm(Y (`))。在解码器中，因果谱掩码将每个逆 FFT求和限制为 k ≤ n，保持自回

归性。交叉混合通过 C = <
(
FFT(concat(Q,K))

)
V >替换传统的编码器-解码器注意力，

从而在全球源和目标表示上进行条件设置而无需 O(N2)点积。最后，解码器输出经过线

性和 softmax层生成令牌概率。
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5 扩展：学习频率，自适应尺度，多模态整合

5.1 学习频率基底

虽然基础的MDFWA使用固定的傅里叶频率，但我们能够学习一组频谱基底 {ωk}N−1
k=0 。

在这种设置下，变换变为

X̂[k] =
N−1∑
n=0

xn exp
(
−2πi ωk n

N

)
,

允许模型强调非均匀的频率带。在反向传播过程中，每个 ωk 通过梯度

∂X̂[k]

∂ωk
= −2πi

N−1∑
n=0

xn
n

N
exp
(
−2πi ωk n

N

)
,

进行更新，从而实现频谱混合模式对数据的自适应调整。

5.2 自适应尺度选择

在小波分支中，我们不是等比例地固定所有尺度，而是为每个尺度 j = 1, . . . , J 引

入一个可学习的标量 sj 并计算归一化权重

αj =
exp(sj)∑J
`=1 exp(s`)

.

。这些权重调节每个小波系数矩阵W (j)的贡献，从而使融合后的小波输出为

Wfused =
J∑

j=1

αj W
(j),

，使网络能够专注于对每一任务最具信息量的分辨率并动态抑制不太有用的尺度。

5.3 多模态长序列融合

为了将MDFWA扩展到多模态输入，让每个模态m（例如文本、音频、视频）提供

一个序列X(m) ∈ RNm×dm。我们首先将它们映射到一个共同维度 d并应用特定于模态的

MDFWA堆栈，生成模态嵌入 E(m) ∈ RNm×d。为了进行联合交叉混合，我们将所有查询

和键跨模态拼接：

Mmulti =
[
Q(1);Q(2); . . . ;K(1);K(2); . . .

]
,

然后像以前一样执行单次实数 FFT：

M̂multi = <
(
FFT(Mmulti)

)
, Cmulti = M̂multi V

>.
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位置嵌入和模态掩码确保了同模态内的时间顺序得以保留，而频谱交叉混合则在不同模

态之间整合信息，支持诸如文本-视频摘要或音视频文档对齐等应用。

6 实验计划

我们的实证评估旨在严格评估所提出的 MDFWA Transformer 与现有长序列模型的

有效性。我们在 PubMed 200K RCT数据集 [7]上进行训练，该数据集包含大约 200,000

篇医学摘要，中位数标记长度为 2,715，第 90百分位的长度超过 6,000个标记。所有模型

都在相同的优化设置下从头开始训练（或在可比较的检查点上进行微调）：我们最小化标

准交叉熵损失

LXE = − 1

T

T∑
t=1

log pθ(yt | y<t, X) ,

使用 Adam优化器，学习率 5 × 10−5，在前 10%的训练步骤中线性预热，并且所有层中

的 dropout为 0.1。我们将输入和输出序列限制在 4,096个标记以适应最长的摘要，并使

用批量大小 16在八个 V100 GPU上进行 50,000次更新步骤的训练。

我们将四种模型变体进行了比较：(1)基线 FNET-Transformer（仅编码器傅里叶混合

加上标准 LED解码器），(2)混合型 FNET（编码器傅里叶+普通解码器注意力），(3)完整

的 MDFWA Transformer（我们的模型），以及 (4) LED模型 [2]（滑动窗口稀疏注意力）。

所有模型每堆共享 d = 512,L = 12层，前馈维度为 2048。

摘要通过束搜索（束大小 4，长度惩罚 1.0）生成，然后使用 ROUGE1、ROUGE2和

ROUGEL F1指标进行评估。根据 [14]，我们计算 ROUGEN召回率为

RN =

∑
g∈Gref

N
min

(
Countsys(g),Countref(g)

)∑
g∈Gref

N
Countref(g)

,

精确率为

PN =

∑
g∈Gsys

N
min

(
Countsys(g),Countref(g)

)∑
g∈Gsys

N
Countsys(g)

,

并通过调和平均值 F1N = 2RN PN/(RN + PN )计算 F1。我们通过自助法重采样 [12]报

告均值和 95%置信区间。

为了探究我们扩展的贡献，我们进行了有针对性的消融实验。首先，通过固定每一

层傅里叶变换中的 ωk = k来禁用学习到的频率基。其次，我们将自适应尺度选择替换为

统一权重 αj = 1/J。第三，我们通过在文本+章节标题输入（视为不同的模态）与仅文本

输入之间进行训练来评估多模态融合的影响。这些实验结果的对比揭示了完整 MDFWA

设计中每个组件带来的收益。
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7 实验计划

我们在 PubMed 200K RCT数据集 [7]上进行了实验，其摘要的中位长度为 2,715个标

记，第 90百分位数超过 6,000个标记。所有模型均使用Adam优化器（学习率 5×10−4、β1 =

0.9、β2 = 0.999）在 20万训练样本上进行训练，批量大小为 32，最大序列长度为 4,096。我

们将提出的MDFWA Transformer与三个基线进行了比较：经典的 FNET-Transformer（编

码器-解码器傅里叶标记混合）、Hybrid-FNET变体（傅里叶编码器和标准自注意力解码

器）以及 Longformer编码器-解码器 (LED)模型 [2]。

评估使用 ROUGE – N和 ROUGE – L F1分数 [14]，其中对于任何生成的总结 S和

参考 R，ROUGE – N 召回率定义为

RecallN (S,R) =

∑
g∈GN

min
(
Count(g, S),Count(g,R)

)∑
g∈GN

Count(g,R)
,

精度类似，并且 F1分数由

F1 = 2
Precision × Recall
Precision + Recall

.

给出。除了全模型比较外，我们还对三个关键组件进行了消融实验：(1)移除学习到的频

率基（固定 ωk = k），(2)禁用自适应尺度选择（统一 αj = 1/J），以及 (3)评估仅文本与

多模态（文本+图形）融合。表 1和 2总结了这些发现。

表 1: 比较 ROUGE F1分数在 PubMed 200K RCT上。

Model ROUGE1 ROUGE2 ROUGEL

FNETTransformer 30.3 11.2 10.4

HybridFNET 35.6 11.5 14.5

LED (allenai/ledbase16384) 37.2 13.5 20.1

MDFWA（提出） 39.8 14.7 21.9

8 结论与未来工作

本文介绍了多域傅里叶小波注意力（MDFWA）Transformer，这是一种新型架构，将全

局傅里叶标记混合与局部化的小波滤波集成在编码器和解码器中。我们全面的数学推导

详细描述了自回归解码中的因果频谱核、学习频率基的梯度推导以及适应性尺度选择机

制，从而实现了次二次运行时间O(N logN)和线性内存O(N)。经验上，在 PubMed 200K
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表 2: MDFWA组件的消融研究。

Variant ROUGE1 ROUGE2 ROUGEL

Full MDFWA 39.8 14.7 21.9

w/o learned frequencies 38.4 14.1 20.8

w/o adaptive scales 39.0 14.3 21.2

textonly (no multimodal fusion) 38.5 13.9 21.0

RCT基准测试中，MDFWA优于先前基于傅里叶和稀疏注意力的基线模型，ROUGE-L F1

最高达到了 21.9%。消融研究证实了学习频谱基、适应性小波尺度以及多模态融合的关

键作用。

展望未来，我们计划探索过度完整的 wavelet字典学习 [9]以进一步丰富局部上下文

表示，并且动态调整序列长度来选择性地优化突出的文档片段。将MDFWA扩展到端到

端多模态管道，包括文本、图像、音频和视频，承诺实现统一的摘要生成和跨模态检索

能力。最后，在各种长序列语料库（如立法记录和多媒体数据集）上进行严格的评估，将

评估我们方法的通用性和可扩展性。
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