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临界减速现象构成了对利用 exascale计算机可能实现的更小格点间距进行格点 QCD计算
的关键障碍。受傅里叶加速概念的启发，我们研究了一种Riemannian流形HMC（RMHMC）
算法版本，在该版本中，HMC算法中的规范质量项被 SU(3)规范共变拉普拉斯算子的有
理函数所取代。我们开发了一系列基于 SU(3)规范共变拉普拉斯算子的切比雪夫滤波器工
具，这些工具提供了规范力和费米子力的功率谱，并确定了由此产生的 RMHMC演化中
长距离和短距离 QCD可观测量的频谱依赖性。这些工具可用于优化 RMHMC质量项并逐
模态地监控结果加速。
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1. 介绍

克服临界减速是现代格点计算的重要目标。临界减速问题源于在接近连续极限时，通
常的马尔可夫链规范演化算法必须容纳越来越大的距离或能量尺度范围。这个问题因首选
的混合蒙特卡罗（HMC）算法本质上不可重正化而变得更加严重 [1]。对于自由场，我们期
望在物理格点大小固定但格点间距减少时 0，非局部可观测量会在积分过一个物理轨迹长
度后失去相关性 [2]。由于高频模式的存在，轨迹步长必须与格点间距成比例变化 0，这意
味着朴素的自相关时间按 0−1比例缩放。然而，Lüscher和 Schaefer提供证据表明这些可观
测量的真实自相关时间按 0−2 [3]缩放，并建议这种类似朗之万的行为源自 HMC算法的不
可重正化性。
傅里叶加速的目标是通过一个坐标依赖的质量项修改分子动力学哈密顿量中的动能

项，使得低模态以更高的 MD 速度移动。在某些系统中，可以选择一个坐标依赖的质量
项，使得所有模式以相同的速度移动并消除临界减速。例如，考虑格点纯* (1)格理论的连
续极限。通过 *` (G) = exp

(
8�` (G)/

√
2V

)
将规范链替换为规范场，并将 MD质量项更改为

M = (1 − ^) − ^m2，MD哈密顿量变为

H =
1
2
%`

[
(1 − ^) − ^m2]−1

%` + 1
2
�` (m`ma − X`am

2)�a + O(1/V) . (1)

由于规范场是阿贝尔的，因此在规范链上的 MD 更新与规范变换交换，所以我们自由地
将系统固定到洛伦兹规范。因此，规范模式只是简单平面波，其演化为 d2 �̃` (:)

/
dg2 =

−l2(:) �̃` (:)，具有特征频率

l2(:) = :2

1 − ^ + ^:2 . (2)

在极限 ^ → 1下，所有模式以相同的速度移动，修改后的 HMC完全加速。[4]这一相同的
选择质量项也可能在扰动极限下加速 q4理论，因为系统的本征模式仍然近似于平面波，这
意味着可以通过调节质量项的模式依赖性来实现近似的傅里叶加速。[5]
当试图加速格点QCD的HMC时，情况会更复杂，因为该理论是非阿贝尔且非微扰的。

我们可以将坐标依赖的质量项参数化为 SU(3)规范协变拉普拉斯算子的一个函数，以保持
MD哈密顿量的规范不变性。然而，为了使用协变拉普拉斯算子的本征模式来调整质量项进
行傅里叶加速，我们必须证明理论的本征模式与协变拉普拉斯本征模式有足够的重叠。正
如我们将要展示的，在投影到拉普拉斯特征向量的子空间中，其特征值位于一个狭窄区间
[_ −Δ_/2, _ +Δ_/2]内时，由规范作用产生的 HMC力大小几乎与 _呈线性关系。此外，我
们还将证明非阿贝尔纯规范理论傅里叶加速的一种扩展——黎曼流形 HMC（RMHMC）算
法能够比朴素的 HMC更快地移动某些长距离可观测量，表明该理论在某种程度上实现了
傅里叶加速。

2. HMC规范力功率谱

为了证明协变拉普拉斯算子的本征模式可以用于加速 HMC算法，我们计算了规范化
协变拉普拉斯算子 −∇2

�
/(43)的每个模式上的朴素 HMC规范力的谱依赖性，其中 ∇2

�
在伴

随表示中定义为

∇2
�q(G) =

3∑̀ [
*` (G)q(G + `)*†

` (G) +*` (G − `)†q(G − `)*†
` (G − `) − 2q(G)

]
. (3)
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图 1: 规范力的各种格点作用下的每模功率谱相对于归一化的协变拉普拉斯算子的每个本征模式对
应的本征值进行了绘制。各作用的逆格点间距分别为 DBW2作用的 0−1 = 2 GeV，WilsonV = 10作
用的 0−1 = 270 GeV，以及WilsonV = 6.4作用的 0−1 = 3.6 GeV。由于这些本征值对应的确切协变拉
普拉斯模式太少，无法准确测量功率谱，因此我们对归一化的协变拉普拉斯算子非常低和非常高本
征值的部分进行了截断。

我们注意到协变拉普拉斯算子明确依赖于规范链接，这可能会引起一些微妙的复杂问题，
这些问题将在我们介绍黎曼流形 HMC算法时予以解决。
我们定义了一个带通滤波器 B(_) ≈ %_,Δ_

[
−∇2

�
/16

]
，它通过切比雪夫多项式的和近似

于将 −∇2
�
/16的特征值窄范围投影的算子：B(_) =

∑
28)8 [−∇2

�
/16]。使用此带通滤波器，

我们将规范力 �� = − m([*]
/
m*` (G)（其中 m

/
m*` 表示关于群参数的常规导数，导致链

路矩阵*`左乘以群生成元）投影到接近 _的特征值窄区间上，从而提取出对应于那些特征
值的协变拉普拉斯特征模的贡献。我们计算每个模式的规范力的功率谱作为

〈�� |B(_) |��〉
/

Tr[B(_)] . (4)

图 1绘制了各种格点作用下的规范力功率谱。功率谱是协变拉普拉斯算子的一个本征
模式在积分一个小的时间步长后移动速度的相对度量。例如，对于纯* (1)规范理论，功率
谱是波数平方的线性函数。从图 1可以看出，对所有作用而言，功率谱相对于 −∇2

�
/16的

本征值惊人地接近线性关系，这证实了规范作用的本征模式近似为协变拉普拉斯算子的本
征模式。

3. RMHMC算法

黎曼流形 HMC（RMHMC）是一类傅里叶加速的 HMC算法，在这种算法中，我们添
加了一个依赖于协变拉普拉斯算子的坐标相关质量项。完整的哈密顿量由以下给出：

H =
1
2

Tr
{
%†
` (G)

[
M

(
−∇2

�/16
)]−1

%` (G)
}
+ (

[
*` (G)

]
+ log |M| (5)

为了抵消由于质量项对规范链路的依赖而引起的额外力 �" = −Tr
{
%† [ mM−1/m*` (G) ]%

}
，

需要加入 log |M|项。哈密顿量中的这一附加项将通过添加辅助场和辅助共轭动量来实现。
进一步的复杂性在于哈密顿量的不可分离性，这要求使用隐式蛙跳积分方案。[6]
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在杜恩等人中，他们考虑了一个简单的质量项，该质量项与规范不变拉普拉斯算子呈
线性关系。[4]我们对这个简单质量项的初步研究表明，几乎没有任何自相关性的减少。因
此，我们考虑协变拉普拉斯算子的有理函数的一般和来参数化我们的质量项：

M =

2 +
#∑
8=1

00,8 + 01,8
(
−∇2

�
/16

)
10,8 + 11,8

(
−∇2

�
/16

)
+
(
−∇2

�
/16

)2


−2

. (6)

图 2: 威尔逊流能量（流动时间为 8）在单个 HMC leapfrog积分步骤后发生变化，该步长为 10−4MD
时间单位，并将注入的共轭动量投影到特定协变拉普拉斯特征模式上。所有算法在注入低模态后都
表现出最大的威尔逊流能量变化。所有计算均使用带有 0−1 = 2 GeV 的 DBW2 作用于 164 晶格上
进行。

对于我们当前的研究，我们没有进行完整的自相关性研究来对比朴素HMC和RMHMC。
相反，我们探讨了 RMHMC是否能够使长距离可观测量移动得比朴素 HMC更远，从而使
我们能更快地探究理论是否确实被傅里叶加速。我们选择了研究两种算法之间Wilson流能
量的变化，因为Wilson流可观测量对流动时间平方根级的长度尺度敏感。[7]
作为初步测试拉普拉斯特征模式与小特征值和大流动时间下由威尔逊流能量测量的长

距离物理之间相关性的实验，我们考察了威尔逊流能量对特定协变拉普拉斯模式扰动的敏
感性。我们将朴素 HMC算法与一种 RMHMC算法进行了比较，该算法中的质量项经过手
动调整以近似模拟规范力项的谱依赖性，同时保持易于求逆。对于威尔逊作用量，我们考
虑了一个额外的 RMHMC质量项，该质量项被拟合为许多有理函数之和，以匹配规范力的
谱依赖性，理论上应能提供最佳加速。
对于每个算法，我们生成随机共轭动量，就像是用热浴初始化一个 HMC 轨迹一样，

但随后使用之前提到的带通滤波器将这些动量投影到协变拉普拉斯特征值的一个狭窄范围
内。由于HMC热浴依赖于质量项来生成随机共轭动量，RMHMC算法将生成与低协变拉普
拉斯本征模式相对应较大的动量。然后我们将这些经过滤的动量注入一个短的 HMC轨迹，
并测量威尔逊流能量的变化。如图 2所示，在注入对应于低模态的动量后，单次短 HMC积
分步长中，RMHMC算法相比朴素 HMC将威尔逊流能量推得更远，这表明具有小特征值
的协变拉普拉斯本征模式与长距离尺度高度相关。
最后，我们将单个轨迹中的Wilson流能量变化作为该轨迹中MD积分步数的函数进行

绘制，以查看 RMHMC算法是否确实比朴素 HMC更快地改变规范配置的长距离结构。对
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图 3: 威尔逊流能量的变化来自于初始配置在单个HMC或RMHMC轨迹之后的能量与该轨迹中MD
积分步骤数量的对比。左侧图像是使用 DBW2作用量在 0−1 = 2 GeV上的 164 格子上运行的结果，
而右侧图像则是在一个 324 格子上使用威尔逊作用量和 V = 6.4以及 0−1 = 3.6 GeV运行的结果。由
于在较大格子 V = 6.4上工作，我们将右侧图的流动时间加倍至 16。

于我们的每种算法，我们都调整了MD轨迹步长大小，使得所有算法给出相似的接受/拒绝
概率。我们的结果如图 3所示，分别针对两种作用：一种是带有 0−1 = 2 GeV的 DBW2作
用，在一个 164 格子上；另一种是带有 V = 6.4和 0−1 = 3.6 GeV的 Wilson作用，在一个
324 格子上。对于这两种作用，我们看到 RMHMC算法在最初的几个MD演化步骤中能够
将Wilson流能量移动得比朴素 HMC快大约两倍，在减慢到与朴素 HMC大致相同的改变
速率之前。因此，我们得出结论：对于所考虑的作用，我们可以加速理论的低模态，并且
RMHMC能够在类似的计算成本下更快速地移动长距离可观测量，即在固定的接受率下具
有相似数量的积分步骤。

4. 结论与下一步行动计划

图 4: 费米子力的每模功率谱对于不同晶格大小和耦合常数的各种 Iwasaki作用。轴与图中的相同 1

在这项工作中，我们提出了 RMHMC算法类，通过修改MD哈密顿量中的质量项来加
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速傅里叶变换的 HMC算法，从而使理论中的低模态能够更快地移动。通过对威尔逊流动
能量（一种对规范构型长距离结构敏感的可观测值）进行测量，我们表明 RMHMC算法能
够在较少的演化步骤中移动这些低模态，比直接使用 HMC要少。最终，我们感兴趣的是将
带有费米子的 RMHMC用于计算。通过应用相同的技术来测量每种模式下费米子力的功率
谱，在图 4中我们展示了费米子力的频谱依赖性比规范力更温和，并且它已经使得低模态
移动的距离大于高模态。这并不令人惊讶，因为费米子行列式是一个高度非局部的操作符。
我们期望 RMHMC可以应用于分层积分方案，在这种方案中我们将费米子力和规范力分离
到不同的积分层次上，在这里我们只需要使用带有较低的、仅限规范层次的隐式积分方案。
在未来的研究中，我们感兴趣的是对某些长距离可观测量的自相关时间进行全面研究，

以显示自相关时间的确切减少。此外，我们希望调整并运行带费米子的 RMHMC算法。朝
这个方向迈出的第一步可能是调查来自各个 Hasenbusch比率的费米子力的谱依赖性。
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