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自相互作用标量量子场论具有 %) 对称性是物理上可接受的，因为它们的能量谱是实数且
有下界的。然而，具有 %) 不变势的模型通常可以具有复数值的作用量，并且由于数值符
号问题，使用传统蒙特卡罗方法对这类系统进行非微扰研究受到阻碍。在这项工作中，我
们运用基于随机量化的方法——复朗之万方程来研究二维标量场论，包括那些表现出 %)

对称性的理论。我们还研究了这些系统的最简单的超对称版本，并探讨动力学超对称破缺
的问题。
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1. 介绍和动机

对量子场论非微扰区域的系统性研究可以通过晶格正则化来完成。基于蒙特卡洛的传
统数值方法通常可以在欧几里得作用量为实数时提供这些系统的物理性质。然而，在具有
复作用量的理论中，路径积分蒙特卡洛会遇到臭名昭著的符号问题，这使得模拟算法不可
靠。文献中仅存在少数几种方法可以有效解决符号问题。我们借助其中一种方法——复朗
之万方法 [1, 2]——来研究二维量子场论模型。
量子场论，如具有夸克化学势的 QCD、带有拓扑 \-项的 QCD、陈-西蒙斯规范理论和

手征规范理论可能会遭遇符号问题。该列表还包括一类有趣的非厄米且自相互作用的量子
场论，这些理论表现出 %)-不变性。尽管使用复数作用量进行表述，但这些理论可以拥有实
数且下有界的能量谱。在参考资料 [3, 4]中，Bender和Milton考虑了一类新的 %)-不变（欧
几里得）量子场论，其相互作用形式为 _(8q) (2+X )。这些理论从物理上是可接受的，也就是
说，它们拥有实数且下有界的能量谱。但对于这些相互作用而言，宇称本身是明显破缺的。
我们的目标是在复朗之万方法的帮助下对这些理论进行非微扰分析。
超对称性（SUSY）的引入对我们理解粒子物理产生了相当大的兴趣，自从它首次被提

出以来便是如此。我们的经验表明，如果超对称性在低能量尺度上表现为自发破缺对称性
[5, 6]，那么它只能是自然的基本对称性之一。这导致了一个要求，即为了研究超对称性的
破缺机制，我们需要非微扰工具。在过去几十年中，人们投入了大量努力来制定格点正则
化的超对称模型，从而能够访问各种引人入胜的非微扰现象，如动力学超对称性破缺。
在本次会议中，我们介绍了利用复 Langevin方法对我们初步研究的呈现，该研究关注

的是一个最小超对称模型——二维 N = 1Wess-Zumino模型的格点正则化版本。我们讨论
了当超势为双井势时的情况。我们还讨论了正在模拟的 %)-对称超势情况。在进入第 3节
关于超对称模型之前，作为热身，在第 2节中我们将讨论具有 q4和 %)-对称势的二维标量
场理论。

2. 二维标量场理论

考虑二维欧几里得标量场理论的拉格朗日

L� =
1
2
m`qm`q + 1

2
<2q2 +, (q), (1)

其中 q是无量纲标量，<是质量参数，, (q)是相互作用势。欧几里得作用为 (� =
∫
32G L�。

为了使用复 Langevin方法模拟该模型，我们首先在一个二维环面晶格上对该模型进行
离散化。时间和空间的范围分别为 VC 和 VG，可以表示为 VC = VG = !0，其中 ! 表示每个
方向上的晶格点数，0 表示晶格间距。我们有

∫
32G −→ 02 ∑

G。晶格的周期性使我们能够
写出 (

m`q
)2

= −qm2
`q = − 1

02

[
qGqG+` + qGqG−` − 2qG

2] , (2)

其中 qG±` 表示 ±`方向上的相邻点的场。
使用复 Langevin方法，我们可以研究这些模型的各种相互作用势能，包括 %) 不变的

势能。场配置在晶格点 G处，在 Langevin时间 \时，步长为 n的复 Langevin更新由下列给出

qG, \+n = qG, \ + nEG, \ + [G, \
√
n, (3)

其中漂移项作为 EG, \ = −m(�/mqG, \ 获得，而 [G, \ 是实高斯噪声。
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图 1: 具有 q4势的模型。序参量 Φ的期望值（左面板）、能量 �（中面板）和磁化率 j（右面板）相
对于 ^的不同格点范围以及固定的 _̃ = 0.5。

2.1 具有 q4潜能的模型

考虑势能, (q) = _q4。经典情况下，模型在离散的 Z2对称性下不变，即 q → −q。然
而，在量子理论中，这种对称性可能会动态破缺。标量场的期望值 〈q〉 可以视为一个序参
量。如果 〈q〉 = 0，则理论处于对称相；否则，它处于对称破缺相。存在关于 q4 理论在晶
格 [7–10]上的全面研究。我们将利用此模型作为我们兰金文分析的试验台。我们采用一个
格参数化，其无量纲格参数为 <2

0 = <202 和 _0 = _02，并且另外引入了一组新的参数 ^ 和
_̃ [7]，

<2
0 → 1 − 2_̃

^
− 4, _0 → 6

_̃

^2 , and q →
√

2^Φ. (4)

上述参数化导致了格作用

( = −2^
∑
G

∑̀
ΦGΦG+` +

∑
G

Φ2
G + _̃

∑
G

(
Φ2

G − 1
)2

. (5)

在我们的模型模拟中，我们监控以下可观测量当 ^ 变化时的变化：场 Φ 的平均值作
为序参量，能量 �，以及磁化率 j。模拟结果如图 1所示，对于不同的晶格范围和固定的
_̃ = 0.5。结果表明模型在 ^ = 0.6和 〈Φavg〉 ≠ 0附近存在相变，对于 ^ ≥ 0.6而言，这意味
着 Z2破缺相。

2.2 具有 %) 不变势的模型

接下来我们转向 %) 不变标量场理论，其势为, (q) = −_(8q) (2+X )，其中耦合 _具有 <2

维度，X是一个实参数。值得注意的是，这些模型对于具有非零质量参数的 X > 0拥有一个
真实且下界受限制的谱。从理论角度看，光谱的正性是可以理解的。
作为一个示例，我们考虑理论 X = 1。拉格朗日量是

L� =
1
2

(
m`q

)2 + 1
2
<2q2 + 8_q3. (6)

对于一个传统的实数 _q3 理论，在弱耦合展开中，格林函数可以表示为 _2 的形式幂级数。
这个幂级数虽然是实数的，但并不改变符号，因此不可进行博雷尔求和。扰动级数的不可
求和性反映了谱没有下界的事实。在替换耦合 _ → 8_后，理论变得 %) 对称。幂级数保持
实数并且符号交替。因此，微扰级数变得可求和，表明底层理论具有实正谱 [3, 4, 11]。
此类 %) 对称理论的动作通常较为复杂。路径积分蒙特卡罗方法要求动作必须是实数，

因此这些理论的非微扰格点研究由于符号问题或复杂相位问题而受阻。我们使用复朗之万
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图 2: 玻色子 %) 对称模型，具有 X = 1（顶部）和 X = 2（底部）势能。阶参数 q的实部和虚部的期
望值（左面板）以及能量 �（右面板）相对于物理质量参数 <2，在不同的晶格范围和固定的物理耦
合 _ = 10.0下的变化。

方法来克服这一困难。对于 X = 1模型，格点作用可以表示为

( = −
∑
G

∑̀
qGqG+` +

(
2 +

<2
0

2

) ∑
G

q2
G + 8_0

∑
G

q3
G , (7)

其中 <0和 _0分别是无量纲质量和耦合参数。
在图 2中，我们展示了具有 X = 1（顶部）和 X = 2（底部）势能的玻色子 %)-对称理论

的模拟结果。左侧面板显示了不同晶格范围下平均场 q（序参量）的真实部分和虚部与物理
质量 <2的期望值，以及固定的物理耦合 _ = 10.0。在右侧面板中，我们展示了基态能量 �

对于不同的晶格范围和固定的物理耦合 _ = 10.0的 <2。这些初步结果表明 〈qavg〉 ≠ 0，也就
是说，对于 X = 1, 2奇偶性显然是被破坏的。能量的期望值是实数且为正，Re [〈Eavg〉] > 0
和 Im[〈Eavg〉] = 0，这表明这类相互作用具有一个实数下界谱。我们的模拟结果与分析预测
[4]相符。

3. 二维 N = 1Wess-Zumino模型

在本节中，我们研究了上一节讨论的模型的一种超对称版本。（该模型的一维和零维情
况最近在文献 [12, 13]中进行了研究。）我们在拉格朗日中加入了费米子，并考虑最简单的
二维超对称量子场论，即N = 1Wess-Zumino模型。该理论涉及一组极简的场，即标量场 q

4
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和二分量Majorana自旋子 k。欧几里得时空中的在壳模型具有作用

(� =

∫
32G

1
2

[ (
m`q

)2 + k̄Mk +,2 (q)
]
, (8)

其中M = W`m` +, ′ (q)被称为费米子矩阵，势能, (q)实际上是超势的导数。该作用在由
变换给出的单个超对称下是不变的

Xq = n̄k, Xk =
[
W`m`q −, (q)

]
n, Xk̄ = 0. (9)

Majorana旋量满足关系式 k̄ = k)C，其中 C是欧几里得空间中的“电荷共轭”算子。它被
给出为

� =

(
0 −1
1 0

)
. (10)

需要注意的是，该理论没有 Q-精确的形式或 Nicolai映射。该模型并非通过降维获得，不同
于其 N = 2超对称版本。另一个有趣的性质是，在费米子的周期性边界条件下，可能会发
生 SUSY的动力学破缺，即Witten指标 Δ = 0的消失。
对于模型的非微扰分析，我们将理论置于上一节讨论的对称环面格子上。我们考虑了

由 Golterman和 Petcher引入的一个特定格点公式 [14]。在将费米子积分出去之后，欧几里
得连续作用量的格点表示有以下玻色子和费米子分量

( = (1 + ( 5 , (1 =
1
2

(
−qA�2

AA ′qA ′ +,2
A

)
, ( 5 = ln [PfM] = −1

2
tr [lnM] , (11)

其中 A, A ′ 是格矢，费米子矩阵是M ≡ MUV

AA ′ = W
`

UV
D`

AA ′ + XUV,
′
AA ′，PfM 是费米子矩阵的

Pfaffian。我们使用如下定义的对称差分算子

D`

AA ′ =
1
2

[
XA+4` ,A ′ − XA−4` ,A ′

]
(12)

�=
AA ′ =

1
2

∑̀ [
XA+=4` ,A ′ + XA−=4` ,A ′ − 2XAA ′

]
. (13)

由于作用量公式 Eq. (11)一般情况下可以是复数，我们将应用复 Langevin方法来研究各种
超势下的理论。我们使用欧拉离散化的朗之万方程来描述在朗之万时间 \处的 B维格矢量。
漂移项被定义为

EB, \ = − m(

mqB, \

= �2
BA ′qA ′ , \ −,A ′,

′
A ′B +

(
mM
mqB

)UV
AA ′

(
M−1

)VU
A ′A

. (14)

为了测试复杂朗吉VIN模拟的可靠性，我们检查基于分布 %(D)的衰减来验证准则 [17]，
该分布是漂移项绝对值 D 的分布。我们在特定的朗吉 VIN 时间 \ 时，得到漂移项的幅度

D\ =

√(
1/!2) ∑

B

��EB, \ ��2。如果我们发现分布 %(D)中的 D指数衰减或更快地衰减，我们可以
信任这些模拟。
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3.1 双井势超位能

我们从考虑一个二次相互作用势或双阱超势 [9, 15, 16]开始，其形式为

, (q) = _q2 − <2

4_
, _ ≠ 0. (15)

该理论在 q = ±</2_ 处有两个经典真空。在格点理论中，我们考虑无量纲耦合常数 _0 和
<0，它们与连续对应部分通过 _0 = _0和 <0 = <0相关。势及其导数如下所示

,A = _0q
2
A −

<2
0

4_0
− 1

2
�1
AA ′qA , , ′

AA ′ ≡
m%A

mqA ′
= 2_0qAXAA ′ − �1

AA ′ , (16)

其中 �1
AA ′ 是威尔逊质量算子，在连续极限下消失但在有限晶格间距下消除了费米子加倍问

题。由于引入了威尔逊项，晶格作用不再在宇称下不变，这意味着两个真空状态不等价。期
望场构型会存在于一个经典真空的附近。当 <0

2/_0取大值时，/2对称性自发破缺（在无限
体积中），并且 q稳定到确定的基态。
在图 3中，我们展示了我们的模拟结果。上面板显示了标量场 q（序参量）与朗之万时

间 \的关系，针对不同的 <2
0值，描绘了理论的不同相。我们将格点范围固定为 ! = 4，并将

格点耦合固定为 _0 = 0.125。对于<2
0 = +1，场配置（蓝色正方形）被限制在一个经典真空状

态 q = <0/2_0附近，伴随小波动，这表明理论处于一个 Z2破缺相。在 <2
0 = +0.16处，我们

观察到隧穿行为，场配置（绿色三角形）经历大波动，并在两个经典真空状态 q = ±<0/2_0

之间振荡。Pfaffian符号的变化（黑色菱形）清楚地说明了这种行为。对于 <2
0 = −1，场配

置（红色圆圈）在一个单一的真空状态下经历小波动，保持 Z2对称性。
在左下角的面板上，我们有场 〈q〉（序参量）的真实部分、Pfaffian〈sign PfM〉的符号以

及最简单的Ward恒等式 〈W〉对于固定格耦合 _0 = 0.125下的晶格质量 <2
0。在无限体积连

续理论中，对于大值的 <2/_，标量场选择一个唯一的基态，表明模型中的 Z2对称性被破坏
且 SUSY未被破坏。我们看到当质量大于某个临界值，<2

0 ≥ <2
0,2，标量场（蓝色方块）选择

基态 +<0/2_0，而 Pfaffian的符号（黑色菱形）接近 +1。随着 <2
0减小，观察到隧道效应至

另一个真空状态，并且标量场的期望值（绿色方块）消失 〈q〉 ∼ 0。这种效应是 Pfaffian符号
翻转的直接结果，在 〈sign PfM〉 ∼ 0中有所体现。这些结果暗示了 Z2对称性的恢复和动力
学 SUSY破缺。上述论点得到了Ward恒等式（黄色圆圈）的支持。当 <2

0减小时，我们观
察到沃德恒等式不再消失，即 〈W〉 ≠ 0，表明从未破缺的超对称相转变为破缺的超对称相。
对于 <2

0 < 0，我们注意到一个 Z2对称相，标量场（红色方块）〈q〉 ∼ 0，以及破缺的超对称
性 〈W〉 ≠ 0。我们在右下角面板展示了模拟中的绝对漂移衰减。我们观察到 <2

0 > 0.42呈
指数或更快的衰减（由底部左图中的实心数据点所示）以及 <2

0 ≤ 0.42呈幂律行为（由底部
左图中的空心数据点所示）。这可能与奇异漂移问题有关，我们正在进一步研究这个问题。

3.2 具有 %)-对称势的模型

我们的主要目标是验证 Bender和 Milton在 Ref.[3]中得到的结果。在那里，他们研究
了一个具有四个超荷的二维超对称模型以及其超势, (q) = −8_(8q) (1+X )。在这个超对称模
型中，宇称对称性被破坏了。作者试图通过参数 X的微扰展开来回答破坏宇称是否会导致
超对称性的破坏的问题。他们发现，在 X的二阶下，模型中的超对称性保持未被破坏，并
建议 SUSY可能在 X的所有幂次中都保持完整。我们计划通过该模型的复 Langevin模拟来
验证这些结果。我们希望很快在其他地方报告正在进行的模拟的结果 [18]。
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图 3: N = 1 Wess-Zumino模型带有双井超势。（上）对于各种晶格质量 <2
0的 Langevin时间历史记录

q。也绘制了 <2
0 = 0.16的 Pfaffian符号。(左下)场 〈q〉，Pfaffian的符号 〈sign [PfM]〉，以及对抗晶格

质量 <2
0的Ward恒等式 〈W〉。(右下)不同晶格质量 <2

0的绝对漂移衰减。这些图是对于固定的晶格
范围 ! = 4和晶格耦合 _0 = 0.125。

4. 结论

在这项工作中，我们展示了关于二维标量场理论及其各种相互作用的初步研究成果，包
括有趣的 %)-不变势能情况。我们介绍了模型的格子构造，然后研究了具有 q4 和 %) 对称
势能的玻色子版本。之后，我们考察了一个最小超对称性模型，即二维N = 1Wess-Zumino
模型。我们的模拟表明，当质量参数<2

0大于某个临界值时，此模型中的超对称性得以保留。
致谢：我们感谢与 Takehiro Azuma和 Navdeep Singh Dhindsa的讨论。AJ的工作部分得到了
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