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构造一个具有给定因子和非递归字母的双
无穷幂自由词

Josef Rukavicka∗

2022年 4月 16日
数学主题分类：68R15

摘要

令 LZ
k,α 表示所有双无限 α次幂自由词的集合，这些词是基于一个

包含 k 个字母的字母表，其中 α是一个正有理数且 k 是一个正整数。

我们证明如果 α ≥ 5,k ≥ 3,v ∈ LZ
k,α 和 w 是 v 的有限因子，则存在

ṽ ∈ LZ
k,α 和一个字母 x，使得 w是 ṽ的因子，并且 x在 ṽ中只有有限

多次出现。

关键词：无功率单词；扩展属性；循环因子

1 介绍

一个非空词 r 的 α-功率是这样的词 rα = rr · · · rt，使得 |rα|
|r| = α并且

t是 r的前缀，其中 α > 0是一个有理数。例如 (1234)3 = 123412341234和

(1234)
7
4 = 1234123。
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假设一个有限或无限的单词 w。令

Θ(w) = {(r, α) | rα is a factor of w and r is a nonempty word and

α is a positive rational number}.

我们说 w是 α-无功率自由如果

{(r, β) ∈ Θ(w) | β ≥ α} = ∅

并且我们说 w是 α+次幂自由的如果

{(r, β) ∈ Θ(w) | β > α} = ∅.

次幂自由的词包括众所周知的平方自由（2-次幂自由）、重叠自由（2+-次幂
自由）和立方自由的词（3-次幂自由）。在 [2]和 [6]中，读者可以找到一些
关于无幂词主题的调查。

1985年，Restivo和 Salemi提出了一个关于无幂词可扩展性的五个问
题的列表 [3]。对于本文而言，问题 4和问题 5是感兴趣的：

• 问题 4：给定有限的 α-幂自由词 u和 v，判断是否存在一个过渡词 w，

使得 uwu是 α-幂自由的。

• 问题 5：给定有限的α-幂自由词 u和 v，找到一个过渡词w（如果存在）。

在 [1]中，可以找到关于这五个问题的所有解决方案的最新综述。特别是，
问题 4和问题 5对于某些无重叠二进制词得到了解决。此外，在 [1]中，作
者证明了：对于字母表中含有 k个字母的任意一对无立方单词 (u, v)，如果

u可以无限向右扩展且 v可以无限向左扩展同时保持无立方性质，那么存在

一个“过渡”单词 w使得 uwv是无立方的。

令 N表示正整数的集合，并且令 Q表示有理数的集合。

定义 1.1. （参见 [4, Definition 1 ]）

Υ = {(k, α) | k ∈ N and α ∈ Q and k = 3 and α > 2}

∪{(k, α) | k ∈ N and α ∈ Q and k > 3 and α ≥ 2}

∪{(k, α+) | k ∈ N and α ∈ Q and k ≥ 3 and α ≥ 2}.
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备注 1.2. （参见 [4, Remark 1 ]）Υ的定义说明：如果 (k, α) ∈ Υ和 α是

“带有 +的数”，那么 k ≥ 3和 α ≥ 2。如果 (k, α) ∈ Υ和 α只是一个数字，

那么 k = 3和 α > 2或者 k > 3和 α ≥ 2。

在 [4]中，表明如果 (k, α) ∈ Υ，那么我们有：对于每个由字母表中 k

个字母组成的 α次幂自由词的配对 (u, v)，如果 u可以向右无限扩展并且 v

可以向左无限扩展并保持 α自由性，那么存在一个“过渡”词 w，使得 uwv

是 α次幂自由的。还展示了如何构造单词 w。不太正式地说，来自 [4]的结
果解决了广泛的无幂语言中的问题 4和问题 5。

为了证明 [4]中的结果，作者表明：如果 v是一个具有因子 w的右（左）

无限 α次幂词，并且 x是一个字母，那么存在一个右（左）无限的 α次幂

自由词 ṽ，使得 ṽ包含 v作为因子，并且 x在 ṽ中不是递归的。换句话说，

ṽ只有有限次数的字母 x出现。此外，ṽ的构造也已经给出。然后使用具有

非递归字母 x的无限 α-幂自由词来构造过渡词。结果展示了字母表中包含
k个字母的 α次幂自由词，其中 (k, α) ∈ Υ。

令

Υ̃ = {(k, α) | k ∈ N and α ∈ Q and k ≥ 3 and α ≥ 5}.

在当前的文章中，我们将带有非重现字母的右无限和左无限幂自由词

的构造推广到双无限幂自由词。我们证明了我们的结果对于字母表中含有

k个字母的 α-幂自由词成立，其中 (k, α) ∈ Υ̃。请注意 Υ̃ ⊂ Υ。LZ
k,α 表示所

有双无限的 α次幂自由词的集合，这些词基于一个包含 k个字母的字母表，

其中 α是一个正有理数且 k 是一个正整数。形式上，我们的主要定理声明

如果 (k, α) ∈ Υ̃,v ∈ LZ
k,α 和 w是 v 的有限因子，则存在 ṽ ∈ LZ

k,α 和一个字

母 x，使得 w是 ṽ的因子，并且 x在 ṽ中只有有限多次出现。

为了证明当前的结果，我们应用了来自 [4]的想法。令 v1为一个带有非

循环字母 x的左无限 α-幂词，并且令 v2为一个不包含字母 x的右无限 α-幂
词。通过对某些反复出现因素的详细观察，我们识别出一个后缀 ṽ1，它是

v1 的一部分，使得如果 v̂1 是一个具有 v1 = v̂1ṽ1 的左无限词，则 v̂1v2 是一

个双无限 α-幂自由词。
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2 预备知识

令 Σk 表示一个含有 k个字母的字母表。令 Σ+
k 表示所有非空有限词的

集合，Σk 上，令 ε表示空词，令 Σ∗
k = Σ+

k ∪ {ε}，令 ΣN,R
k 表示所有右无穷

词的集合，Σk上，令 ΣN,L
k 表示所有左无穷词的集合，Σk上，令 ΣZ

k 表示所

有双侧无穷词的集合，Σk 上。

令 Σ∞
k = ΣN,L

k ∪ ΣN,R
k ∪ ΣZ

k 成立。我们称 w ∈ Σ∞
k 为无限词。

令 occur(w, t)表示单词 w ∈ Σ∗
k ∪Σ∞

k 中非空因子 t ∈ Σ+
k 的所有出现次

数。如果 w ∈ Σ∞
k 和 occur(w, t) = ∞，那么我们称 t为重复的因子在 w中。

令 F (w)表示有限或无限单词 w ∈ Σ∗
k ∪Σ∞

k 的所有有限因子的集合。集

合F (w)包含空词，如果w是有限的，则也包含w ∈ F (w)。令Frec(w) ⊆ F (w)

表示 w ∈ Σ∞
k 的所有递归非空因子的集合。

令 Prf(w) ⊆ F (w)表示 w ∈ Σ∗
k ∪ΣN,R

k 的所有前缀的集合，令 Suf(w) ⊆
F (w)表示 w ∈ Σ∗

k∪ΣN,L
k 的所有后缀的集合。我们定义 ε ∈ Prf(w)∩Suf(w)，

并且如果 w是有限的，则 w ∈ Prf(w) ∩ Suf(w)也成立。
令Lk,α表示一个在包含 k个字母的字母表上的 α次幂自由语言，其中 α

是一个正有理数且 k是一个正整数。我们有Lk,α = {w ∈ Σ∗
k | w is α-power free}。

令

L∞
k,α ⊆ Σ∞

k = {w ∈ Σ∞
k | F (w) ⊆ Lk,α}.

从而 L∞
k,α表示所有无限 α次幂自由词的集合，这些词是在 Σk上定义的。此

外我们定义 LN,R
k,α = L∞

k,α ∩ΣN,R
k ，LN,L

k,α = L∞
k,α ∩ΣN,L

k 和 LZ
k,α = L∞

k,α ∩ΣZ
k；分

别表示右无限、左无限和双无限 α-幂自由词的集合。
令 Z表示整数集合。我们定义有限或无限单词 w = Σ∗

k∪Σ∞
k 的反向 wR

如下：

• εR = ε.

• 如果 w ∈ Σ+
k 和 w = w1w2 · · ·wm，其中 wi ∈ Σk 和 1 ≤ i ≤ m，则

wR = wm · · ·w2w1。
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• 如果 w ∈ ΣN,L
k 和 w = · · ·w2w1，其中 wi ∈ Σk 和 i ∈ N，那么 wR =

w1w2 · · · ∈ ΣN,R
k 。

• 如果 w ∈ ΣN,R
k 和 w = w1w2 · · ·，其中 wi ∈ Σk 和 i ∈ N，那么 wR =

· · ·w2w1 ∈ ΣN,L
k 。

• 如果 w ∈ ΣZ
k 和 w = · · ·w−2w−1w0w1w2 · · ·，其中 wi ∈ Σk和 i ∈ Z，则

wR = · · ·w2w1w0w−1w−2 · · ·。

备注 2.1. 显然，逆函数保持了无幂性，并且每个 α-无幂词的因子也是 α-
无幂的。

下一个命题是使用当前文章的符号对推论 1从 [4]的一种“重新表述”。

命题 2.2. （[4, Corollary 1] 的重新表述）如果 (k, α) ∈ Υ,v ∈ LN,L
k,α ,z ∈

〈nb3rdyd887j〉 Suf(v),x ∈ Frec(v)∩Σk,s ∈ LN,L
k,α 和 x 6∈ F (s)，那么存在一个有限单词 u ∈ Σ∗

k

使得 z ∈ Suf(su)和 su ∈ LN,L
k,α。

备注 2.3. 命题 2.2表示，如果 z 是一个可以扩展为左侧无限幂自由词的有

限幂自由词，并且包含字母 x作为循环因子，而 s是一个不包含字母 x作

为因子的左侧无限幂自由词，则存在一个包含 z 作为后缀并且仅具有有限

次数出现 x的左侧无限幂自由词。

以下基本引理在 [4]中被证明。为了读者方便，我们给出了该引理及其
证明。

引理 2.4. (重新表述 [4, Lemma 2 ]) 如果 k ≥ 3和 α > 2，则 LN,R
k−1,α 6= ∅。

〈dy77ejhfiffu〉
证明. Thue-Morse序列是众所周知的无重叠（2+-幂自由）右无限双字母词
[5]。设 x ∈ Σk，且设 t ∈ LN,R

k,α 为一个双字母上的 Thue-Morse序列，使得
x 6∈ F (t)。由于 k ≥ 3，我们有这样的 t存在。这结束了证明。
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3 双无穷 α-幂词

对于文章的其余部分假设 (k, α) ∈ Υ̃；这意味着 k ≥ 3和 α ≥ 5。

我们定义两个技术集 Γ和 ∆。

定义 3.1. 令 Γ是一组三元组，定义如下。我们有 (w, η, u) ∈ Γ当且仅当

• w ∈ Σ+
k , η, u ∈ Σ∗

k, 和

• 如果 |u| ≤ |w|则 |η| ≥ (α + 1)α|w|−|u||w|.
〈ccn512rf1x〉

定义 3.2. 令∆为一组按如下定义的 6-元组。我们有 (s, σ, w, η, x, u) ∈ ∆成

立当且仅当

1. s ∈ ΣN,L
k , σ, η, u ∈ Σ∗

k, w ∈ Σ+
k , x ∈ Σk,

〈du77bxn21b〉
2. sσwηxu ∈ LN,L

k,α ,
〈du87ejh14〉

3. (w, η, u) ∈ Γ,
〈ddhy7vzlp〉

4. occur(sσw,w) = 1和

5. x 6∈ F (s) ∪ F (u).

给定 (s, σ, w, η, x, u) ∈ ∆和 y ∈ Σk，令

Π(s, σ, w, η, x, u, y) = {(r, β) | r ∈ Σ+
k and β ∈ Q and β > α and

uy ∈ Lk,α and rβ ∈ Suf(sσwηxuy)}.

备注 3.3. 意识到如果 Π(s, σ, w, η, x, u, y) 6= ∅，则 sσwηxuy 6∈ LN,L
k,α。

以下引理从 Π和 ∆的定义中显然得出。我们省略了证明。

〈rry7idxq2〉
引理 3.4. 如果 (s, σ, w, η, x, u) ∈ ∆，y ∈ Σk，uy ∈ Lk,α，y 6= x和Π(s, σ, w, η, x, u, y) =

∅，那么 (s, σ, w, η, x, uy) ∈ ∆。
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s σ w η x uy

η xuyr

zrβ−2r xuyr

zrβ

表 1: 情况 |r| ≤ |w|和 |u| ≤ |w|
〈fvstyd6sd78jh〉

对于本节的剩余部分，假设 (s, σ, w, η, x, u) ∈ ∆，y ∈ Σk，r ∈ Σ+
k

和 β ∈ Q 是这样的，使得 y 6= x，Π(s, σ, w, η, x, u, y) 6= ∅ 和 (r, β) ∈
Π(s, σ, w, η, x, u, y)。

备注 3.5. 注意字母 y是这样的，sσwηxuy不是 α-次方自由的，而 sσwηxu

是 α-次方自由的。

我们证明了 xuy是 r的后缀。

〈fu78dnbcgd〉
引理 3.6. 我们有 xuy ∈ Suf(r)。

证明. 意识到如果 r ∈ Suf(uy)，那么 x 6∈ F (r)，进而 rβ ∈ Suf(uy)。这是一
个矛盾，因为 uy ∈ Lk,α。因此我们有 r 6∈ Suf(uy)。由此得出 |r| > |uy|，进
而 xuy ∈ Suf(r). 这完成了证明。

令 r ∈ Σ∗
k 为这样的，r = rxuy；引理 3.6断言 r存在且唯一确定。

我们证明如果 rβ 比 ηxuy 短，则存在 η 的一个前缀 η，使得 sσwηxuy

是 α-幂自由的。
〈vv8d9duij33〉

命题 3.7. 如果 rβ ∈ Suf(ηxuy)，则存在 η ∈ Prf(η)使得

(s, σ, w, η, x, uy) ∈ ∆.

证明. 令 z为使得 ηxuy = zrβ的值。令 η = zrβ−2r。然后σwηxuy ∈ Prf(σwηxu)，
进而定义 3.2的性质 2意味着

sσwηxuy ∈ LN,L
k,α . (1) eu7f89fjmmn3
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我们有

β|r||z| ≥ (β − 2)|r||z|

=⇒ β|r||z|+ (β − 2)β|r||r| ≥ (β − 2)|r||z|+ (β − 2)β|r||r|

=⇒ (|z|+ (β − 2)|r|) β|r| ≥ (|z|+ β|r|)(β − 2)|r|

=⇒ |z|+ (β − 2)|r|
|z|+ β|r|

≥ (β − 2)|r|
β|r|

(2) dyuvd888djdu

从 (2) 和 β > α ≥ 5可知

|η|
|η|

=
|zrβ−2r|

|zrβ| − |xuy|
≥ |zrβ−2|

|zrβ|
=

|z|+ (β − 2)|r|
|z|+ β|r|

≥

(β − 2)|r|
β|r|

=
β − 2

β
= 1− 2

β
>

3

5
.

(3) ggn78xvcd5

从定义 3.2的性质 3、(3) 和 3
5
> 1

5
≥ 1

α
，我们可知如果 |u| ≤ |w|则

|η| ≥ 3

5
|η| ≥ 1

α
|η| ≥ 1

α
(α + 1)α|w|−|u||w| > (α + 1)α|w|−(|u|+1)|w|. (4) sbvx7778zx3

从 (1) 和 (4) 可知 (w, η, uy) ∈ Γ和 (s, σ, w, η, x, uy) ∈ ∆。认识到定义 3.2的
属性 2是由 (1) 断言的，以及定义 3.2的属性 3是由 (4) 断言的。定义 3.2的
其他性质是显而易见的。表 1阐明了词语的结构。

这完成了证明。

下一个引理表明，如果 r和 u比 w短，则 rβ 比 ηxuy短。
〈ujfdnfg87jdd8v〉

引理 3.8. 如果 |r| ≤ |w|和 |u| ≤ |w|，则 rβ ∈ Suf(ηxuy)。

证明. 定义 3.2的性质 2暗示了

β ≤ α + 1. (5) ccnbdh99873jh

从 |u| ≤ |w|和定义 3.2的性质 3可以推导出

|η| ≥ (α + 1)|w|. (6) uid98kjwke9

引理由 (5)，(6)和 |r| ≤ |w|得出。这完成了证明。
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我们证明如果 rβ 比 ηxuy长，那么 r比 w长。

〈yhdb76sdhv1a09〉
引理 3.9. 如果 rβ 6∈ Suf(ηxuy)，则 |r| > |w|。

证明. 引理 3.8表明如果 |u|, |r| ≥ |w|，则 rβ ∈ Suf(ηxuy)。因此，从 rβ 6∈
Suf(ηxuy)可得

max{|r|, |u|} > |w|. (7) vbnd788fjen2c

若 |u| > |w|，则根据引理 3.6我们有 |r| > |w|。于是该引理可由 (7) 推出。
这完成了证明。

下一个引理表明，ηxuy包含 rβ−2作为因子，并且 wηxuy包含 rβ−1作

为因子。

〈yv2v2vldihj〉
引理 3.10. 如果 rβ 6∈ Suf(ηxuy)则

rβ−2 ∈ Suf(ηxuy) and rβ−1 ∈ Suf(wηxuy).

证明. 我们区分两种情况：

• rβ ∈ Suf(wηxuy)然后从引理 3.9可知 rβ−1 ∈ Suf(ηxuy)，从而也可知
rβ−2 ∈ Suf(ηxuy)。

• rβ 6∈ Suf(wηxuy). 然后引理 3.9表明 w ∈ F (rr)，从而定义 3.2的性质
4表明 rβ−1 ∈ Suf(wηxuy). 然后由引理 3.9我们有 rβ−2 ∈ Suf(ηxuy).

这完成了证明。

我们证明如果 rβ 大于 ηxuy，那么存在 η 的一个前缀 η 使得 sσwηxuy

是 α-幂自由的。
〈nj8b3vdjlso〉

命题 3.11. 如果 rβ 6∈ Suf(ηxuy)，则存在 η ∈ Prf(η)使得

(s, σ, w, η, x, uy) ∈ ∆.
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s σ w η x uy

ηxuy r

zrβ−2 r

zrβ−1

· · · rβ

表 2: 情况 rβ 6∈ Suf(ηxuy)
〈vmi99sgtxc78〉

证明. 从引理 3.6和引理 3.10我们有

|η| ≥ |rβ−3|. (8) dui8ff9ekj

从 rβ 6∈ Suf(ηxuy)得出
|η| ≤ |rβ|. (9) djk8f9erk54d

设 z ∈ Σ∗
k 为这样的，使得 zrβ−1 = wηxuy，并设 η ∈ Prf(η)为这样的，使

得 wηxuy = zrβ−2。引理 3.10表明 z, η存在并且是唯一确定的。显然我们有

|η| ≥ |η| − |r|. (10) hnc87gfhjj8

由于 β > α ≥ 5，从 (8)、(9) 和 (10) 可知

|η|
|η|

≥ |η|
|rβ|

≥ |η| − |r|
|rβ|

≥ |rβ−3| − |r|
|rβ|

=
|rβ−4|
|rβ|

=
β − 4

β
>

1

5
. (11) pce5terdu

从定义 3.2的性质 3，(11)以及 1
5
≥ 1

α
我们有，如果 |u| ≤ |w|，则

|η| ≥ 1

5
|η| ≥ 1

α
(α + 1)α|w|−|u||w| > (α + 1)α|w|−(|u|+1)|w|. (12) dyuejh77d8f

显然，wηxuy ∈ Prf(wηxu)，因此 sσwηxuy ∈ LN,L
k,α。然后很容易验证

(s, σ, w, η, x, uy) ∈ ∆。注意定义 3.2的性质 3来自 (12)。
表 2显示了该情况下的词语结构。这完成了证明。

前面两个命题的一个结果是，在每种情况下都有一个前缀 η 为 η 的一

部分，使得 sσwηxuy是 α-幂自由的。
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〈dyu77bvqsj〉
引理 3.12. 存在 η ∈ Prf(η)，使得 (s, σ, w, η, x, uy) ∈ ∆。

证明. 我们区分两种情况：

• rβ ∈ Suf(ηxuy)在这种情况下，引理由命题 3.7得出。

• rβ 6∈ Suf(ηxuy) 并且 rβ ∈ Suf(wηxuy)。在这种情况下，该引理可由命
题 3.11推出。

这完成了证明。

4 过渡词

本节的第一个定理表明，如果 (s, σ, w, η, x, ε) ∈ ∆和 t是一个没有出现

字母 x的右无穷 α-幂自由词，则存在一个双无穷 α-幂自由词，包含因子 w，

并且仅有限次出现 x。

〈d78fju5e4〉
定理 4.1. 如果 (s, σ, w, η, x, ε) ∈ ∆，t ∈ LN,R

k,α 和 x 6∈ F (t)，则存在 η̂ ∈ Prf(η)
使得 sσwη̂xt ∈ LZ

k,α。

证明. 给定 i ∈ N ∪ {0}，令 φ(i) ∈ Prf(t) ∩Σi
k 是 t的长度为 i的前缀。我们

有 φ(0) = ε。令 yj ∈ Σk 满足 φ(j − 1)yj = φ(j)。

令 ω(0) = η。我们有 (s, σ, w, ω(0), x, φ(0)) ∈ ∆。给定 j ∈ N，我们定义
ω(j) ∈ Prf(ω(j − 1))如下：

• 如果Π(s, σ, w, ω(j−1), x, φ(j−1), yj) = ∅，则我们定义ω(j) = ω(j−1)。

引理 3.4暗示了 (s, σ, w, ω(j), x, φ(j)) ∈ ∆。

• 如果 Π(s, σ, w, ω(j − 1), x, φ(j − 1), yj) 6= ∅，则引理 3.12表明存在 η ∈
Prf(ω(j − 1))使得 (s, σ, w, ρ, x, φ(j)) ∈ ∆。我们定义 ω(j) = η。
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由此可知，ω(j)对所有 j ∈ N∪{0}都有良好定义，并且对于所有 j ∈ N∪{0}
也有 (s, σ, w, ω(j), x, φ(j)) ∈ ∆。

由于ω(0) = η是一个有限词，并且对于所有 j ∈ N都有ω(j) ∈ Prf(ω(j−
1))，显然存在m ∈ N，使得对于所有 i ≥ m都有 ω(i) = ω(m)。因此我们有

对于所有 i ≥ m都有 (s, σ, w, ω(m), x, φ(i)) ∈ ∆。设 η̂ = ω(m)。我们得出

结论 sσwη̂xt ∈ LZ
k,α。

这完成了证明。

如果因子 w在双无穷词 v中是递归的，则有可能 w只在 v的“左边或

右边”是递归的。对于下一个命题，我们需要字母 x在“右边”是递归的。

我们正式定义这个概念。

〈dxhb7d6djwb〉
定义 4.2. 假设 v ∈ LZ

k,α和w ∈ F (v)\{ε}。如果存在 v1 ∈ LN,L
k,α 和 v2 ∈ LN,R

k,α，

使得 v = v1v2和 w ∈ Fr(v2)，则我们说 w在 v中是右侧递归。

备注 4.3. 注意在定义 4.2中没有对 w在 v1中的重复出现施加任何限制。这

意味着 w在 v1中也可能重复出现。

如果 v是一个双无限的 α-幂自由单词，且字母 x在 v中是右侧递归的，

则我们证明当前文章的主要结果对 v成立。

〈udi8ds0fne5df〉
命题 4.4. 如果 v ∈ LZ

k,α，w ∈ F (v) \ {ε}，x ∈ F (w) ∩ Σk 和 x在 v上是右

侧递归的，则存在 v̂ ∈ LZ
k,α使得 w ∈ F (v̂)和 x 6∈ Fr(v)。

证明. 显然存在 ṽ ∈ LN,L
k,α , v̈ ∈ LN,R

k,α 和 η̃ ∈ Σ∗
k，使得 v = ṽwη̃xv̈和 (w, η̃, ε) ∈

Γ。只需注意 x 在 v 中是右递归的；因此，η̃ 可以选择比任意选定的正数

更长。

设 t是字母表 Σk \ {x}上的一个右无限 α次自由词。由于 α ≥ 5，引理

2.4断言 t存在。

• 如果 x 6∈ Fr(ṽ)，则令 s = ṽ和 u = wη̃x。
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• 如果 x ∈ Fr(ṽ)，则令 s = tR。显然 s是一个左无穷α-幂自由且 x 6∈ F (s)

的。命题 2.2表明存在一个有限词 u，使得 su ∈ LN,L
k,α，以及 wη̃x ∈

Suf(su)。

然后，显然存在 s ∈ LN,L
k,α 和 σ, η ∈ Σ∗

k 使得

(s, σ, w, η, x) ∈ ∆ and sσwηx = su.

注意由于 x ∈ F (w)和 x 6∈ Fr(s)，定义 3.2的属性 4通过适当选择 s、σ和 η

很容易被断言。

定理 4.1表明存在 η使得 sσwηxt ∈ LZ
k,α。令 v̂ = sσwηxt。显然w ∈ F (v̂)

和 x 6∈ Fr(v̂)。这完成了证明。

现在，我们可以进入本文的主要定理。

定理 4.5. 如果 v ∈ LZ
k,α，w ∈ F (v) \ {ε}，则存在 v ∈ LZ

k,α 和 x ∈ Σk 使得

w ∈ F (v)和 x 6∈ Fr(v)。

证明. • 如果 Σk 6⊂ Fr(v)，则令 x ∈ Σk \ Fr(v)并且令 v = v。

• 如果 Σk ⊂ Fr(v)，则令 x ∈ F (w)∩Σk。我们有 x ∈ Fr(v)。由此可知，

要么 x在 v中是右侧递归的，要么 x在 vR中是右侧递归的。

– 如果 x在 v中是右递归的，则命题 4.4暗示存在 v̂，使得w ∈ F (v̂)

和 x 6∈ Fr(v̂)。令 v = v̂。

– 如果 x在 vR 中是右侧递归的。命题 4.4意味着存在 v̂使得 wR ∈
F (v̂)成立。设 v = v̂R。然后显然 w ∈ F (v)和 x 6∈ Fr(v)。

对于每一个案例，我们展示了 v ∈ LZ
k,α 和 x ∈ Σk 使得 w ∈ F (v)和 x 6∈

Fr(v)。这结束了证明。
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