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离散哈代-利特尔伍德极大函数的二阶导数

FARUK TEMUR

摘要. Hardy-Littlewood极大函数的正则性，在离散和连续背景下，以及对于中心化和非中心
化的变体，过去二十年来一直是研究的重点。但迄今为止的努力主要集中在一阶可微性和变化
上，因为众所周知，在连续背景中高阶正则性是不可能实现的。这篇简短的笔记给出了离散非
中心极大函数高阶正则性的首个正面结果。

1. 介绍

令 Z+表示非负整数。对于函数 f : Z → R，离散非中心化平均值 Ar,s f(n), r, s ∈ Z+是

Ar,s f(n) :=
1

r + s+ 1

s∑
j=−r

|f(n+ j)|.

然后，离散非中心化的 Hardy-Littlewood极大函数是

Mf(n) := sup
r,s∈Z+

Ar,s f(n).

自 20世纪初以来，已知这是一个在 lp(Z), 1 < p ≤ ∞上有界的算子，并且还满足弱类型 (1, 1)限制。最
近，这种算子的正则性引起了分析学家的兴趣，关于这个问题已经发展出大量文献。在这里，我们将仅回
顾这些文献中最相关的结果，对于更广泛的观点，读者可以参考综述 [2]。在离散背景下，正则性是通过由

f ′(n) := f(n+ 1)− f(n),

f ′′(n) := f(n+ 2)− 2f(n+ 1) + f(n),

f ′′′(n) := f(n+ 3)− 3f(n+ 2) + 3f(n+ 1)− f(n),

定义的离散导数来研究的，等等。根据工作 [1]我们知道

‖(M f)′‖1 ≤ ‖f ′‖1.

我们在本工作中旨在证明当 f 是一个特征函数时二阶导数的类似结果：

定理 1. 令 A ⊆ Z和 1 ≤ p ≤ ∞。然后对于这个集合的特征函数 χA。

‖(MχA)
′′‖p ≤ 21−

1
p 3

1
p ‖χ′′

A‖p.

下一节为证明奠定了基础，该证明在最后一节中给出。
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2. 预备知识

令 f : Z → R。通过变量变换

(1) ‖f ′′‖1 =
∑
n∈Z

|f(n+ 1) + f(n− 1)− 2f(n)|.

我们定义凸点和凹点的集合

S+f :=
{
n ∈ Z : f(n+ 1) + f(n− 1) ≥ 2f(n)

}
, S−f := Z \S+f,

以及凹点的左边界和右边界

∂lS−f :=
{
n ∈ S−f : n− 1 ∈ S+f

}
, ∂rS−f :=

{
n ∈ S−f : n+ 1 ∈ S+f

}
.

然后将边界定义为 ∂S−f := ∂lS−f ∪ ∂rS−f。我们观察到，当且仅当 ∂S−f 为空时，S+f, S−f 中有一个是
空集。另一方面，假设 S+f, S−f 都是非空的。然后，∂lS−f 是空的当且仅当 S−f 具有有限上确界，并由
所有不超过该上确界的整数组成。类似地，∂rS−f 是空的当且仅当 S−f 具有有限下确界，并由所有不小
于该下确界的整数组成。我们在 S+f 中定义链为 S+f 的连续元素的最大长度序列。S−f 中的链类似地定
义。对于链 n, n+ 1, . . . , n+ k 在 S+f

n+k∑
j=n

|f(j + 1) + f(j − 1)− 2f(j)| = f(n− 1)− f(n)− f(n+ k) + f(n+ k + 1),

并且如果它是在 S−f

n+k∑
j=n

|f(j + 1) + f(j − 1)− 2f(j)| = −f(n− 1) + f(n) + f(n+ k)− f(n+ k + 1).

因此，我们可以仅使用凹边界和无穷远处的极限来限定二阶导数的 l1范数：

(2)
‖f ′′‖1 ≤ lim sup

n→∞
|f(n+ 1)− f(n)|+ lim sup

n→∞
|f(−n− 1)− f(−n)|

+ 2
∑

n∈∂lS−f

f(n)− f(n− 1) + 2
∑

n∈∂rS−f

f(n)− f(n+ 1).

这一观察为我们在下一节证明定理 1奠定了基础。

3. 定理 1的证明

为了证明定理 1，我们使用以下引理，该引理观察到MχA的凹性仅在 A点处可能发生。

引理 1. 设 A是整数的一个子集。如果 n ∈ S− MχA，则 n ∈ A。

证明. 条件 n ∈ S− MχA表明MχA(n)大于它的其中一个邻居MχA(n−1),MχA(n+1).。不失一般性，
假设MχA(n) > MχA(n − 1).。这反过来意味着MχA(n) = A0,s χA(n)，否则严格不等式将不会成立。
现在假设相反的情况，即 n /∈ A。然后

MχA(n) =
1

s+ 1

n+s∑
j=n+1

χA(j) =
s+ 1

s2 + 2s+ 1

n+s∑
j=n+1

χA(j),
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当

MχA(n− 1) ≥ 1

s+ 2

n+s∑
j=n+1

χA(j), MχA(n+ 1) ≥ 1

s

n+s∑
j=n+1

χA(j),

暗示

MχA(n− 1) +MχA(n+ 1) ≥ 2s+ 2

s2 + 2s

n+s∑
j=n+1

χA(j).

因此 2MχA(n) ≤ MχA(n− 1) +MχA(n+ 1),矛盾。因此 n ∈ A. �

定理 1的证明. 如果A或Ac是空集，该定理显然是真的。因此我们可以假设不是这种情况。我们设 p = 1，
这成为关键情形。在这种情况下 ‖χ′′

A‖1 ≥ 2。我们可以清楚地将每个极限项在 (2)中限定为 1。为了界定向
量和我们使用引理 1：n ∈ S− MχA暗示 n ∈ A，因此MχA(n) = 1 = χA(n)。因此对于 n在 ∂lS− MχA

MχA(n)−MχA(n− 1) ≤ χA(n)− χA(n− 1) ≤ 2χA(n)− χA(n− 1)− χA(n+ 1),

以及对于 n在 ∂rS− MχA

MχA(n)−MχA(n+ 1) ≤ χA(n)− χA(n+ 1) ≤ 2χA(n)− χA(n− 1)− χA(n+ 1).

因此我们可以得出结论为

‖(MχA)
′′‖1 ≤ 2 + 2

∑
n∈∂S− MχA

|2χA(n)− χA(n− 1)− χA(n+ 1)| ≤ 3‖χ′′
A‖1.

对于 p > 1，我们首先观察到 ‖(MχA)
′′(n)‖∞ ≤ 2。如 ‖χ′′

A‖∞ ≥ 1所示，这立即得出 p = ∞情形的
结论。对于 1 < p < ∞，

‖(MχA)
′′‖pp ≤ 2p−1‖(MχA)

′′‖1 ≤ 3 · 2p−1‖χ′′
A‖1.

如 |χ′′
A(n)| ∈ {0, 1, 2}，它由 |χ′′

A(n)|p.主导，因此 ‖χ′′
A‖1 ≤ ‖χ′′

A‖pp，得出该情形的结论。 �
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