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两种线性统计量在 Jellium模型中的协方差计算

Pete Rigas

摘要
我们扩展了之前的成果，提供了 Jellium 模型的线性统计量方差的一个精确公式，
Jellium模型是通过 Dyson对数气体的 k −→ 0+ 极限获得的一维统计力学模型。
对于这种协方差的计算，与之前对对数气体协方差的计算相比，我们得到了两个线
性统计量之间的一个公式，该公式依赖于任意函数 f 和 g 在实线上的一个渐近逼
近，以及从大N 偏差得到的 Jellium概率分布函数。

1 介绍

1.1 概述

对数气体已经引起了数学和物理学界的广泛关注，涉及精确的极值统计、索引分
布以及一维库仑气中的连接 [3,4]、与随机矩阵理论的联系 [7]、大偏差原理 [10]、与
一维等离子体的关系特征化 [6,11]、吉布斯测度分类 [1]、中心极限定理结果 [13]，
以及许多猜想和开放问题 [9]。为了扩展文献中提供的 Jellium模型线性统计量方
差的精确公式的分析 [5]，这可以进一步增加关于线性统计量在各种模型中的行为
近似的文献工作，包括随机矩阵顶级特征值线性统计量的截断 [8]，以及另一个结
果对于协方差度量 [2]，在某些假设下可用于获得广义协方差度量，我们扩展了包
含于 [5]中的最近工作的方法以获取两个线性统计量的大、严格正的 N 极限下的
协方差。

1.2 论文组织结构

在下面，我们展示了来自 Jellium模型的对象以定义能量函数，并与里兹气体的量
建立联系。在引入依赖于两个参数线性统计量的协方差公式之前，我们将概述一
个线性统计函数Ψ。根据 [5]中介绍的方法来获取当N 较大时方差统计量的行为，
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我们计算了 Jellium模型中两个线性统计量的协方差。这与之前在 [2]中为对数气
体获得的协方差度量有所不同，后者依赖于一个有效的鞍点密度作用。

1.3 动机

我们研究 Jellium协方差函数闭式表示的主要动机来源于统计力学的其他模型，其
中一些模型作者之前已经进行过探讨 [12]。特别是，无论点粒子之间的相互作用
是定义在直线上还是整个晶格上，通过限制沿实数线副本上的最近邻相互作用，
可以对鞍点动作进行推广。这种行为适合于推广其他模型的协方差函数。通常而
言，能够为统计物理中的模型写出相关函数的闭式表示有助于描述这些函数的不
同衰减速率。根据感兴趣模型的相图，可能存在阈值之上和之下，在此范围内，该
模型表现出明显不同的行为。在实数线副本的简化设置下，与 Riesz气体相关的
Jellium模型可能表现出以下几种可能的行为范围：（1）协方差为零，或（2）沿分
布于实直线上的粒子配置时协方差严格为正。从编码在统计力学其他模型哈密顿
量中的最近邻相互作用中，并且这些模型除了 Riesz气体和 Jellium模型外还涵盖
了 Z2或其他晶格上，其支持的协方差函数可以像之前描述的 Jellium模型中的协
方差函数那样在两个类别中表现出类似的行为；然而，在一个实数线副本之上或
之下粒子最近邻行之间的相互作用可能会从晶格上的更复杂全局行为中出现。

1.4 凝胶物对象

我们引入以下量。

引入某些 xi在R上，定义 1 (里兹气体能量).

E k
(
x1, · · · , xi, · · · , xN

)
≡ E ≡ A

2

n∑
i=1

x2
i + α sgn(k)

∑
i 6=j

∣∣xi − xj

∣∣−k,

对应能量的里兹气体，对于严格正参数 A和 α，有，

A ∼ O
(
1
)
,

α ∼ O
(
1
)
,

和符号函数，
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sgn(k) =


1 , x > 0 ,
0 , x = 0,
−1 , x < 0,

上面的能量函数，在每个粒子位于任意位置 i的情况下，经过共形变换后，

T
(
x
)
=

ax+ b

cx+ d
,

对于 ad− cb 6= 0，将每个粒子在 xi的位置发送到 λi，来自

T
(
xi

)
=

axi + b

cxi + d
7→ λi,

生成随机矩阵的特征值分布，由以下公式给出：

E k
(
T
(
x1

)
, · · · , T

(
xi

)
, · · · , T

(
xN

))
≡ E k

(
λ1, · · · , λi, · · · , λN

)
≡

(
E ′)k ≡ A

2

n∑
i=1

λ2
i

+α sgn(k)
∑
i6=j

∣∣λi − λj

∣∣−k,

在相同的耦合选择下 A和 α。

定义 2 (Riesz 气体概率测度在随机矩阵特征值上的分布，一种 Gibbs-Boltzmann
分布)。从能量的定义 1中引入，

P
(
λ1, · · · , λi, · · · , λN

)
≡ 1

Zk
N

exp
(
− (E ′)k

kbT

)
,

给定的分区函数，

Zk
N

(
λ1, · · · , λi, · · · , λN

)
≡ Zk

N ≡
∑
i:i≤N

(
A

2

n∑
i=1

λ2
i + α sgn(k)

∑
i6=j

∣∣λi − λj

∣∣−k
)

,

正规化 exp
[
− E

(
λi

)]
，使得P

(
λ1, · · · , λi, · · · , λN

)
成为一个概率测度，对于某个

N > 0，玻尔兹曼常数 kb和温度 T > 0，有，
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T ∼ O
(
1
)

.

引入定义 3 (将吉布斯-玻尔兹曼权重的能量函数重新缩放以获得等离子体模
型的概率测度 k ≡ −1)。引入 Z−1

N

(
λ1, · · · , λi, · · · , λN

)
≡ Z−1

N ，与，

Z−1
N ≡

∑
i:i≤N

(
A

2

n∑
i=1

λ2
i + α sgn(−1)

∑
i 6=j

∣∣λi − λj

∣∣−1
)

≡
∑
i:i≤N

(
A

2

n∑
i=1

λ2
i − α

∑
i6=j

∣∣λi − λj

∣∣−1
)

,

对应于 Riesz 气体概率测度的分区函数，对于定义 2 的 k ≡ −1，在重新缩放后得
到以下能量函数的求和形式。

Z−1
N

(
LNλ1, · · · , LNλi, · · · , LNλN

)
≡

∑
i:i≤N

(
A

2

n∑
i=1

(
LNλ

)2
i
− α LN

∑
i 6=j

∣∣λi − λj

∣∣−1
)

,

因此提供了 Jellium 模型的概率测度。

P
(
LNλ1, · · · , LNλi, · · · , LNλN

)
≡ P̃

(
λ1, · · · , λi, · · · , λN

)
≡ 1

Z−1
N

exp
(
− (E ′)−1

kbT

)
,

对于重新缩放的 Jellium能量函数，

E −1
(
LNλ1, · · · , LNλi, · · · , LNλN

)
≡

(
E ′)−1 ≡ A

2

n∑
i=1

(
LNλ

)2
i
− α LN

∑
i 6=j

∣∣λi − λj

∣∣−1,

给定一个合适的常数 LN > 0，该常数取决于 N 的选择。

定义 4 (线性统计量)。一个线性统计量具有如下形式，

s ≡ 1

N

N∑
i=1

f
(
xi

)
,

对于实线上位置 x的任意函数 f(x)，在定义 2 中提供的相同参数选择 N 下。

定义 5 (来自 Gibbs-Boltzmann权重的协方差公式，[2])。引入对于 ΛN ( R，
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Cov
(
A,B

)
≡

∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

dλi

)
1

Z−1
N

exp
(
− (E ′)−1

kbT

)
A
(
T
(
x1, · · · , xN

))
B
(
T
(
x1, · · · , xN

))
−〈A〉〈B〉,

对应于协方差公式在线性统计量之间的值。

A =
1

N

N∑
i=1

f
(
xi

)
,

和，

B =
1

N

N∑
i=1

g
(
xi

)
,

对任意两个函数 f(x)和 g(x)，以及 Λ ( RN 表示期望，

〈·〉A,R ≡ 〈·〉A,

对抗一个测试线性统计量 A 。

1.5 库仑气体方法概述

在本节中，我们回顾了如何将 Gibbs-Boltzmann权重从对数气体模型适应到具有
定义 3 的 Jellium模型。这种权重函数的选择对于通过鞍点方法的适应所获得的
协方差公式来说是重要的。如将展示的那样，使用鞍点方法和大偏差论据，有效
势函数 V eff( · ) 对 Jellium 概率测度的大偏差近似施加了限制。因此，可以得到
Jellium模型协方差公式的期望表示形式。作为两个任意线性统计量的函数，协方
差函数用一个适当指数幂的比例来近似，该指数幂与鞍点作用成正比。

首先，在线性统计量上引入一个概率测度，带有，

P
[
s,N

]
≡

∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

dxi

)
P̃
(
x1, · · · , xi, · · ·xN

)
δs− 1

N

∑
i=1

f(xi)
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在定义 1 中的共形变换下是

P
[
Ts,N

]
≡

∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

d
(
T
(
xi

)))
P̃
(
T
(
x1

)
, · · · , T

(
xi

)
, · · ·T

(
xN

))
δs− 1

N

∑
i=1

f(T (xi))

≡
∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

dλi

)
P̃
(
λ1, · · · , λi, · · ·λN

)
δs− 1

N

∑
i=1

f(λi),

，在对能量函数中的两个相互作用进行重新缩放后，尤里乌斯模型的质量将达到
一个数量级，通过大偏差。

P
[
s,N

]
≈ exp

(
−N3Ψ

(
s
))

,

其中上述指数的幂次，除了 N3的缩放因子外，由速率函数给出，

Ψ
(
s
)
≈ 1

2b

(
s− s̄

)2,
关于率函数的最小值 s = s̄，带有方差，

Var
[
s
]
≈ b

N3
,

对于某个正参数 b。我们通过汇总 P
[
s,N

]
中的每个量的组成部分来继续进行，在

此引入了近似值。

δs− 1
N

∑
i=1

f(xi) ≈ N3

∫
Γ

1

2π
exp

(
− νN3

)
dµ,

及因此也对于

∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

dλi

)
P̃
(
λ1, · · · , λi, · · ·λN

)
≈ 1

Z−1
N

∫
Γ

dµ
∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

dλi

)
exp

(
− (E ′)−1

kbT

)
,

(*)

给定 Γ ( C与 µ平面的虚轴相交。给定任意 f(x)，有效势能，
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V eff(x) ≡ 1

2
x2 + µf(x) .

对于 µ ≡ 0，采用惯例，

Z−1
N

(
µ = 0

)
= Z−1

N .

作为非零 µ的函数，对于大的 N 水动力近似中，出现在 (*)中的配分函数已经被
证明具有如下形式，

Z−1
N ≈

∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

dλi

)
d
(
ρ
(
x
))

exp
[
−N3Eµ

[
ρ(x)]−N

∫
supp

dxρ(x)lnρ(x)
]
δ∫ dxρ(x)−1,

(**)

其中指数的幂中出现的密度分布的期望是 ρ
(
x
)
，

Eµ

[
ρ
(
x
)]

=

∫
supp

(
x2

2
+ µf

(
x
))

ρ
(
x
)
dx− α

∫
supp

∫
supp

ρ
(
x
)
ρ
(
y
)∣∣x− y

∣∣dxdy − µs,

对实线上轮廓的支持

supp ∩ R 6= ∅,

允许分解为，

supp ≡
⋂

1≤i≤N

suppi,

因此意味着，在共形变换 T 下，正如在定义 1 中提到的那样，

∫
supp

d
(
ρ
(
T
(
x
))

≡
∏

1≤i≤N

∫
suppi

d
(
ρ
(
T
(
xi

))
, (Supp)

关于哪一项取值，
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Eµ

[
·
]

.

共同，在假设下，给定在下面左侧的有效作用量，

−(E ′)−1

kbT
≈ N3S

[
ρ
(
x
)
, µ, µ0

]
,

对给定的动作而言，

S[ρ
(
x
)
, µ, µ0] =

∫
supp

x2

2
ρ
(
x
)
dx− α

∫
supp

∫
supp

ρ
(
x
)
ρ
(
y
)∣∣x− y|dxdy + µ

( ∫
supp

f
(
x
)
ρ
(
x
)
dx− s

)

+µ0

( ∫
supp

ρ
(
x
)
dx− 1

)
,

在 (*)中的 P
[
s,N

]
的表达式可以用以下近似表示，

P
[
s,N

]
≈ 1

Z−1
N

∫
supp

d
(
ρ
(
x
))∫

Γ

dµ
∫
Γ

dµ0 exp
[
−N3S

[
ρ
(
x
)
, µ, µ0

]]
≈

( ∏
1≤i≤N

∫
suppi

d
(
ρ
(
xi

)))

×
∫
Γ

dµ
∫
Γ

dµ0exp
[
−N3S

[
ρ
(
xi

)
, µ, µ0

]]
.

(***)

利用鞍点方法，无约束 Jellium分区函数的阶大约是，

1

Z−1
N

≈ 1

exp
(
2
3
α2N3

) ,

满足速率函数的条件，

Ψ
(
s
)
≈ 2

3
α2 .

在更高阶的近似下，上述率函数也可以取以下形式，

Ψ
(
s
)
= S

[
ρ∗µ

(
x
)
, µ, µ0

]
+

2

3
α2,
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对于有效的鞍点作用量，

S
[
ρ∗µ

(
x
)
, µ, µ0

]
=

∫
supp

x2

2
ρ∗µ

(
x
)
dx− α

∫
supp

∫
supp

ρ∗µ
(
x
)
ρ∗µ

(
y
)∣∣x− y|dxdy + µ

×
( ∫

supp

f
(
x
)
ρ∗µ

(
x
)
dx− s

)
µ0

( ∫
supp

ρ∗µ
(
x
)
dx− 1

)
,

(****)

将 (****) 代入到 (***) 中给出的指数幂中，即用 S
[
ρµ

(
x
)
, µ, µ0

]
替换鞍点作用

S
[
ρ∗µ

(
x
)
, µ, µ0

]
，得到分布。

P
[
s,N

]
≈ 1

Z−1
N

( ∏
1≤i≤N

∫
suppi

d
(
ρ
(
xi

)))∫
Γ

dµ
∫
Γ

dµ0 exp
[
−N3S

[
ρ∗µ

(
xi

)
, µ, µ0

]]
,

(*****)

对应的概率密度函数，给定每个密度的支撑集 d
(
ρ
(
xi

))
，每个都满足，

suppi ∩ R 6= ∅,

的每个 1 ≤ i ≤ N。从这样一个速率函数的封闭表达式中，通过观察得出当 N 很
大时线性统计量的方差。

s̄ =
1

4α

∫
[−2α,+2α]

f
(
x
)

dx,

是Ψ
(
s
)
的最小值。通过计算 µ直到O

(
ε
)
阶，可以得到关于 s ≡ s̄的展开式，当 ε

足够小时。速率函数和有效鞍点作用的具体形式被纳入了第二部分得出的两个线
性统计量的 Jellium协方差公式中。

2 正式化 Jellium协方差的计算

下面，我们陈述关于计算协方差的主要结果。如前所述，Jellium模型的协方差函
数的计算依赖于两个线性统计量，这些将在下面引入。直接地，鉴于每个线性统
计量都是通过严格正的N 测量值对充分光滑函数 f 和 g的求和定义的，协方差公
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式依赖于鞍点作用的支持上的积分。此外，鉴于 Riesz气体相互作用的公式，配分
函数表现为鞍点作用支持上积分的归一化。

定理 (两线性统计量之间的 Jellium协方差的计算)。对于两个线性统计量，

A ≡ A
(
f, x1, · · · , xi, · · · , xN

)
=

1

N

N∑
i=1

f
(
xi

)
,

和，

B ≡ B
(
g, x1, · · · , xi, · · · , xN

)
=

1

N

N∑
i=1

g
(
xi

)
,

A 和 B 之间的 Jellium 协方差具有以下形式，

CovJellium(A,B
)
≡ 1

N2

( ∫
supp

d
(
ρ
(
x
))∫

Γ

dµ
∫
Γ

dµ0
1

Z−1
N

exp
[
−N3S

[
ρ∗µ

(
x
)
, µ, µ0

]]

×
( N∑

i=1

f
(
xi

)
g
(
xi

))
−
〈 N∑

i=1

f
(
xi

)〉
f

〈 N∑
i=1

g
(
xi

)〉
g

)
,

对某些 N > 0成立，给定 f 和 g是任意的。

在以下协方差的计算中，将 Riesz气体粒子的位置转换为某些随机矩阵特征值的
共形变换 T 与速率函数相关，因此也与鞍点作用相关。关于 Jellium概率测度的
期望值与独立样本空间 Λ的 n重积分有关，其中包含 ΛN ≡ Λ× · · · × Λ。通过使
用这种对期望 〈·, · · · , ·〉Jellium的表示形式，鞍点作用的指数被用作 Riesz气体哈密
顿量指数的一个近似值。给定之前引入的两个任意线性统计量 f 和 g，利用鞍点
作用指数的近似被纳入到协方差函数所需的表示中。

定理的证明 。回想一下，从上一节中，里兹气体能量的近似值对于 k ≡ −1，以及
因此对于 Jellium 模型，

−(E ′)−1

kbT
≈ N3S

[
ρ∗µ

(
x
)
, µ, µ0

]
,

具有有效的鞍点密度作用 ρ∗µ
(
x
)
，它出现在速率函数的贡献中。
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Ψ
(
s
)
= S

[
ρ∗µ

(
x
)
, µ, µ0

]
+

2

3
α2,

以及常数 2
3
α2。从先前实现的用于提取单个 线性统计量在大 N 极限下单变量方

差行为的技术，应用共形变换，

T
(
x
)
=

ax+ b

cx+ d
,

在定义 1 中提供，对每个位置 xi，能量函数的里兹气体（在定义 1 中介绍），用
于 k ≡ −1（在定义 2 中给出），产生，

E k
(
T
(
x1, · · · , xi, · · · , xN

))
≡ E k

(
T
(
x1

)
, · · · , T

(
xi

)
, · · · , T

(
xN

))
≡ E k

(
λ1, · · · , λi, · · · , λN

)
,

对应于 Riesz 气体能量函数，在共形 T 下，对于 k ≡ −1。从在定义 3 中引入的概
率测度出发，该量，

〈x1, · · · , xi, · · · , xN 〉Jellium ≡
∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

dxi

)
1

Z−1
N

exp
(
− (E ′)−1

kbT

)

可以用以下近似，

∫
ΛN

( ∏
1≤i≤n

dxi

)∫
Γ

dµ
∫
Γ

dµ0
1

Z−1
N

exp
[
−N3S

[
ρ∗µ

(
x
)
, µ, µ0

]]
≈

∏
1≤i≤N

∫
suppi

d
(
ρ
(
xi

))∫
Γ

dµ
∫
Γ

dµ0

× 1

Z−1
N

exp
[
−N3S

[
ρ∗µ

(
xi

)
, µ, µ0

]]
,

对应于跨越所有 xi直到 N 的 Jellium 期望值，对于能量函数，

(E ′)−1
(
x1, · · · , xi, · · · , xN

)
≡ (E ′)−1,

满足，在基础概率测度 P̃
[
·
]
上有R的支撑，

〈·〉Jellium ≡ 〈·〉P̃,R ≡ 〈·〉 .
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进一步，在如上所述的共形 T 应用于每个先前提到的 xi的情况下，从每个 T
(
xi

)
的集合平均值出发，可以很容易地形成两个检验统计量之间的协方差，这与……
一致，

〈x1, · · · , xi, · · · , xN 〉Jellium =

(
1

N2

N∑
i=1

f
(
xi

)
g
(
xi

))
− 1

N2

〈 N∑
i=1

f
(
xi

)〉
f

〈 N∑
i=1

g
(
xi

)〉
g

,

在之前的等价关系下，对于 〈·〉Jellium，是等同于

1

N2

( ∏
1≤i≤N

∫
suppi

d
(
ρ
(
xi

))∫
Γ

dµ
∫
Γ

dµ0
1

Z−1
N

exp
[
−N3S

[
ρ∗µ

(
xi

)
, µ, µ0

]]( 1

N2

N∑
i=1

f
(
xi

)
g
(
xi

))

−
〈 N∑

i=1

f
(
xi

)〉
f

〈 N∑
i=1

g
(
xi

)〉
g

)
.

在合适的、保角的 T
(
·
)
下，将每个位置 xi作为输入对应到一个特征值 λi，上述

表达式可以写为

〈T
(
x1, · · · , xi, · · · , xN

)
〉 ≡ 〈T

(
x1

)
, · · · , T

(
xi

)
, · · · , T

(
xN

)
〉,

进而等价于，

1

N2

(( ∏
1≤i≤N

∫
suppi

d
(
ρ
(
T
(
xi

))))∫
Γ

dµ
∫
Γ

dµ0
1

Z−1
N

exp
[
−N3S

[
ρ∗µ

(
T
(
xi

))
, µ, µ0

]]

×
(

1

N2

N∑
i=1

f
(
T
(
xi

))
g
(
T
(
xi

)))
−
〈 N∑

i=1

f
(
T
(
xi

))〉
f

〈 N∑
i=1

g
(
T
(
xi

))〉
g

)
,

展示了在观察条件下，给出的（Supp），所需的 Jellium协方差公式成立。

∫
supp

d
(
ρ
(
T
(
x
))

≡
∏

1≤i≤N

∫
suppi

d
(
ρ
(
T
(
xi

))
,

并且也认为，

lim
N−→+∞

〈ρN
(
x
)
〉 = ρ

(
x
)
,
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对应于密度分布的大型 N 极限，该极限由以下给出：

〈ρN
(
x
)
〉 ≡ 1

N

〈 N∑
i=1

δ
(
x− xi

)〉
,

对应于在每个 xi 处的 delta 函数的求和。因此我们得到了一个关于 Jellium 协方
差的公式，该公式是两个检验统计量的函数，它们分别由任意的 f 和 g给出，从
中我们可以得出论点。

3 结论

在本文中，我们展示了如何计算 Jellium模型中的两个检验统计量之间的协方差。
作为在引言部分广泛讨论过的先前工作的改编版本，计算 Jellium协方差函数依
赖于：(1)引入一个合适的能量泛函来编码 Riesz气体中的相互作用；(2)从 Riesz
气体的能量泛函定义出归一化为模型的配分函数的概率测度；(3)操控随机矩阵特
征值上的概率测度，也源自 Riesz气体的概率测度。配备了这些量之后，我们展示
了，在固定两个检验统计量时：(1)大偏差原理，用于通过速率函数的指数来近似
一个概率泛函，(2)鞍点法，用于扩展最初由 Flack等人提供的方法，以及 (3)合
适的共形变换，用于将Riesz气体中点粒子的位置转换为随机矩阵的特征值，这些
可以一起使用以获得 Jellium协方差函数之间两个线性统计量所需的公式。与其他
可用于假设检验和相关统计计算的协方差函数相比，本文所得到的 Jellium函数的
协方差函数不仅考虑了 Riesz气体的物理特性，而且还通过有效势能函数 V eff( · )
上的假设考虑到了能量景观中的波动。

4 声明

4.1 伦理批准和参与同意

作者同意参与同行评审过程。

4.2 出版许可

作者同意提交以下作品以供发表。

4.3 数据和材料的可用性
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