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A∞- ZIGZAG 代数

的变形通过 GINZBURG DG 代数

JUNYANG LIU AND ZHENGFANG WANG

摘要. 本笔记旨在给出 Etgü–Lekili（2017）和 Lekili–Ueda（2021）最近结果的简短证明：在特征
为 0的域上的任何有限树的锯齿形代数本质上是形式化的当且仅当该树是类型ADE。我们还通过

考虑类型 E 的任意特征域来完成此结果的证明，这仍然是一个开放问题。

1. 介绍

与图相关的折线代数是出现在表示论、辛几何和范畴化等多个领域中的重要代数；参见例
如 [6, 4, 16, 3, 12]。这些代数有许多很好的特性。例如，它们是对称的，并且通过导出 Koszul
对偶与 Ginzburg dg代数相关联；更多性质参见 [6]。
在这篇简短的笔记中，我们提供了以下结果的代数证明，该结果归功于 [3]和 [11]。

定理 1.1. 令 k是一个域，Γ是一棵有限树。然后，由路径长度分级的曲折代数 Z(Γ)在本质上
是形式化的当且仅当 Γ属于 ADE类型，并且 k的特征不是 bad（对于类型D为 2，对于 E6和
E7为 2或 3，以及对于 E8为 2、3或 5）。

我们提到这个形式化结果在 4维辛几何中的作用至关重要，正如在 [3]中所见。结果对于类
型 A和 D在 [3, Thm. 40]和 [3, Thm. 44]中被证明（另见 [16, Lem. 4.21]关于类型 A）。类型
E在 [3, Conj. 19]中被猜想，并在 [11, §5]中得到验证，当 k的特征为 0时，通过基于矩阵分解
的 Hochschild 上同调计算的几何方法进行验证 [2]。我们通过考虑类型 E 的任意特征域 k来完
成定理 1.1的证明。
我们的证明完全是代数的，并且相对直接。首先，通过导出的 Koszul 对偶性在 Z(Γ) 和 2

维 Ginzburg dg 代数 Π2(Q)之间，其中 Q是一个其基础图是 Γ的拟序图，存在一个同构

HHp,q(Z(Γ), Z(Γ)) HHp,q(Π2(Q),Π2(Q))∼

对于所有整数 p和 q的双梯度 Hochschild 上同调之间。这里将 Z(Γ)和 Π2(Q)均视为微分双梯
度代数；参见命题 4.4。
其次，我们在命题 3.2中表明，对于所有整数 q，我们有

HH2,q(Π2(Q),Π2(Q)) (ΛQ/[ΛQ,ΛQ])
q+2∼

，其中 ΛQ是 Q的前射代数；参见 [5]。这个同构是我们证明的关键部分，可以被视为 Van den
Bergh对偶的一个双分级版本；参见备注 3.3。结合上述两个同构，我们得到

HH2,q(Z(Γ), Z(Γ)) (ΛQ/[ΛQ,ΛQ])
q+2∼
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对于所有整数 q。然后定理 1.1通过使用内禀形式性的标准（定理 4.2）以及由于 [17, Thm. 13.1.1]
和 [13, Thm. 1.4]描述的 ΛQ/[ΛQ,ΛQ]，这涉及到不良特征；参见推论 3.4。

2. 双分次 Hochschild上同调

由于我们将使用曲折代数的双分级和 2维 Ginzburg dg 代数，并考虑双分级霍赫希尔德上
同调，让我们为微分双分级代数固定符号；参见 [9]。
微分双梯度向量空间 (V, d) 是一个双分级向量空间 V =

⊕
p,q∈Z V p,q，连同一个双次数为

(1, 0)的微分 d，其中第一个分级表示上同调分级，第二个分级表示被视为额外分级的 Adams分
级。请注意，对于每个固定的整数 q，我们得到一个复形 V •,q。
对于任意两个微分双梯度向量空间 (U, dU )和 (V, dV )，我们可以考虑微分双梯度 Hom-空间

Hom•,•(U, V ) =
⊕

p,q∈Z Homp,q(U, V )以及带有通常的微分的张量积U⊗V =
⊕

p,q∈Z(U⊗V )p,q，
其中

Homp,q(U, V ) =
∏
i,j∈Z

Homk(U
i,j , V p+i,q+j) , (U ⊗ V )p,q =

⊕
i,j∈Z

U i,j ⊗k V
p−i,q−j .

令 (A, d)为一个微分双梯度代数（其乘法是双次数 (0, 0)）。如常，我们可以定义双梯度微分 A-
模（其微分为双梯度 (1, 0)）及其相关的导出范畴。然后，对于任意两个差分双分级 A-模M 和
N，导出的 Hom-空间 RHom•,•

A (M,N)携带一个双分级，使得我们有

Hp(RHom•,q
A (M,N)) = Extp,qA (M,N)

对于所有整数 p和 q。类似于通常情况，双分次 Hochschild上同调 HHp,q(A,A) = Extp,qAe (A,A)

可以通过具有通常微分的双分次 Hochschild上链复形 C•,•(A,A)来计算，其中

Cp,q(A,A) =
∏
i≥0

Homp−i,q(A⊗i, A) .

也就是说，我们有

HHp,q(A,A) = Hp(C•,q(A,A)) .

这里我们将 A的包络代数记为 Ae = A⊗Aop，它带有自然的双分次。

3. 2-维Ginzburgdg代数和 Hochschild上同调

3.1. 2-维的Ginzburg dg代数. 令 k是任意特征的域，Q是有限连通拟序。用 Q̃表示从 Q中
通过为每个箭头 α : i → j 添加一个箭头 α∗ : j → i而得到的双倍有向图。用 Q表示从 Q̃获得
的，在每个顶点 i ∈ Q0处额外添加一个环 ti的有向图。我们将Q视为一个分级拟序图，通过将
Q̃中的每个箭头分配度数 0，并将每个环 ti 分配度数 −1。根据定义，2-维（非完备）Ginzburg
dg 代数 Π2(Q) 是 dg 路径代数 (kQ, d)，其中微分 d由

d(α) = 0 = d(α∗) for all α ∈ Q1 and d(t) =
∑
α∈Q1

[α, α∗] , where t =
∑
i∈Q0

ti .

确定。然后我们有 d(ti) = eid(t)ei，因为对于所有 i ∈ Q0都有 d(ei) = 0。
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3.2. 一个小的紧致化解析. 我们简单地用 B 表示 2维的 Ginzburg dg 代数 Π2(Q)。从现在起我
们也表示 ⊗ = ⊗kQ0 和 Hom = Hom(kQ0)e。
我们从 [10]回忆起B的一个小紧致化解。首先，我们有一个余纤维化 dg B-双模 (B⊗kQ1⊗

B, δ)，其中微分 δ定义为组合

B ⊗ kQ1 ⊗B B ⊗B ⊗B B ⊗ kQ1 ⊗B .d′ ρ

这里 Q1是箭图 Q中的箭头集，而两个映射 d′和 ρ由以下内容确定

d′(a⊗ x⊗ b) = (−1)|a|ad(x)b and

ρ(a⊗ x1x2 . . . xp ⊗ b) =

p∑
i=1

ax1 . . . xi−1 ⊗ xi ⊗ xi+1 . . . xpb

对于所有在 Q中的箭头 x，路径 x1x2 . . . xp在 Q中，以及 a和 b ∈ B。

命题 3.1 ([10, Proposition 3.7]). 映射的映射锥 Cone(θ)

θ : (B ⊗ kQ1 ⊗B, δ) −→ B ⊗B

由 θ(a⊗ x⊗ b) = ax⊗ b− a⊗ xb给出，作为 dgB-双模是 B 的一个余纤维化解。

3.3. 2维 Ginzburg dg 代数的霍奇希勒上同调. 我们将命题 3.1中的解析应用于计算双分级霍
奇科赫上同调 HH2,q(B,B)。
为此，我们将 B视为一个微分双梯度代数，通过将双重拟维箭头 Q̃的每个箭头赋予双梯度

(0, 1)，并将每个环 ti赋予双梯度 (−1, 2)。然后，每个路径都通过乘法（其具有双梯度 (0, 0)）被
赋予一个双梯度。显然，微分 d是双次数 (1, 0)。注意命题 3.1中的自由化解 Cone(θ)与双分级
兼容，因此可以用于计算双分级霍奇科赫上同调。
以下结果是本通知的关键观察。

命题 3.2. 对于任意整数 q，我们有

HH2,q(B,B) ∼−−→ (ΛQ/[ΛQ,ΛQ])
q+2 ,

其中 ΛQ = kQ̃/
∑

α∈Q1
[α, α∗]是 Q的前射代数。

证明. 请注意，对于任意整数 p和 q，我们有

Homp,q
Be(Cone(θ), B) Homp,q(kQ0, B)⊕Homp−1,q(kQ1, B) ,∼

其中我们使用自然同构

Homp,q
Be(B ⊗X ⊗B,B) Homp,q(X,B)∼

对于 X = kQ0 和 X = kQ1。回想我们用 ⊗ = ⊗kQ0 和 Hom = Hom(kQ0)e 表示的。显然，我们
有以下 kQ0-双模（即 (kQ0)

e-模）的分解

kQ1 = kQ̃1 ⊕ kQ0t ,

其中需要注意的是 t =
∑

i∈Q0
ti是 kQ0-中心的。得到以下分解

Homp−1,q(kQ1, B) ∼−→ Homp−1,q(kQ̃1, B)⊕Homp−1,q(kQ0t, B)

' Hom(kQ̃1, B
p−1,q+1)⊕Hom(kQ0, B

p−2,q+2),
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其中第二个同构成立是因为 kQ̃1集中在双次数 (0, 1)，而 kQ0t集中在双次数 (−1, 2)。
由于 B 集中在（上同调）非正次数中，因此我们有

Hom≥1,q(kQ0, B) = 0 and Hom≥2,q(kQ1, B) = 0 .

因此，对于任何固定的整数 q，复形 Hom•,q
Be(Cone(θ), B)在次数 1,2,3中由以下给出：

Hom1,q
Be Hom2,q

Be Hom3,q
Be

Hom(kQ̃1, B
0,q+1)⊕

⊕
i∈Q0

eiB
−1,q+2ei

⊕
i∈Q0

eiB
0,q+2ei 0 ,

o o o
∂=[ ∂1 ∂2 ]

其中我们表示 Homp,q
Be = Homp,q

Be(Cone(θ), B)并使用同构

Hom(kQ0, B
p,q) ∼−−→

⊕
i∈Q0

eiB
p,qei .

映射 ∂ =
[
∂1 ∂2

]
如下给出。对于任意的 f ∈ Hom(kQ̃1, B

0,q+1)，我们有

∂1(f) =
∑
α∈Q1

(f(α)α∗ + αf(α∗)− f(α∗)α− α∗f(α)) =
∑
α∈Q1

([f(α), α∗] + [α, f(α∗)]) .(3.1)

对于任意的 p ∈
⊕

i∈Q0
eiB

−1,q+2ei，我们有 ∂2(p) = d(p)，其中 d是B的微分。请注意，我们有
HH2,q(B,B) ∼−→ Coker(∂)。由同构 H0(B•,q) ∼−→ Λq

Q，参见例如 [3, Thm. 7]，我们推断出我们有

Coker(∂2)
⊕

i∈Q0
eiH0(B•,q+2)ei

⊕
i∈Q0

eiΛ
q+2
Q ei ,

∼ ∼

其中
⊕

i∈Q0
eiΛ

q+2
Q ei由长度为 q + 2的循环生成。然后映射 ∂1诱导出

∂1 : Hom(kQ̃1, B
0,q+1) −→

⊕
i∈Q0

eiΛ
q+2
Q ei .

显然，我们有 Coker(∂) ∼−→ Coker(∂1)因此

HH2,q(B,B) Coker(∂1) (ΛQ/[ΛQ,ΛQ])
q+2 .∼ ∼

在这里让我们解释最后一个同构。我们有自然映射（由包含诱导）

ϕ :
⊕
i∈Q0

eiΛ
q+2
Q ei −→ (ΛQ/[ΛQ,ΛQ])

q+2 .

注意到 ϕ是满射的，因为 ΛQ中的任何非循环路径都属于 [ΛQ,ΛQ]。通过等式 (3.1)，我们有 ϕ ◦
∂1 = 0。因此，只需证明我们有Ker(ϕ) ⊆ Im(∂1)。对于此，注意到任何非平凡循环 x1x2 . . . xp+q ∈
ΛQ带有 xi ∈ Q̃1，以下等式

[x1 . . . xp, xp+1 . . . xp+q] = [x1, x2 . . . xp+q] + · · ·+ [xp, xp+1 . . . xp+qx1 . . . xp−1](3.2)

成立。显然，Ker(ϕ)由等于号左侧形式的换位子生成 (3.2)。我们声称等式右侧的每一项 (3.2)
属于 Im(∂1)。确实，对于每个 1 ≤ i ≤ p，我们定义一个元素 fi ∈ Hom(kQ̃1, B

0,q+1)如下。如果
xi等于 α对某些 α ∈ Q1成立，那么我们定义

fi(α
∗) = xi+1 . . . xp+qx1 . . . xi−1

和 fi(β) = 0对所有在 Q̃1中的 β 6= α∗。如果对于某个 α ∈ Q1，xi等于 α∗，那么我们定义

fi(α) = −xi+1 . . . xp+qx1 . . . xi−1
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和 fi(β) = 0对于所有在 Q̃1中的 β 6= α。然后由等式 (3.1)，我们有

∂1(fi) = [xi, xi+1 . . . xp+qx1 . . . xi−1].

这证明了声明。所以 Ker(ϕ)包含于 Im(∂1)。 �

备注 3.3. 此备注归因于伯纳德·凯勒。设 B是一个连通的左 d-卡拉比—丘 dg 代数（在我们的
例子中，d等于 2）。然后我们有同构

HHd(B,B) ∼←− Hd(B ⊗L
Be RHomBe(B,Be)) ∼−→ H0(B ⊗L

Be B) ' H0(B)⊗(H0(B))e H0(B) ,

其中第一个同构使用了 B 的光滑性，第二个使用了卡拉比—丘性质（即 RHomBe(B,Be)[d] ∼−→
B），第三个使用了连通性（即 H>0(B) = 0）。
此论证在不使用小紧集分辨率的情况下，给出了命题 3.2中同构的证明，在忽略 Adams分

级后。命题 3.2中的同构可以视为范登贝格对偶性 [18]的一个双级版本。双分级有助于明确写
出对应于第 4.4节中 HH2,q(B,B)元素的 B 的 dg形变。

推论 3.4. 令Q是任意有限连通拟定向量，并且 B是 2维的 Ginzburg 差分梯度代数 Π2(Q)。然
后我们有 HH2,q(B,B) = 0对所有正整数 q 成立当且仅当 Q的基础图是类型 ADE 并且域 k不
具有不良特征。

证明. 如果底层图Q是类型ADE，则这遵循命题 3.2和 [17, Thm. 13.1.1]，其中涉及不良特征。否
则，箭图 Q 包含一个子箭图 Q′，其基础图是扩展 ADE 类型的，因此映射
ΛQ/[ΛQ,ΛQ]→ ΛQ′/[ΛQ′ ,ΛQ′ ] 是满射的。由 [17, Thm. 13.1.1]可知，后者总是无限维的，因此
根据命题 3.2，对于任意域 k，HH2,>0(B,B)也是无限维的。 �

4. A∞-齐次变形的折线代数

4.1. A∞-变形. 我们回顾一些关于分级代数的A∞-形变的基本概念。我们参考 [8]中关于A∞-代
数的基本概念。

定义 4.1. 令 (A,µ) 是一个带有乘法 µ 的分次代数。一个 A∞-变形的 A 是一个具有单位元的
A∞-代数 (A,µ1, µ2, µ3, . . .)，使得 µ1 = 0和 µ2 = µ。两个 A∞-变形的 A是等价，如果它们彼此
A∞-同构。
我们说 A是内在形式化如果它不接受任何非平凡的 A∞- 变形。

请注意，一个分级代数 A 可以被视为双分级代数，通过给 Ai 中的每个元素赋予双次数
(i,−i)。以下是有用的内在形式性的判据。

定理 4.2 ([7, Cor. 4][16, Thm. 4.7]和 [15, Cor. 5.4]). 设 A是一个分次代数。如果对于所有正
整数 q我们有 HH2,q(A,A) = 0，则 A内在形式化。

4.2. 锯齿代数. 我们感兴趣的是锯齿代数的 A∞-形变。

定义 4.3 ([6, §3]). 令 Γ为一个没有环和多重边的有限连通图。如果 Γ有超过两个顶点，则之字
形代数 Z(Γ) 是双拟定向图 Γ的路径代数 kΓ（即，用两个相反方向的箭头替换每条边）模去关
系：每个顶点处的所有 2-环都相等（但非零），且所有长度为 2但不包括 2-环的路径均为零。如
果图 Γ是 A1，则按惯例我们定义 Z(Γ) = k[x]/(x2)。如果图 Γ是 A2，则我们定义 Z(Γ)为由长
度大于 2的所有路径生成的双边理想除 kΓ的商。
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我们将 Z(Γ) 视为一个分级代数，通过赋予每个箭头度数 1 并研究其
A∞-形变。请注意，Z(Γ)是有限总维度，并集中在等级 0, 1和 2，使得我们有 dimZ(Γ)0 = |Γ0| =
dimZ(Γ)2和 dimZ(Γ)1 = 2|Γ1|。例如，设Γ = D4。然后我们有Z(Γ) = kΓ/(αiβi = αjβj , βiαj =

0)i 6=j，其中 Γ如下给出。

Γ =
α1

β1

α2β2

α3

β3

4.3. 从 zigzag代数到 2维Ginzburgdg代数的衍生Koszul对偶关系. 令 Γ是一棵有限树，Q

是任意固定的拟序图，其基础图是 Γ，且每个顶点都是汇或源。回顾第 3.3节的内容，Π2(Q)是
双分次的。类似地，代数 Z(Γ)也是双分次的，其箭头是双次数为 (1,−1)的。
由 [3, § 5.3]可知，Z(Γ)是 Π2(Q)的导出 Koszul 对偶，即存在微分双梯度代数的准同构

RHom•,•
Z(Γ)(kΓ0, kΓ0) ' Π2(Q) and RHom•,•

Π2(Q)(kQ0,kQ0) ' Z(Γ)(4.1)

。我们注意到，如果我们把Z(Γ)看作是没有Adams分级的普通分级代数，则 dg代数RHomZ(Γ)(kΓ0,kΓ0)

准同构于以长度滤过为标准完成化的 Π2(Q)。
以下结果将在我们的证明中使用。

命题 4.4 ([3, Thm. 27] 和 [9, § 3.1]). 对于任何整数 p和 q，我们有一个同构。

(4.2) HHp,q(Z(Γ), Z(Γ)) HHp,q(Π2(Q),Π2(Q)) .∼

备注 4.5. 上述推导的 Koszul对偶 (4.1)可能在 Γ不是树时不起作用。然而，回顾 [14]，对于定
义 4.3中的任意图 Γ，如果 Γ不是类型 ADE 的，则 Z(Γ)总是 Koszul（在经典意义上），并且
其 Koszul 对偶 Z(Γ)!是路径代数 kΓ模去关系：所有 2-循环的和为零；参见 [6, § 6.1]。然后根
据 [9, § 3.5]，我们有

HHp,q(Z(Γ), Z(Γ)) HHp,q(Z(Γ)!, Z(Γ)!) ,∼

其中代数 Z(Γ)!是双分级的，其箭头是双次数为 (0, 1)的。如果图 Γ是一棵树且不是类型ADE，
那么这与同构 (4.2)相符，因为我们有

Z(Γ)! ΛQ Π2(Q) ;∼ ∼

请参见 [6]以了解第一个同构。

4.4. 证明. 现在让我们给出定理 1.1的证明。

定理的另一个证明 1.1. 让我们首先证明充分性。由定理 4.2，只需证明如果Γ是类型ADE并且k
不 是 坏 特 征 ，则 对 于 所 有 正 整 数 q 我 们 有
HH2,q(Z(Γ), Z(Γ)) = 0 。这可以通过结合命题 4.4和推论 3.4得出。
现在我们证明必要性。为此，根据推论 3.4和命题 3.2，只需证明在 (ΛQ/[ΛQ,ΛQ])

q+2中的任
何非零元素 w会诱导一个非平凡的A∞-形变到 Z(Γ)。元素w提升为长度大于 2的 ΛQ中周期的
线性组合w′，这诱导了由 d′(t) = d(t)+w′ε对Π2(Q)的非平凡一阶 dg形变，其中 t =

∑
i∈Q0

ti。
请注意，这种变形自然扩展到一个实际（或全局）dg变形

B′ = (Π2(Q), d′|ε=1)
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的Π2(Q)。然后，A∞-代数Z(Γ)′ = Ext•B′(kQ0,kQ0)是一个非平凡的A∞-形变（比较 [1, Prop. 4.7]）
的 Z(Γ)，使得 RHomZ(Γ)′(kΓ0, kΓ0)与关于长度过滤的 B′的完备化拟同构。这里我们需要取完
备化，因为 B′和 Z(Γ)′是普通 dg代数，没有阿当斯分级；参见导出 Koszul对偶 (4.1)。 �

备注 4.6. 定理 1.1可能更一般。即，设 Γ是定义 4.3中的任意一个非类型 ADE 的图。那么分
次代数 Π2(Γ)不是本质形式的，也就是说它允许非平凡的 A∞-形变。原因是如下。由备注 4.5，
我们有

HH2,q(Z(Γ), Z(Γ)) ' HH2,q(Z(Γ)!, Z(Γ)!)

' HH0,q(Z(Γ)!, Z(Γ)!)

' (Z(Γ)!/[Z(Γ)!, Z(Γ)!])0,q+2 ,

其中第二个同构关系成立是因为 Z(Γ)!是左侧 2-卡拉比-丘（因为 Z(Γ)是右侧 2-卡拉比-丘）。我
们指出，除非 Γ是一棵树（或二分图），Z(Γ)!可能不会同构于一个预射代数；比较备注 4.5。但
是通过与 [17, Thm. 13.1.1]和 [13, Theorem 1.4.b]类似的计算，也可以参考 [13, page 518]，我
们可以证明 (Z(Γ)!/[Z(Γ)!, Z(Γ)!])0,>2的总维数是无限的。

示例 4.7. 设 Γ 是扩展的 D4 图。然后结合命题 3.2 和 4.4 与 [17, Thm. 13.1.1]，我们得到
HH2,>0(Z(Γ), Z(Γ)) ' (e4ΛQe4)

>2，其总维度为无限。这里 e4对应于下面箭图的底部顶点。因
此，Z(Γ)允许一个无限维的 A∞-变形家族。例如，周期 β4α1β1α4引发了一个非平凡的 A∞-变
形，使得 Z(Γ)的m4仅在

m4(β4 ⊗ α1 ⊗ β1 ⊗ α4) = β4α4 , m4(α4 ⊗ β4 ⊗ α1 ⊗ β1) = α1β1 ,

m4(β1 ⊗ α4 ⊗ β4 ⊗ α1) = β1α1 , m4(α1 ⊗ β1 ⊗ α4 ⊗ β4) = α4β4

（相差一个标量）时是非零的，并且所有其他作用于箭头上的高乘法都消失。

Γ =
α1

β1

α2β2

α3

β3

α4 β4
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