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Tsirelson问题否定解决的可能物理后果
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2020 年，Ji 等。 [arXiv:2001.04383 和
Comm. ACM 64, 131 (2021)] 提供了一个证
明，表明复杂度类 MIP∗ 和 RE 是等价的。这一
结果意味着 Tsirelson 问题的否定解答，即 Cqa

（张量积相关性的闭包）和 Cqc（交换相关性集）可
以通过超平面（即类似于贝尔不等式的不等式）来
分离。特别是，存在由无穷维量子系统上的有限数
量的交换测量产生的相关性（具有有限数量的结
果），这些相关性不能通过有限维张量积相关性的
序列来逼近。这里我们指出这个结果有四种逻辑可
能性。每种可能性都因其从根本上以不同方式挑战
空间上分离系统的性质而有趣。我们列出了一些
开放问题，以便为决定哪种可能性是正确的取得
进展。

1 定义

关于复杂性类MIP∗ 和 RE，Ji的等人士。[1, 2] 结
果对两种量子关联集之间的关系具有影响。因此，
适当地从提供相关关联集的定义开始是合适的。

定义 1 (相关性). 对于一个二部贝尔场景
(|X|, |Y |, |A|, |B|) [3, 4] ，其中爱丽丝的所有测量
x ∈ X具有相同的输出集A，鲍勃的所有测量 y ∈ Y

具有相同的输出集 B，且 A, B, X, Y 是有限集，一
个相关性（例如在 [5]中使用的术语），或相关矩阵
（例如在 [6]中使用的术语），或行为 [7] ，或经验模
型 [8] ，或概率模型 [9] ，或框（例如在 [10]中使
用的术语）是所有 x ∈ X 和 y ∈ Y 以及所有 a ∈ A

Adán Cabello: adan@us.es
Marco Túlio Quintino: Marco.Quintino@lip6.fr
Matthias Kleinmann: matthias.kleinmann@uni-siegen.de

和 b ∈ B 的集合 p(a, b|x, y)。也就是说，这是一个
概率分布列表，每对 (x, y)都有一个。

请注意，在这里以及以下内容中，集合
A,B,X,Y 是任意的，但固定的。

定义 2 (量子关联的集合 Cq [11–13]). 一个相关性
p在集合 Cq 中，如果存在有限维的可分希尔伯特
空间HA和HB，正算子值测度（POVMs）（在有限
结果的情况下，是一组求和为单位矩阵的半正定算
子）Ax = {Ax

a}a∈A 对于所有 x ∈ X 在 HA 上，以
及 By = {By

b }b∈B 对于所有 y ∈ Y 在 HB 上，并且
存在密度算子（即带有单位迹的半正定算子）ρ在
HA ⊗ HB 上，使得

p(a, b|x, y) = tr(Ax
a ⊗ By

b ρ). (1)

定义 3 (量子空间相关性集 Cqs [11–13]). 与定义 2
相同，但将 Cq 替换为 Cqs，并将“有限维”替换为
“(可能无限维)”。

定义 4 (量子近似关联的集合 Cqa [11–13]). Cqa 是
Cq 的闭包。也就是说，所有可以被有限维近似任
意好的张量积相关性。

定义 5 (量子交换关联的集合 Cqc [11–13]). 如果相
关性 p在集合 Cqc 中，则存在一个可分的希尔伯特
空间H（可能为无限维），对于所有 x ∈ X 在H上
的 POVMsAx = {Ax

a}a∈A，以及对于所有 y ∈ Y 在
H上的 By = {By

b }b∈B，使得对所有 x, y, a, b成立
[Ax

a, By
b ] = 0，并且存在一个密度算子 ρ在 H上，

满足

p(a, b|x, y) = tr(Ax
aBy

b ρ), (2)

其中 Ax
aBy

b 是算子 Ax
a 和 By

b 的乘积。
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备注 1. Cqs在非相对论量子力学（QM）和非相对
论量子信息 [14, 15]中常用于建模两个空间上分离
系统之间的测量相关性。

备注 2. 在代数量子场论（AQFT）中，局部可观测
量由作用于联合希尔伯特空间上的算子表示，Cqc

在原则上是时空分离区域实验之间相关性的集合
[16, 17]。然而，有时会添加额外的约束条件以处理
无限多自由度的问题。这些约束意味着严格分离的
时空区域的局部代数包含在希尔伯特空间张量因
子中。这被称为“分裂性质”[18]。因此，Cqs将是
满足这种分裂性质的时空分离区域之间的相关性
集合。然而，“如果能够构建并实现实验室中的适当
相关表达式，就可能通过实验反驳分裂性质”[19]。

备注 3. Cqc 也是量子力学模型描述互不干扰的、
可联合测量的尖锐可观测量之间相关性的方式。例
如，由 Kochen-Specker情境性可联合测量的尖锐
可观测量顺序理想测量产生的那些 [20]。

备注 4. 符号 Cq, Cqs, Cqa, Cqc 可追溯到参考文献
[11–13, 21]。这些定义直接意味着 Cq ⊆ Cqs ⊆
Cqa ⊆ Cqc，且可以发现 Cqc 已经封闭 [12, 13]。

定义 6 (Tsi列森问题 [22]). Cqa 是否等于 Cqc？或
者，等价地说，所有无限维的交换相关性能否被有
限维张量积相关性的序列近似？

2 先前结果的总结

结果 1. Scholz和Werner [22]表明在假设 Alice的
或 Bob 的算子代数是核的情况下，Cqa = Cqc 成
立。例如，如果 Alice 被限制执行两种不同的二值
测量，或者基础希尔伯特空间是有限维的 [23]。

结果 2. Junge 等人。 [19] 和 Fritz [24] 表明
Tsirelson 的问题和 Connes 关于 von Neumann 代
数中有限近似的嵌入问题（已知等价于 Kirchberg
的 QWEP 猜想）是等价的。

结果 3. Coladangelo 和 Stark[25]表明，在二分贝
尔场景 (4, 5, 3, 3)中，Alice（Bob）有 4（5）设置
和 3结果的情况下，存在一种相关性在 Cq 中无法
实现但在无限维量子系统中通过 Cqs 实现了这种相
关性，因此 Cq 6= Cqs。

结果 4. Slofstra[6]表明 Cqs 6= Cqa，也就是说集合
Cqs不是闭合的。证明是构造性的，在讨论的贝尔场
景中，输入集的大小分别为 184和 235，输出集的大
小为 8和 2。因此该贝尔场景是 (184, 235, 8, 2)。后
来，Dykema等。[26] 表明 Cqs 6= Cqa 在 (5, 5, 2, 2)
场景中已经成立。此证明随后在文献 [27]中得到了
简化。

结果 5. Ji等。[1, 2] 表明了复杂性类MIP∗ 和 RE
的等价性，并且这进一步意味着在某个具有有限
n = |A| = |B|和 k = |X| = |Y |的贝尔场景中存在
Cqa 6= Cqc。因此，并非所有无限维的交换相关性
都可以通过有限维张量积相关性的序列来逼近。

MIP∗ = RE [1, 2] 的另一个结果是，对于某些
ε > 0，Cqa 的 ε-弱成员问题不可判定。也就是说，
无法设计一个通用算法来判断来自任意贝尔场景
的相关性 p是否接近（在 l1距离下）集合 Cqa的 ε。

备注 5. Ref. [1]中的证明“给出了一个明确的相关
性，该相关性属于集合 Cqc 但不属于 Cqa。" [. . . ]
原则上可以确定参数 n[爱丽丝和鲍勃的测量设置
数量，即 n = |X| = |Y | ] 和 参数 k[所有测量的结
果数量，即 k = |A| = |B| ] 的上限来从证明中分
离相关性。虽然我们没有提供这样的界限，但证
明中的任何一步都不需要这个界限达到天文数字；
例如，我们认为（未经证明）1020是一个明确的上
限”[1]。特别是，参考文献 [1]的结果确保了一个非
局域游戏（贝尔不等式的一个特例）的存在，使得
来自 Cqc 的关联可以以单位概率获胜，但来自 Cqa

的关联无法达到大于 1/2的值。

结果 6. 通过结合上述结果，我们看到存在有限集
A,B,X,Y，使得对于它们相关的场景，我们有严格
包含

Cq ( Cqs ( Cqa ( Cqc. (3)

3 物理可能的后果

数学事实表明，Cqa 和 Cqc 可以通过一个类似贝
尔的不等式分开，以后称为量子张量不等式，并
且量子力学和阿基米德量子场论原则上允许存在
p ∈ Cqc \ Cqa，这为检测量子张量不等式的违反情
况打开了实验的道路。然而，目前还不清楚这样的
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图 1: (a) 两位独立观察者 Alice和 Bob分别对两个空间上
分离的系统进行测量的实验。(b) Alice和 Bob在一个单独
的系统上执行可交换测量的实验。在这两种情况下，x(y)是
Alice（Bob）的测量结果，a(b)是相应的输出。

实验是否可以在原则上进行，以及它们的结果会是
什么。

我们的目标是根据哪些实验可行及其结果来
识别逻辑可能性。为此，我们将系统之间存在空间
分离的实验（如图 1(a)）与在同一系统上执行的交
换测量实验（如图 1(b)）区分开来。在第一种情况
下，我们还将事件呈空间分离的实验（如图 2(a)）
与事件不呈空间分离的实验（如图 2(b)）区分开来。

可能性 1. 没有 p ∈ Cqc \ Cqa 是可行的，即使在对
单个系统进行可交换测量的实验中也是如此。

可能性 2. 没有 p ∈ Cqc \ Cqa 在两个空间分离系统
的实验中是可行的，但 p ∈ Cqc \ Cqa在单个系统上
的可交换测量实验中是可行的。

可能性 3. p ∈ Cqc \ Cqa 在两个空间上分离的系
统实验中是可行的，但前提是这些事件不能时空
分离。

可能性 4. p ∈ Cqc \ Cqa 在两个空间上分离的系统
中的实验中是可行的，即使这些事件在时空上是分
离的。

可能性 2意味着在单一系统上存在无法在空间
分离系统上实现的相关性。换句话说，对于具有
相同可联合测量关系的观测值场景，存在 Kochen-
Specker情境相关性（非干扰的共同可观测值测量
之间的相关性）比任何空间分离的相关性“更大”。

可能性 3意味着，在复合系统中存在相关性，
如果事件不是类空间隔的，将违反量子张量不等
式，而当事件是类空间隔时，这种违反就会消失。

任何可能性 2、3和 4都允许在特定条件下产
生相关性 p ∈ Cqc \ Cqa，从而开辟了一条通过实验
证明具有无限多自由度系统存在的途径。

相关性 p ∈ Cqc \ Cqa可能由于各种障碍而无法
实现，包括：

（a）在接受的量子力学/代数量子场论框架内，无
法表示导致 p 的状态和测量（参见例如参考
文献 [28]）。

（b）实现导致 p的状态和测量的设备的存在与某些
基本的实际限制相矛盾（例如，由于宇宙学约
束而无法访问的能量或时间需求）。

(c) 这些设备无法实现，因为受到基本定律的限制
（例如，对清晰可观测量的理想测量可能需要
无限的时间或能量，参见文献 [29, 30]。

（d）对无限维系统进行测量是不可能的，这些测量
不对应于有限维系统的测量（例如，请参见参
考文献 [31, 32]）。

尽管存在所有可能的障碍，我们认为设计一种
策略来尝试确定四种可能性 1–4中的哪一种发生并
识别其原因是很重要的。

4 实验测试路线图

问题 1. 在物理学中哪些可能性 1–4是适用的？

解决 1问题的一种方法是解答以下问题：

问题 2. 明确地识别出存在 p ∈ Cqc \ Cqa 的场景。
在这里，我们所说的场景不是贝尔场景，而是科赫
恩-斯佩克尔的上下文性场景，其中可观测量的关
系与贝尔场景中的联合可测量关系相同。据我们所
知，这些场景甚至可能包括那些具有与 (3, 3, 2, 2)
[33] 或 (4, 5, 3, 3) [25] 贝尔场景相同的联合可测量
关系的场景。

问题 3. 对于通过解决 2问题所获得的任何场景，
明确识别出 p ∈ Cqc \ Cqa。

吉等。[1, 2] 的结果表明问题 2和 3可以解决。

问题 4. 检查通过求解问题 3所获得的相关性在量
子力学/代数量子场论中是否有表示。考虑其物理
实现的障碍。

问题 5. 如果没有障碍，识别由 p违反的量子张量
不等式，并找到可以在实际（不完美）实验中进行
测试的违反情况。
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图 2: 时空图展示了测量 x和 y的一个实现及其相应结果 a和 b。每次测量都需要从决定进行测量的点到记录其结果之间的
一定时空区域，这一区域的大致范围用灰色框表示。为了具有类空间隔，测量 y的结果 b必须位于任何测量 x结果 a的未来
光锥之外，反之亦然。在 (a) 中，a|x和 b|y是类空间隔的。在 (b)中，a|x的一部分位于 b|y的光锥内，而 b|y的一部分位
于 a|x的光锥内。

备注 6. Navascués-Pironio-Acín 层次 [34, 35]是一
个外逼近族，收敛到 Cqc。然而，我们没有任何内
逼近层次收敛到 Cqc。因此，对于 Cqc 的 ε-弱成员
问题可能是不可判定的，就像 Cqa [2] 的情况一样，
参见结果 5 和参考文献 [1, 2]。然而，即使它是不
可判定的，找到一个量子张量不等式只需要为 Cqa

中的任意元素找到函数 T 的一个上界，这个上界要
小于 Cqc 中 T 的最大值。

到目前为止，我们只考虑了二部图的情况。然
而，一种更实用的方法来研究关联的物理可能是将
Cqs, Cqc，以及问题 1–5扩展到多部图的情况。从
这个角度来看，考虑以下内容会有所帮助。

问题 6. 张量和交换相关性之间的差距随着系统数
量的增加如何增长？
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