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有限温度瞬子的第一性原理
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我们从基本原理推导出有限温度下的量子隧穿率。隧穿率取决于温度和时间。我们证明了因此相关
虚粒子应定义在 Keldysh-Schwinger路径上，并讨论了熟悉的时间结果如何源自物理时间极大的极限。
我们在高、低温极限下识别出了不同的行为，包括背景场的影响。我们构建了一个包含大有限温度效应
的一致微扰方案。

介绍。隧道效应是量子现象中最重要的一例之一 [1–
6] 。尽管我们对这一过程的理解取得了最近的进步 [7–
28] ，它的许多方面仍然难以捉摸，特别是对于非真空态
的隧穿，例如，在有限温度下的情况。

基于量子系统在零温极限和经典系统在有限温度下
严格导出的跃迁率公式 [29–36]，一个虚假真空在有限温
度下的隧道速率 Γ每单位空间体积 V 长期以来被认为由
系统的自由能 F 的虚部给出 [5, 6]

Γ

V
' −2 Im(F ) = −2 Im

−T log
∫

ϕ(0)=ϕ(β)

Dϕ e−SE [ϕ]

 , (1)

根据欧几里得作用 SE [ϕ]。在整个文章中，β ≡ T−1表示
逆温度。方程 (1) 等同于在欧几里得时间轴上对方程 [3]
的零温结果施加周期性边界条件。

该零温公式在推导此表达式时受到几个概念性问题
的困扰，如果要恢复已建立的领先阶结果，则需要进行非
平凡的修改 [7–9] 。最重要的是，在等式 (1)中反弹对路
径积分贡献的虚部被其他鞍点的贡献所抵消，这意味着穿
隧率消失。虽然可以通过人为限制所谓潜在变形方法 [8]
的路径积分域来处理这些问题，但这样做唯一的动机是
为了恢复科尔曼著名的领先阶结果。这些抵消不依赖于欧
几里得时间间隔的大小，因此有限温度的结果继承了这些
问题。

该方法的另一个缺点是时间依赖性的作用。人们普遍
认为隧穿速率是先验的一个实时依赖的可观测量 [7, 8]。
在零温度情况下，欧几里得时间依赖性通过维克旋转产
生，而相对于感兴趣系统的自然时间尺度而言，大时间极
限导致表观的时间独立性。如何使该过程与公式 (1)中的

∗ tstngssr@mit.edu
† mkonig@mit.edu
‡ dikaiser@mit.edu

φ

U [φ]

φFV φtop

t = 0 t

ϕi Σϕi

F

R

图 1. 系统的能量 U 作为场 φ的泛函。在 t = 0，系统可以被
描述为位于盆地 F 内的热系综，该盆地通过隧道轨迹在场空间
中的局部最大值与R分开。场空间超曲面Σϕi 包含了所有在R
中与 ϕi 能量简并的场配置。φtop 是熟悉的涡旋子。

有限欧几里得时间间隔（代表系统的温度）保持一致仍然
不清楚。
定义隧穿率。为了解答这些问题，我们从第一性原理

推导出隧道率 Γ，遵循 Refs. [7, 8]中的直接方法。Γ通过
系统在其经典可访问区域 F ,PF (t) = PF (0) · e−Γt内的概
率变化来定义。这定义了 Γ为

Γ = − 1

PF (t)

d
dt

PF (t) =
1

PF (t)

d
dt

PR(t), (2)

，其中R是场空间中 F 的外部。见图 1。
参照 Ref. [37]，我们通过其密度矩阵 ρ来描述系统。

在场空间的某个区域 Ω中找到该场的概率由以下给出：

PΩ(t) = TrΩ [ρ] (t) = N
∫
Ω

Dϕ 〈ϕ, t|ρ|ϕ, t〉. (3)

方程 (2)的右侧可以通过插入两个单位分解重写为：

PR=

∫
F

DϕiDϕj〈ϕi|ρ|ϕj〉
∫
R

Dϕf 〈ϕj |ϕf , t〉〈ϕf , t|ϕi〉. (4)

第一个因子，ρij ≡ 〈ϕi|ρ|ϕj〉，编码了系统的初始状态。第
二个因素 Pji ≡

∫
R Dϕf (...)描述了系统的时态演化。所

有没有明确时间标签的状态均定义在 t = 0。
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评估隧穿率。假设该场的初始状态完全局限于 F 内，
我们通过

〈ϕi|ρ|ϕj〉 =

〈ϕi|e−βH |ϕj〉 if ϕi, ϕj ∈ F ,

0 otherwise.
(5)

来描述系统。这种选择明确了一个重要的概念上的微妙
之处，影响了任何试图在有限温度系统中定义隧道率的
努力。原则上，这样的系统需要用整个福克空间上形式为
ρ ∝ e−βH 的密度矩阵来描述。然而，这样的状态将是静
止的，意味着不会发生隧道效应。相反，方程 (5)可以被
理解为描述了一个理想化的过冷状态。

这种状态的一种可能解释是，它是某个在修改后的势
能中已热化状态的残留物，在这个势能中真实真空盆地已
被移除，例如通过外部力或有限温度修正。

1真实真空形成后，我们预期初始会出现波动行为，对
应于集合内高能量激发的经典传播位于盆地之外，类似于
参考文献 [8]中讨论的零温情况。

鉴于这些瞬态效应在具体系统中的强烈依赖性和波
动动力学的复杂性，因此我们将分析限制为隧穿率之后状
态已被准备的情况。

我们的分析适用性由选定初始时刻 t = 0时系统状态
能被方程 (5)描述的准确性所控制。

为了评估方程 (4)，我们将密度矩阵重写为

〈ϕi|ρ|ϕj〉 =
∫
F

Dϕ∗〈ϕi|e−β1H |ϕ∗〉〈ϕ∗|e−β2H |ϕj〉 (6)

=

∫
F
Dϕ∗

ϕ1(β1)=ϕ∗∫
ϕ1(0)=ϕi

Dϕ1 e−SE [ϕ1]

ϕ2(β2)=ϕj∫
ϕ2(0)=ϕ∗

Dϕ2 e−SE [ϕ2] (7)

≡
∫
F
Dϕ∗E(ϕi|ϕ∗, β1)E(ϕ∗, β2|ϕj), (8)

其中使用了 β = β1 + β2。在最后一行中，我们引入了欧
几里得时间传播子 E。

我们还将表示实时演化的矩阵元用传播子的形式重
写。利用 |ϕi,j〉 和 |ϕf 〉 分别位于 F 和 R 中的事实，我
为了定义 D̄F，我们引入了泛函 Tϕk

[ϕ]，它将任意场 ϕ映
射到其首次达到包含与 ϕk 具有相同能量的 R 中所有配

置的场空间超曲面 Σϕk
⊂ R 的时间。就这个对象而言，

D̄F 被定义为

D̄F (ϕi|σ, s) ≡
ϕ(s)=σ∫
ϕ(0)=ϕi

Dϕ eiS[ϕ]δ (Tϕi
[ϕ]− s) . (10)

Tϕi
[ϕ] = s是交叉条件。在物理时间远大于势能内运动的

自然时间尺度的相关极限下，我们取 Tϕ∗ [ϕ] ' Tϕi
[ϕ]对

于所有 ϕi ∈ F。
请注意，我们的分析依赖于在准备了公式 (5)中的初

始状态后没有任何额外的假设。事实上，正如本节开头所
指出的，这将对应于没有隧穿的定态密度矩阵。相反，我
们仅要求系统处于由公式 (5)描述的过冷状态下在 t = 0

处，并允许系统在此之后完全自由演化。

式 (9)相当于将时间演化从 ϕi到 ϕf 分为两部分，一
部分连接 ϕi 与 Σϕi

中的某个 σ，另一部分则是之后的时
间演化。使用相同的表示方法对DF (ϕf , t|ϕj)，我们将Pji

重写为

Pji =

∫
Σϕ∗

Dσ

∫ t

0

ds
∫
Σϕ∗

Dσ′
∫ t

0

ds′ D̄F (ϕj |σ, s)D̄∗
F (ϕi|σ′, s′)

×
∫
R
Dϕf DF (σ, s|ϕf , t)DF (ϕf , t|σ′, s′). (11)

遵循 Refs. [7, 8]，我们忽略反隧穿效应，对应于∫
R Dϕf |ϕf 〉〈ϕf | ' 1。

第 (11)式的第二行因此计算为DF (σ, s|σ′, s′)。接下
来我们将时间积分重写为∫ t

0

ds
∫ t

0

ds′ =
∫ t

0

ds
∫ s

0

ds′ +
∫ t

0

ds′
∫ s′

0

ds. (12)

现在我们使用方程 (9) 将方程 (11) 中的传播子与 D̄F 的
两个因子之一重新组合。通过导数消除剩余的时间积分，
我们找到

dPji

dt
=

∫
Σϕ∗

Dσ D̄F (ϕj |σ, t)D∗
F (σ, t|ϕi) + c.c. (13)

由于 ρij 是时间独立的，因此 Γ变为

们得到 [7, 8]

DF (ϕj |ϕf , t) ≡ 〈ϕj |ϕf , tf 〉 =

=

∫
Σϕj

Dσ

∫ t

0

ds D̄F (ϕj |σ, s)DF (σ, s|ϕf , t). (9)

1 这与参考文献 [8]中给出的假真空状态定义相平行。这些作者认为，
由于其静态性质和在真实真空盆地中的广泛支持，假真空不能被视
为能量本征态。相反，假真空状态应理解为所谓的共振状态的叠加，
在移除真实真空盆地后可以用势能的本征函数来近似。
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Γ =
1

PF (t)

∫
F

Dϕ∗

∫
Σϕ∗

Dσ

∫
F

Dϕi

∫
F

DϕjE(ϕi|ϕ∗, β1)E(ϕ∗, β2|ϕj)D̄F (ϕj |σ, t)DF (σ, t|ϕi) + c.c. (14)

类似于对最终状态的积分，我们将对 ϕi,j 的积分近似为∫
F Dϕi,j |ϕi,j〉〈ϕi,j | ' 1。对 ϕi的限制通过将交叉条件扩
展到欧几里得时间传播子得以保持。对ϕi,j进行积分使我
们能够将公式 (14)中的每个实时路径积分与其“相邻”的
欧几里得时间积分合并。剩下的每个积分都可以通过变形
复数时间积分路径来求值，见图 2。

Re(z)

Im(z)

ϕj

ϕ∗

ϕ∗

ϕiβ1

β2

σ ∈ Σϕj

图 2. 灰色：与等式 (14)相关的轮廓。红色：在对 ϕi,j 进行积
分后，可以将轮廓变形到复平面上。蓝色：沿着该轮廓可以最
方便地评估复作用。

对于长时间 t，图 2中的对角线轮廓相当于通过角度
ε1,2 = β1,2/t进行无限小的Wick旋转。沿此路径的动力
学可以用通常形式的传播子来描述，尽管作用量是相对于
新的复时间变量 z = (1− iε)t定义的。这给出了

Γ =
1

PF (t)

∫
F

Dϕ∗

∫
Σϕ∗

DσD̄ε2
F (ϕ∗|σ, t)Dε1

F (σ, t|ϕ∗) + c.c.

=
1

PF (t)

∫
F
Dϕ∗

∫
Σϕ∗

Dσ

ϕ1(t)=σ∫
ϕ1(0)=ϕ∗

Dϕ1 eiSε1 [ϕ1]δ (Tσ[ϕ1]− t)

×

 ϕ2(t)=σ∫
ϕ2(0)=ϕ∗

Dϕ2 eiSε2 [ϕ2]


∗

+ c.c. (15)

所有带有标签 ε1,2的量都是相对于复时间变量 z1,2 = (1−
iε1,2)t定义的。

稳态子。式 (15) 可以通过驻相近似进行计算。我们
将相应的鞍点称为 φ1,2，它们的作用称为 S1,2。虽然所有
路径积分的边界条件意味着场在初始和最终时刻具有实
数值，但运动方程 (终了。) 中的复数因子导致中间时间
出现复数解，即所谓的继续前进 [38]。通过将场分解为其
实部和虚部，稳态子描述了两个实场的动力学，这两个实
场通过受无穷小参数 ε1,2控制的相互作用联系在一起。对

于短时间而言，这意味着场的实部分基本上在其 F 内进
行经典运动，稳定地产生虚部，进而驱动实部的运动，从
而使其实部能够达到R。参见图 3以获得一个示例。运动
方程表明 φ1,2是其各自复时间平面上的解析函数。此外，
分解的任意性 β = β1 + β2 和对 ϕ∗ 的积分表明，这两种
解可以合并成一个在欧几里得时间方向上具有 β 周期性
的单一函数。参见图 4。

xRe (t)

0.1 xIm (t)

xI (ϵt)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
-2

-1
x*

0

xs
1

2

t

x

β1=β2=4, ϵ=0.01

图 3. 一个点粒子在双重势阱中的稳态解，V (x) = 1
4
(x − 1)2。

蓝：位置的实部。绿：位置的虚部。红：实部的转折点构成了欧
几里得时间瞬子。

归一化因子 PF (t)主要由常数鞍点 φFV 决定（见图
1），导致指数消失。Γ因此在主要阶为如下形式

Γ 'A · eiS1−iS∗
2 + c.c.

=A · e−(ImS1+ImS2)+i(ReS1−ReS2) + c.c. (16)

稳态子的运动方程意味着它们投影到平行于实数时间和
欧几里得时间轴的轮廓上是关于相应时间变量的运动方
程的解。首先，这表明稳态子投射到从 ϕ∗开始的实数时
间轮廓上的部分描述了该配置的经典实时演化。因此，这
些轮廓部分对整体作用量的贡献严格为实数，并且对于上
轮廓和下轮廓是相同的，从而使方程 (16) 中的复相位抵
消。类似地，稳态子投射到在这些配置上结束的欧几里得
时间轮廓上的部分描述了该配置在虚时间中的“经典”运
动。与 β-周期性相结合，这意味着将稳态粒子在欧几里
得时间轴上的投影，或在 σ 以下与该轴平行的轮廓上的
投影，视为欧几里得运动方程的解。这两个解可以被识别
为单个 β-周期性瞬子的一部分，如图 4所示。结合来自
积分轮廓的因子 i，总指数因此由 β-周期性瞬子的欧几里
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x

V (x)

x∗ σ

τ

x

σ

β1 β2

x∗

图 4. 周期性欧几里得时间瞬子决定了点粒子在对称双井势
V (x)中极限 t → ∞下的隧穿率。浅灰色箭头表示系统在反转
势 −V (x)内的周期运动。鞍点值 x∗ 和 σ，对于解的存在性是
必要的，取决于 β 分成 β1 和 β2 的划分。

得作用给出。

相应的稳态描述了不所代表的物理过程，因为这种过
程的确切时间顺序将取决于选定的复数时间路径。它更是
一个形式上的工具来计算方程 (16)中的总和，该总和继承
了个别贡献的结构。将 ϕ∗解释为主导隧穿起点的观点与
边界条件不一致；在参考文献 [38]中认为，从本征态出发
的隧穿通常由具有初始动量的瞬子主导而非周期性构型。
类似地，在有限温度情况下，β-周期性来自于对热系综的
求和。在参考文献 [38] 中还指出，使用稳态来描述方程
(16)中的实时贡献需要对方程进行正则化处理，这相当于
对实时路径进行无穷小的威克旋转。见图 5。因此，实际
速率由对应于扩展到各种欧几里得时间间隔的过程确定，
每个间隔都大于 β。这种正规化的必要性也影响了有限温
度稳态，它满足沿任何复数时间路径的交叉条件，除了那
些与实时间轴重叠的部分。这些路径是勒夫谢茨花瓶的一
个特例，表明我们的分析可以被视为皮卡尔-勒夫谢茨理
论 [18–28]的应用。

Re(z)

Im(z)

ϕj

ϕ∗

ϕ∗

ϕi
β1

β2

τi

τj

σ ∈ Σϕj

图 5. 凯尔迪什-施温格轮廓代表了等式 (16)中的一个贡献项。
在实时间分支上存在稳态子需要一种正则化，这可以理解为一
个无限小的威克旋转，延伸到虚时间区间。

多场模型和有效作用量。在许多应用中，外部自由
度通过相互作用影响隧道效应的影响是至关重要的 [39–
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图 6. 欧几里得作用量作为逆温度 β 的函数对于势能 V (x) =
1
4
(x2 − 1)2。量子隧穿在这些单位中需要 β & 6.28，这对应于倒
置势阱最小值周围的振荡器周期。对于较小的 β 值，跃迁完全
由热激发决定。

42]。我们可以通过扩展PR来将它们纳入我们的讨论，即

PR(t) = N
∫

Dχ

∫
R
Dϕ 〈ϕ, χ, t|ρ|ϕ, χ, t〉. (17)

对于零温度的情况，在 Ref. [8]中认为正确处理这些额外
路径积分的方法是首先使用树级势能求解瞬子，然后再对
剩余的场进行积分，使得它们的影响简化为方程 (16)中的
预因子 A的附加贡献。
循环修正对势可能在有限温度系统中是重要的，例

如，通过粒子获得热质量 [42–44]。这表明需要消除外部场
之前进行鞍点近似以捕捉这些效应，这意味着将使用一个
有效作用量。然而，在文献 [8]中指出，瞬子背景可能会破
坏动量依赖的有效作用量修正的收敛性。用产生瞬子的场
φ表示，这些修正被逐渐更高阶的m2

φ/m
2
i 所抑制，其中

m2
i 是被积分并评估在瞬子上的粒子的质量 [39, 40, 42]。
因此，虽然场 φ的波动始终需要以其泛函决定因子形式进
行评估，任何其他场都可以通过其对有效作用量的贡献来
考虑，只要它的（有效）质量大于瞬子 [45]周围标量场的
质量。当这个比值是时空依赖时，在欧几里得作用主要取
决于该区域数值的空间区域内，瞬子被局域化，展开由其
在这个区域的值控制。如果隧穿只能通过无法被积分掉的
粒子（如标量场本身）的环贡献来实现，则这种方法或参
考文献 [8]中建议的策略均不适用。
极限。对于低温，β → ∞，我们恢复了熟悉的零温结

果。由于高温极限对应于大的占据数，可以预期它会重现
经典跃迁率 [29–36]，其中指数在主要阶由欧几里得时间
方向上的常数解决定，即色夫拉龙。见图 6。
对于一个点粒子，有限温度瞬子代表了在逆势中的周

期运动。对于一般的势能函数，此类运动所需的欧几里得
时间从下方被某些∆τmin所限定，该值的量级与势能的时
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间尺度典型值相当。当 β 的值更小时，则不存在周期解，
仅留下粒子静止在势垒顶部的解。这种配置本身违反了穿
越条件，但其无穷小变形仍可作为近似解。

非微扰效应可以影响这一极限。通过移除较重的场并
重新求和所谓的环图，可以诱导出与温度相关的势能修正
项，包括一个质量项。对于足够高的温度，这些项的大小仅
由温度控制。例如，热质量通常具有形式m2

T = κ ·T 2，其
中包含了标量场与其背景场耦合的一些组合 κ，但重要的
是没有额外的环抑制因子 (4π)−2Nloop。换句话说，理论中
的所有相关能量尺度都与温度同阶，直到数值系数O(1)，
这在足够大的耦合情况下成立。这可以理解为粒子的能量
由于其与越来越热的背景等离子体耦合而增加，从而抵消
了占据数的增加。一个重要的例子是标准模型希格斯场，
我们发现系数 κ 在所有高于不稳定性尺度中心值的能标
上都位于范围 0.1− 0.2内，即 µI ∼ 1011 GeV [46]。虽然
这原则上建立了微扰展开的可能性，但也表明高精度计算
应考虑在 κ的主导阶修正，特别是由于例如可能很大的右
手中微子效应可以进一步增强这种效果 [12]。

讨论。我们已经推导出了有限温度系统中隧道率的一
个紧凑路径积分表示。其指数可以通过一个驻相近似来确
定，该近似主要由一个 β-周期稳态主导。在物理时间趋于

无限大的极限下，指数简化为将此稳态投影到长度为 β的
欧几里得时间路径上的瞬子的欧几里得作用。

这个简单的关系解释了隧道率，即先验的这个实时依
赖的量，如何可以用一个欧几里得时间量来描述。我们的
分析表明，周期瞬子并不不代表热系综中一个主导状态的
贡献，而是作为一种形式工具用于对系综求和。此外，我
们还分析了背景场对隧道率的影响以及与高温极限和低
温极限相关的细微之处。这为在任意温度下的隧道和泡核
形成计算建立了一个坚实的基础。
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