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摘要. 超统计理论是玻尔兹曼-吉布斯统计力学的一种推广，它允许温度波动，并从这
些波动的分布函数生成非规范系综。最近的一些结果表明超统计并不普遍适用，但任

何超统计模型都必须满足所谓的基元逆温度函数 βF 的几个条件。在这项工作中，我们

提供了一组必要且充分的条件，使得一个非平衡稳态模型可以通过超统计来表达，这

表明 βF 本身决定了温度超统计分布的存在。

1. 介绍

非平衡稳态在实际物理系统中经常被观察到，如等离子体 [1–4]和自引力系统 [5]，以

及在复杂的非物理系统中，比如金融市场 [6, 7]、社交网络 [8]和其他系统。

在旨在描述这些非平衡稳态的传统统计力学理论推广中，Tsallis非广泛统计 [9]和

超统计学 [10,11]可能是文献中最常见的。特别是，超统计学提供了一种优雅且紧凑的

形式主义，其中逆温度 β := 1/(kBT )是一个具有明确定义的概率密度的随机变量。

尽管超统计可以在与概率理论完全一致的方式下被假设 [12–14] 并可以使

用 [15] Jaynes的最大熵原理 [16] ，但它并不兼容每一种可能的非平衡稳态模型。

建立超统计的有效范围问题是开放性问题，因此，我们中的部分人 [17]最近提出了一

种非平衡稳态的分类方法，在该方法中，微观状态的概率密度 Γ形式为

P (Γ|S) = ρ
(
H(Γ);S

)
(1)
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其中 ρ(E;S)是一个称为系综函数的非负函数，H(Γ)是系统的哈密顿量。在这个分类

中，超统计模型仅占据所有可能稳态模型空间中的某个区域。特别地，这个模型的空

间被划分为两个区域，取决于逆温度协方差的符号

U :=
〈
(δβF )

2
〉
S
−
〈
βF

′〉
S

(2)

其中 βF 是定义为

βF (E) := − ∂

∂E
ln ρ(E;S). (3)

根据这种分类，当 U > 0时，模型是超规范的，而当 U < 0时是次正则，正则系

综（代表热平衡）对应于 U = 0。超统计模型是超正则的，在这种情况下，U 与逆温

度的方差一致，也就是说，

U =
〈
(δβ)2

〉
S
≥ 0. (4)

在这项工作中，我们提出了一组关于超统计有效性的必要且充分条件，这些条件

仅用基本逆温度函数 βF 及其导数来表达。

本文的其余部分组织如下。在第 2节中，我们简要介绍了超统计框架，并给出了

一些已知的有效条件。接下来，在第 3节中，我们陈述了本工作的主要结果（其证明

见第 Appendix A），而在第 4节中，我们提供了一些导致计算矩和累积量时捷径的期

望恒等式。在第 5节中，我们提供了应用我们结果的一些具体示例，最后，在第 6节

中，我们以一些总结性的评论结束了讨论。

2. 超统计框架

传统的玻尔兹曼-吉布斯统计力学基于正则系综，其中在温度 T 下观察到微观状态 Γ

的概率（密度）由下式给出

P (Γ|β) =
exp

(
− βH(Γ)

)
Z(β)

, (5)

其中 β := 1/(kBT )是逆温度，Z(β) :=
∫
dΓ exp

(
−βH(Γ)

)
是配分函数。通常，Γ是系

统相空间中的一个点，例如，对于由N个粒子组成的系统，Γ = (r1, . . . , rN ,p1, . . . ,pN)

表示第 i个粒子的位置为 ri、动量为 pi。

超统计学采用这个典型系综并对其进行扩展，假设逆温度 β 不再是固定的，而是

系统的另一个自由度。因此，在 (5)中的典型分布现在被 Γ和 β的联合分布所替代，即

P (Γ, β|S) = P (Γ|β, S)P (β|S) = P (β|S)
exp

(
− βH(Γ)

)
Z(β)

. (6)
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由于在实际应用中，我们仅对微态 P (Γ|S)的边缘概率（密度）感兴趣，我们将联

合分布关于 β 进行积分，并得到

P (Γ|S) =
∫ ∞

0

dβ P (β|S)
exp

(
− βH(Γ)

)
Z(β)

, (7)

这取决于 P (β|S)的函数形式，可能会导致与正则系综截然不同的集合。我们清楚地看

到，P (Γ|S)仅通过哈密顿量H(Γ)依赖于Γ，因此我们可以定义一个非负函数 ρ(E;S)，

称为与 S 相关的系综函数，使得

P (Γ|S) = ρ
(
H(Γ);S

)
. (8)

通过比较 (8)和 (7)，我们很容易看出

ρ(E;S) =

∫ ∞

0

dβ f(β;S) exp(−βE) (9)

也就是说，ρ(E;S)是一个新函数的拉普拉斯变换，

f(β;S) :=
P (β|S)
Z(β)

, (10)

我们将这个新函数称为超统计权重函数。

经常，超统计的形式是以能量值而不是微观状态来表示的。例如，能量和逆温度

的联合概率密度是

P (E, β|S) =
∫

dΓP (E|Γ, β)P (Γ, β|S)

=

∫
dΓδ

(
H(Γ)− E

)
P (Γ, β|S)

= exp(−βE)f(β;S)Ω(E),

(11)

其中 Ω(E) =
∫
dΓ δ

(
H(Γ)− E

)
是态密度。类似地，能量的边缘分布由以下给出

P (E|S) =
∫ ∞

0

dβP (E, β|S) =
∫ ∞

0

dβ exp(−βE)f(β;S)Ω(E) = ρ(E;S)Ω(E). (12)

从 (12)和 (11)我们可以通过观察到的能量值 E 获得逆温度的概率密度，即

P (β|E, S) =
P (E, β|S)
P (E|S)

=
exp(−βE)f(β;S)

ρ(E;S)
. (13)

这个量将在接下来的章节中成为我们分析的核心。特别是，让我们计算给定 E 下

β 的期望值，即， 〈
β
〉
E,S

=

∫ ∞

0

dβP (β|E, S)β. (14)
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将 (13)替换为 (14)，我们得到

〈
β
〉
E,S

=
1

ρ(E;S)

∫ ∞

0

dβ f(β;S) exp(−βE)β

= − 1

ρ(E;S)

∂

∂E

∫ ∞

0

dβ f(β;S) exp(−βE),

(15)

即， 〈
β
〉
E,S

= βF (E;S). (16)

超统计有效的两个必要条件已经为人所知，它们涉及 βF 的符号及其导数 βF
′。首

先，由于根据 (16)，βF 是非负量 β 的期望值，我们有

βF (E;S) ≥ 0 for E ≥ 0. (17)

其次，对 (16)以 〈
β
〉
E,S

= − 1

ρ(E;S)

∂ρ(E;S)

∂E
(18)

的形式两边求导，我们得到

∂

∂E

〈
β
〉
E,S

=
1

ρ(E;S)2

(
∂ρ(E;S)

∂E

)2

− 1

ρ(E;S)

∂2ρ(E;S)

∂E2
(19)

因此

βF
′(E;S) = βF (E;S)2 −

〈
β2

〉
E,S

= −
〈
(δβ)2

〉
E,S

, (20)

由于右边的方差是非负的，我们得到不等式

βF
′(E;S) ≤ 0 for E ≥ 0. (21)

请注意，将 (21)替换为 (2)意味着必要条件 U ≥ 0。关于是否存在涉及 βF 的二阶

或更高阶导数的进一步必要条件的问题仍然存在。

3. 基本温度决定了超统计模型的类别

在本节中，我们将证明对于一个超统计系统，在给定 E 的情况下，可以仅使用 βF 及

其导数直接计算出所有正矩 β。因此，函数 βF (E;S)本身决定了 P (β|E, S)在 (13)中

的存在性。为了说明这一点为何正确，我们首先得到第 n个矩的一般表达式用 ρ(E;S)

表示，

〈
βn

〉
E,S

=
1

ρ(E;S)

∫ ∞

0

dβ f(β;S) exp(−β)βn =
(−1)n

ρ(E;S)

∂nρ(E;S)

∂En
(22)
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其中 (16)是当 n = 1时的特殊情况。现在我们使用 Faà di Bruno 公式计算复合函数的

n阶导数，

∂n

∂En
f
(
g(E)

)
=

n∑
k=1

f (k)
(
g(E)

)
Bn,k

(
g′(E), g′′(E), g′′′(E), . . . , g(n−k+1)(E)

)
(23)

令 f(z) = exp(z)和 g(E) = ln ρ(E;S)。这里 Bn,k 是部分指数贝尔多项式 [18, 19]，定

义为

Bn,k(x1, x2, . . . , xn−k+1) :=
∑ n!

j1!j2! . . . jn−k+1!

(x1

1!

)j1 (x2

2!

)j2
. . .

(
xn−k+1

(n− k + 1)!

)jn−k+1

.

(24)

因为 f (k)(z) = f(z)对于 f(z) = exp(z)，我们得到

〈
βn

〉
E,S

= (−1)nBn

(
−βF ,−βF

′,−βF
′′, . . . ,−βF

(n−1)
)
, (25)

其中 Bn是第 n个完全指数贝尔多项式，由

Bn(x1, . . . , xn) :=
n∑

k=1

Bn,k(x1, x2, . . . , xn−k+1), (26)

给出，并且由于 Bn,k 的性质，我们最终得到〈
βn

〉
E,S

= Bn

(
βF ,−βF

′, βF
′′, . . . , (−1)n−1βF

(n−1)
)
. (27)

因此我们看到，βF 及其导数决定了所有 P (β|E, S)矩的集合，从而固定了分布本

身。此外，由于 P(β|E, S) ∝exp(−βE)f(β;S),，可以得出 f(β;S)也由 βF 唯一决定。

以 (27)的一个示例来说，P (β|E, S)的前四个矩分别为

〈
β
〉
E,S

= βF , (28a)〈
β2

〉
E,S

= (βF )
2 − βF

′, (28b)〈
β3

〉
E,S

= (βF )
3 − 3βFβF

′ + βF
′′, (28c)〈

β4
〉
E,S

= (βF )
4 − 6(βF )

2βF
′ + 3(βF

′)2 + 4βFβF
′′ − βF

′′′, (28d)

其中 (28a)和 (28b)分别与 (16)和 (20)一致。

我们可以通过回忆概率论中累积量的概念来理解 (27) 的含义 [20]。累积量

κ1, κ2, κ3, . . .与概率分布的矩类似，但通过累积生成函数 [21]定义，

lnMβ(t;E, S) :=
∞∑
n=1

tn

n!
κn(E;S), (29)
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其中Mβ(t;E, S)是 P (β|E, S)的矩生成函数，进而由

Mβ(t;E, S) :=
〈

exp(tβ)
〉
E,S

. (30)

将 (13)替换为 (30)，我们得到

Mβ(t;E, S) =

∫ ∞

0

dβ P (β|E, S) exp(tβ)

=

∫ ∞

0

dβ
f(β;S) exp

(
− β[E − t]

)
ρ(E;S)

=
ρ(E − t;S)

ρ(E;S)

(31)

因此，从 ln ρ(E − t;S)在 t = 0处的泰勒展开式中，我们有

lnMβ(t;E, S) = ln ρ(E − t;S)− ln ρ(E;S)

=
∞∑
n=0

(−1)n
tn

n!

[
∂n

∂En
ln ρ(E;S)

]
− ln ρ(E;S)

=
∞∑
n=1

(−1)n−1 t
n

n!
β
(n−1)
F (E;S).

(32)

通过逐项比较 (29)的幂级数，我们可以看到第 n个累积量由 βF 的第 (n− 1)阶导

数给出。

κn(E;S) = (−1)n−1β
(n−1)
F (E;S). (33)

这些结果，特别是公式 (27)和 (33)，促使我们提出了关于 n阶导数 βF 符号的以

下定理，该定理在 Appendix A中被证明。

定理 1. 稳态模型 S 具有基本逆温度 βF，当且仅当对于所有整数 n ≥ 0均成立

(−1)nβ
(n)
F (E;S) ≥ 0 (34)

时，它是一个超统计模型（包括正则情况）。

换句话说，在超统计中，βF 的所有偶数阶导数必须为正或零，而所有奇数阶导数

必须为负或零。条件 (34)既是超统计有效的必要条件也是充分条件，后者允许我们使

用不等式集 (34)作为超统计模型的替代定义，而不必明确引入逆温度分布。

定理 1还表明，P (β|E, S)的累积量 κn(E;S)全部非负，而 (33)的进一步结果则

由 Marcinkiewicz 定理 [22]所暗示，该定理指出没有概率分布可以具有超过二次的多

项式累积生成函数。这意味着

∣∣κn(E;S)
∣∣ > 0 for n ≥ 3, (35)
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以及由此从 (33)得出， ∣∣β(n)
F (E;S)

∣∣ > 0 for n ≥ 2 (36)

除非 βF (E;S)是常数函数（即当我们处于规范系综时）。这一结果告诉我们，一个超统

计的 βF (E;S)必须无限可微，因此不能是 E中的任何次数的多项式。这一观察导致了

定理 1的一个更强变体。

定理 2. 稳态模型 S 具有基本逆温度 βF，当且仅当对于所有整数 n ≥ 1，

βF (E;S) ≥ 0, (37)

和

(−1)nβ
(n)
F (E;S) > 0 (38)

成立时，它是一个非正则的超统计模型。

4. 使用递推关系和微分方程的累积量

处理 P (β|E, S)的累积量和矩的一种有时更为简单的方法是使用期望恒等式，特别是

被称为涨落耗散定理 [23]的那个恒等式，它是对于任何函数 ω(β)成立的恒等式

∂

∂E

〈
ω
〉
E,S

=

〈
ω

∂

∂E
lnP (β|E, S)

〉
E,S

(39)

。根据 (13)替换 P (β|E, S)，它简化为

∂

∂E

〈
ω
〉
E,S

=
〈
ω
〉
E,S

βF (E;S)−
〈
βω

〉
E,S

. (40)

在选择 ω(β) = βn 并且整数为 n 的情况下，我们得到了一个关于矩的递推关系

式，即 〈
βn+1

〉
E,S

=

(
βF (E;S)− ∂

∂E

)〈
βn

〉
E,S

. (41)

我们可以单独使用这个恒等式来计算从 βF 开始的所有正矩，而无需使用 (27)，或

者选择将 ω(β) = exp(tβ)代入 (40)，得到一个关于矩生成函数的微分方程。

∂

∂t
Mβ(t;E, S) =

(
βF (E;S)− ∂

∂E

)
Mβ(t;E, S). (42)

将两边同时除以永不为零的Mβ(t;E, S)，我们得到了一个更简单的累积生成函数

的微分方程， (
∂

∂t
+

∂

∂E

)
lnMβ(t;E, S) = βF (E;S). (43)
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5. 示例

在本节中，我们将探讨定理 1和 2的几个应用示例。

5.1. q-规范系综

首先，我们考虑 Tsallis非广延统计的 q-典范系综，其系综函数是

ρ(E; β0, q) =
1

Zq(β0)

[
1 + (q − 1)β0E

] 1
1−q

+
. (44)

相应的基本逆温度函数由

βF (E; β0, q) =
β0

1 + (q − 1)β0E
(45)

给出，并且可以方便地用 βF 本身来表示 βF
′。

βF
′(E; β0, q) = −(q − 1)βF

2(E; β0, q). (46)

进一步对 (46)进行微分，得到 βF 的高阶导数为

(−1)nβF
(n) = (q − 1)n(n!)βF (E : β0, q)

n+1, (47)

因此通过与 (34)比较，我们看到如果且仅如果 q ≥ 1，则存在超统计表示。

5.2. 高斯系综

另一方面，对于高斯系综 [24–27]我们有

ρ(E;A, ε) =
1

ηA(ε)
exp

(
−A(E − ε)2

)
(48)

基本的逆温度

βF (E;A, ε) = 2A(E − ε). (49)

这里我们看到 βF 对于 E < ε可以是负的，并且，更重要的是 βF
′ = 2A > 0，因

此高斯系综不存在超统计表示，其中包含 A > 0。此外，在这种情况下 βF 是一个多项

式，因此根据定理 2排除了超统计。
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5.3. 规范系综的一个简单修正

现在考虑具有基本逆温度的模型

βF (E; β0) = β0 +
1

E
. (50)

其对于 n ≥ 1的 n阶导数由下式给出

βF
(n)(E; β0) =

(−1)n n!

En+1
, (51)

因此该模型必须有超统计表示。直接使用 (43)，我们得到累积生成函数，

lnMβ(t;E, β0) = β0E + lnE + C(E − t) (52)

其中 C(z)是一个待定的函数。施加条件 lnMβ(0;E, β0) = 0，我们有

C(z) = −β0z − ln z (53)

因此，

lnMβ(t;E, β0) = β0t+ lnE − ln(E − t) =

(
β0 +

1

E

)
t+

∞∑
n=2

tn

n!

(n− 1)!

En
(54)

换句话说，

κn(E; β0) =


β0 +

1

E
for n = 1,

(n− 1)!

En
for n > 1,

(55)

与 (33)和 (51)一致。事实上，与 (50)对应的集成函数是

ρ(E; β0) =
exp(−β0E)

ζ(β0)E
, (56)

这是

f(β; β0) =
Θ(β − β0)

ζ(β0)
(57)

的拉普拉斯变换，因此从 (13)可以验证条件密度

P (β|E, β0) = exp(β0E)E exp
(
− βE

)
Θ(β − β0) (58)

被正确归一化，并且其矩生成函数由

Mβ(t;E, β0) =

∫ ∞

0

dβP (β|E, β0) exp(βt) = E

E − t
exp(β0t), (59)

给出，这与 (54)一致。
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6. 结论备注

我们建立了两个定理，都提供了超统计有效性的充要条件。其中更强的定理 2排除了

规范系综的平凡情况，在这种情况下，βF 是一个常数函数。给出了条件分布 P (β|E, S)

的矩和累积量的显式公式，这些公式完全用 βF 及其导数表示。定理 2的推论是非规范

超统计模型的基本逆温度函数是无穷可微的，因此不可能是任何阶次的多项式。
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Appendix A. 定理 1的证明

让我们首先回顾 Schilling、Song和Vondracek的书 [28]中完全单调函数和Bernstein函

数的定义。令 CM为所有完全单调函数的集合，根据参考文献 [28]中的定义 1.3，对

于一个具有 x > 0且 n为整数的函数 F (x)，我们有

F ∈ CM if and only if (−1)nF (n)(x) ≥ 0 for n ≥ 0. (A.1)

根据参考文献 [28]中的定理 1.4（Bernstein定理），一个函数 F 是完全单调的当且

仅当它可以表示为另一个非负函数 G的拉普拉斯变换，即

F ∈ CM if and only if F (x) =

∫ ∞

0

dsG(s) exp(−sx) with G(s) ≥ 0. (A.2)

另一方面，根据参考文献 [28]的定义 3.1，H(x)是一个 Bernstein函数当且仅当

H(x) ≥ 0和H ′(x)是完全单调的。此外，记 BF 为所有伯恩斯坦函数的集合，根据参考

文献 [28]的定理 3.6，我们有复合函数 F (H(x)) ∈ CM当且仅当 F ∈ CM和H ∈ BF。

定理 1的证明. 显然，从 (A.1)可知，条件 (34)等价于断言 βF (E;S)是完全单调的。另

一方面，断言 ρ(E;S)是一个超统计模型是等价的，因为 (A.2)，这等价于断言 ρ(E;S)

是完全单调的。因此，我们主要定理的证明归结为证明该命题

βF (E;S) ∈ CM if and only if ρ(E;S) ∈ CM. (A.3)

(A.3)的证明是通过构造函数

H(E) := ln ρ(E0;S)− ln ρ(E;S), (A.4)
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来进行的，其中 E0 是一个参考能量，而 H ′(E) = βF (E;S)。通过选择完全单调函数

F (z) = exp(−z)可以看出

F (H(E)) = exp
(

ln ρ(E;S)− ln ρ(E0;S)
)
=

ρ(E;S)

ρ(E0;S)
. (A.5)

现在，因为对于任何稳态模型，ρ(E;S) ≥ 0，如果 F (H(E))完全单调当且仅当

ρ(E;S)完全单调。因此，我们有 ρ(E;S)完全单调当且仅当H(E)是一个 Bernstein函

数，也就是说，当且仅当 βF (E;S)完全单调，即为 (A.3)。
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