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Abstract

我们考虑一个广义的斐波那契计数问题，其中兔子在年龄为 f 时达到生育期，在年龄为 d

时死亡，1 ≤ f ≤ d和 d可以为有限或无限。我们提供了一个基于纯粹计数论据的简单证明，
以推导递归关系。用 Fn 表示第 n代兔子的数量，并且初始条件为 F1 = 1，我们有

Fn =



1, for 2 ≤ n ≤ f,

Fn−1 + Fn−f , for f + 1 ≤ n ≤ d,

Fn−1 + Fn−f − 1, for n = d+ 1,

Fn−1 + Fn−f − Fn−d−1, for n ≥ d+ 2.

该公式在 f = 2和 d = ∞时退化为经典的斐波那契情形。

1 介绍

列奥纳多·波那奇（更广为人知的名字是斐波那契），是一位生活在 13th世纪的意大利数学

家，在他对该领域的众多贡献中，考虑了著名的兔子计数问题，这个问题导致了所谓的斐波那契

整数序列。问题如下：一对兔子的种群，从一开始的一对新生兔子开始，在每一代生成中，每一

队有生育能力的兔子都会生出新的一对兔子。一对兔子在两岁时变得具有生育能力，也就是说，

∗该论文的完整版本发表于斐波那契死亡兔子问题的组合证明，发表在组合学研究所通报及其应用，第 103卷（2025
年），第 25–36页 [4]。我们请读者参考完整版本以获取数值示例。在这个版本中，我们添加了参考文献 [5]并对其进
行了一些备注（参见“先前工作”部分）。
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在它们出生的那一世代不会繁殖，而是在下一世代开始繁殖，并且新生的兔子会在随后的一代

被加上。问题在于计算每一代 Fn对兔子的数量。初始条件给出了 F1 = 1。唯一的一队兔子在第

一代并不具有生育能力，因此 F2 = 1。到了第二代，这对兔子开始繁殖并生出新的一对新生兔

子，因此 F3 = 2。对于下一世代，只有最初的那一对兔子繁殖，所以 F4 = 3。对于后续的一个

有两对兔子在繁殖，因此得到 F5 = 5。这样进行下去就得到了所谓的斐波那契数列

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . . .

众所周知的递推关系

Fn = Fn−1 + Fn−2, (1)

提供了一种简单的方法来计算斐波那契数列，对于任意的 n ≥ 3，从初始条件 F1 = 1和 F2 = 1

开始。可以通过添加 F0 = 0 来扩展序列，公式对于 n ≥ 2 仍然有效，初始条件为 F0 = 0 和

F1 = 1。

众所周知，斐波那契数列有许多有趣的性质，这些性质导致了它的著名。我们参考文献中可

用的许多论文和书籍供对此类性质感兴趣的读者查阅。

一些推广已经被考虑。例如，由法国数学家弗朗索瓦·爱德华·阿纳托尔·卢卡斯在 19th世
纪研究的卢卡斯数列，是通过将初始条件改为 F0 = 2和 F1 = 1获得的。吉波那契数列是一种进

一步推广，其中 F0 和 F1 可以任意；因此斐波那契数和卢卡斯数是吉波那契数的特殊情况。帕

多万数列被定义为 Fn = Fn−2 + Fn−3，初始数字为 F0 = F1 = F2 = 1，具有类似于斐波那契数

列的性质（实际上它对应于我们将考虑的一种推广情况）。特里波那契数通过加上序列中的 3个
前一个数字获得，而四纳契数则是通过加上序列中的前 4个数字获得。更一般的序列是通过添加
前 k个元素获得的，也就是说，使用 Fn =

∑k
i=1 Fn−i。另一种推广称为 k-斐波那契数列，其中

数字定义为 Fn = kFn−1 + Fn−2。

关于这些推广有许多研究论文，并且已经有一些书籍是关于斐波那契数的；我们请读者参

阅 [8, 9]以获取更多信息。

在这篇论文中，我们考虑了一种泛化形式，在原始问题中，即一个关于兔子数量增长的计数

问题中，兔子在经过一定代数 f 后变得具有繁殖能力，并且在某个时刻，经过 d代后死亡。这个

问题也被称为濒死兔子问题并在几篇论文 [1, 2, 3, 6, 7, 10]中进行了研究。

本论文的贡献。本文提供了递推关系，给出了 nth广义斐波那契数作为 2个或 3个前项数字的函
数。在初始条件 F1 = 1下，我们有
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Fn =



1, for 2 ≤ n ≤ f (Case 1),

Fn−1 + Fn−f , for f + 1 ≤ n ≤ d (Case 2),

Fn−1 + Fn−f − 1, for n = d+ 1 (Case 3), and

Fn−1 + Fn−f − Fn−d−1, for n ≥ d+ 2 (Case 4).

该公式显然推广了方程 (1)。确实，斐波那契数列是其中一种情况，对于 f = 2和 d = ∞，且对
于这两个参数的选择，我们只有情形 1 和 情形 2。对于 n = 2，我们有情况 1，给出 F2 = 1，而

对于 n ≥ 3，情况 2变为 Fn = Fn−1 + Fn−2.

我们提供的证明非常简单，仅涉及计数论证。

2 先前的工作

我们所知最早的关于有兔子死亡情况下的斐波那契计数问题的工作是由 U. Alfred修士完成
的。他在 [1]中提出了对特定情况下 f = 2和 d = 12的兔子进行计数的问题，可能认为这是一个

相对简单的计数问题。后来，在 [2]中他得出结论，这个问题似乎并不那么简单。Cohn在 [3]中
提供了一个能正确解决 f = 2和 d = 12情况的递推关系式。该递推关系式与本文提供的通用公

式相符。

在 [6]和 [7]中考虑了繁殖模式的推广。每对兔子在其第一代产生B1对新兔子，第二代产生

B2对，依此类推，直到 B0 = 0，并且在固定世代数后兔子死亡。提出的解决方案用生成函数表

示，并未导出显式公式。

Oller-Marcén [10]提供了以下递推关系。在 [10]中使用的符号使用 h表示兔子开始繁殖的年

龄，k表示兔子存活的世代之后繁殖年龄。因此与我们符号的对应关系是 f = h和 d = k+h−1。

递推关系是

Fn =



1, for 1 ≤ n ≤ f

Fn−1 + Fn−f , for f < n ≤ d

Fn−f + Fn−f−1 + . . .+ Fn−d︸ ︷︷ ︸
d− f + 1 terms

, for n > d.

(2)

上述方程在 [10]中的证明，即命题 9的证明非常简短。尽管前两种情况很容易理解，但第三种情
况，即 n ≥ d的情况，并不是很清晰。实际上—我们只是调整了术语和符号以使其符合本文使用
的术语和符号—该证明陈述如下：第 nth代的兔子数量可以计算为所有前面的兔子数量之和，除

外那些还未成熟的（Fn−j，与 1 ≤ j ≤ f − 1）以及已经死亡的（Fn−j，与 j > n−d）。。虽然这句

话准确地指出了方程 (2)第三种情况的右侧，但它并未清楚地说明为什么它应该给出第 nth代兔
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子的总数。此外，第 n代中未成熟的兔子数量并不等于 Fn−1 + Fn−2 + . . .+ Fn−f+1，因为这个

总数是多个世代中所有存活兔子的总和，因此未成熟兔子会被多次计算。此外，在前几代中存活

的一些有生育能力的兔子可能在第 n代之前已经死亡。类似的备注也适用于已死亡兔子的数量。

我们在本文中提供的证明方法，导致了一个更为紧凑的公式，可能也可以用来解释 (2)，实
际上它等价于我们提出的那个。在 [10]中，解也被给出为特征多项式的复根的一个函数。

在发表 [4]之后，我们发现 [5]实际上提供了与本文相同的公式。然而，在 [5]中提供的证明
是错误的。字面上，调整了在 [5]中使用的符号，这与 [10]中的相同，对于后者我们有 f = h和

d = k+ h− 1，证明（定理 2.1）如下：“如果 n ≥ d+2，第 nth代的兔子数量可以计算为前一代

Fn−1 的对数，加上此时成熟的对数所繁殖的数量，即 Fn−f。（这是刚刚来到世上的兔子对数。）

最后，必须减去此时死亡的兔子对数，即 Fn−d−1。”
不是说出生（即加入）第 Fn代的兔子数量是 Fn−f，也不是说死亡（即不再属于）第 Fn代

的兔子数量是 Fn−d−1。如果我们称 newbornsn 和 deathsn，正如我们将在论文后续部分中所做

的，上述证明所说的是 newbornsn = Fn−f 和 deathsn = Fn−d−1。但这不正确，因为第 n− f 代

的兔子可能会死亡，因此 Fn−f 是对 newbornsn 的高估，同样的情况也适用于第 n − d − 1代，

因此 Fn−d−1是对 deathsn的高估。例如，考虑生成数 20的情况，对于案例 f = 3和 d = 9（参

见附录 B中的表 [4]）。有 F20 = 715只兔子，年龄如下：1岁的兔子 228只，2岁的兔子 158只，
3岁的兔子 109只，4岁的兔子 76只，5岁的兔子 53只，6岁的兔子 36只，7岁的兔子 25只，
8岁的兔子 18只，9岁的兔子 12只。因此，繁殖第 21代的适龄兔子数量是年龄大于或等于 3的
所有兔子的数量之和，即 109+76+53+36+25+18+12=329。死亡且不会成为第 21代一部分的
兔子数量正好是 9岁的兔子数量，也就是 12只。因此 newborns21 = 329和 deaths21 = 12。但

Fn−f = F18 = 343和 Fn−d−1 = F11 = 26。

顺便说一下，正好是真实的 newbornsn−deathsn等于 Fn−f −Fn−d−1，这解释了为什么该公

式是真的。在上一个示例中我们有 329−12 = 317和 343−26 = 317。等式 newbornsn−deathsn =

Fn−f − Fn−d−1在本文中被证明。

3 “基本方程”

首先，为了简化措辞，我们将讨论单个兔子而不是成对的兔子。一个单一的兔子增殖它并

不是自然 1，但考虑单个兔子而不是成对的兔子不会改变基础计数问题。令 Fn 为第 nth 代的

兔子数量，初始条件为 F1 = 1。这些兔子在第 f th 代达到生育年龄，并在 d 岁时死亡，其中

1 ≤ f ≤ d。

年龄为 d的兔子首先增殖然后死亡。新生的兔子年龄为 1。“进化步骤”如下：给定一个种

群 Fn，该种群中每个年龄至少为 f 的元素都会为下一代产生一个新的元素；然后，每个元素的

1原始问题的设定也不是很自然！
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年龄增加 1，而年龄为 > d的兔子死亡，因此不会成为下一代的一部分。

斐波那契数列是特殊情况 f = 2和 d = ∞，其中兔子在第一代后开始繁殖，即第二代时，并
且永远不会死亡。

考虑第nth代，并定义newbornsn和 deathsn分别为新生兔子数和死亡数。请注意，newbornsn
等于上一代 (n− 1)th中繁殖期兔子的数量，而 deathsn等于上一代 (n− 1)th中恰好年龄为 d的

兔子数量。以下基本事实应该是显而易见的

基本方程。第 nth代的兔子数量等于上一代的兔子数量加上新生的数量减去死亡的数量，即

Fn = Fn−1 + newbornsn − deathsn. (3)

我们将上述方程称为基础方程。基底方程以一种直接的方式给出了一个解，一旦我们能够估计

每一代的新生儿和死亡人数。

在我们继续之前，让我们先做一些观察。退化情形 d < f 将会产生序列

1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
d times

, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, . . . . . .

因为唯一的兔子会在繁殖前死亡。因此这并不有趣，这也是为什么我们只考虑情形 f ≤ d的原因。

边界情况 f = d很容易处理。实际上，在这种情况下，每一只兔子都在它死亡的同一世代繁

殖，即 newbornsn = deathsn（前 f 代为 0，之后为 1）。因此，兔子的总数永远不会改变。因此
我们得到的序列是

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, . . . . . . .

当 f < d估计新生儿和死亡人数变得更加棘手；然而当 d = ∞我们可以轻松估算死亡人数：
deathsn = 0。

特殊情况 f = 1（以及 d = ∞），兔子一出生就具有繁殖能力，导致每一代兔子的数量翻倍。
确实我们会有 newbornsn = Fn−1，从而得到 Fn = 2Fn−1，这给出了 2的幂次序列：

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 1024, . . . . . . .

对于原始的斐波那契数列，除了 d = ∞，我们还有 f = 2，在这种情况下也很容易估算新生

个体的数量：在之前的规模为 Fn−1 的群体中，恰好有 Fn−2 个可繁殖的个体，因为兔子在 2岁

时变得可以繁殖，因此新世代中恰好有 Fn−2 个新生个体，即 newbornsn = Fn−2。因此对于情

况 f = 2，d = ∞，我们有著名的斐波那契公式 Fn = Fn−1 + Fn−2.

更一般地说，对于情况 d = ∞和任何有限的 f，我们有在第 n代中处于繁殖期的兔子数量

正好是 Fn−f，即所有在 f 代之前就存在于种群中的兔子；事实上，所有这些兔子到第 n代时年
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龄至少为 f 并且它们还没有死亡。所有的其他兔子都还太年轻。繁殖期兔子的数量给出了新生

兔子的数量，即 newbornsn = Fn−f。这导致了公式 Fn = Fn−1 + Fn−f，正如方程（2）中所述。
然而，当 d是有限的时候，估计新生和死亡的确切数量似乎更困难。确实，第 nth代的繁殖

兔子的数量不再等于 Fn−f，因为其中一些兔子可能在此期间死亡。此外，总死亡数似乎也更难

评估。

4 解开基础方程

仅跟踪每一代兔子的总数是没有帮助的。我们发现，估计每个可能年龄的兔子数量，有助于

明确界定从计数中得到的数量之间的关系。以下我们将首先提供一些基本定义和性质，然后利

用这些性质，证明所提出的公式的四种情况。

4.1 定义和性质

我们从以下定义开始，该定义给出了特定代中具有特定年龄的兔子的数量。

定义 4.1 定义 F x
n，对于 x = 1, 2, . . . , d表示第 n代（开始时）年龄为 x的兔子数量。

在以下内容中，我们研究了所有 F x
n 之间的关系，对于任意的 n和 x，以及每一代兔子的总数，

即 Fn，对于任意的 n。

我们从一个显然的关系开始，这个关系直接来自于 F x
n 的定义。

Fn = F 1
n + F 2

n + . . . F d−1
n + F d

n . (4)

引理 4.2 对于任何 x ≤ min{d, n}，我们都有 F x
n = F x−1

n−1 = F x−2
n−2 = . . . = F 1

n−x+1.

Proof: 兔子的年龄在每一代增加 1。因此，如果在第 n代有 F x
n 只（年龄为 x的）兔子，那么

在第 n− 1代也必须有同样数量的 F x−1
n−1（年龄为 x− 1的）兔子，在第 n− 2代也有同样数量的

F x−2
n−2（年龄为 x− 2的）兔子，以此类推，直到第 n− x+ 1代，那时这些兔子是新生的。条件

x ≤ min{d, n}确保 F x
n 是定义良好的，并且 n− x+ 1 ≥ 1指代一个存在的世代。

引理 4.3 对于 n ≥ 2，在第 n代死亡的兔子数量是 F d
n−1。

Proof: 立即从定义 4.1：F d
n−1是年龄为 d的兔子的数量。条件 n ≥ 2确保 F d

n−1被定义。

引理 4.4 第 n代新生兔子的数量 F 1
n 等于

∑d
x=f F

x
n−1。
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Proof: 新生兔子的数量等于上一代有繁殖能力的兔子数量。因此我们需要考虑上一代中年龄至
少为 f 的所有兔子。由定义 4.1 我们知道有 F f

n−1只年龄为 f 的兔子，F f+1
n−1 只年龄为 f +1的兔

子，依此类推直到 F d
n−1只年龄为 d的兔子。因此具有繁殖年龄的兔子总数，即年龄为 ≥ f 的兔

子数量是 F f
n−1 + F f+1

n−1 + . . .+ F d
n−1。

现在，借助上述等式，我们可以轻松解开基础方程。我们区分四种子情况。

4.2 情况 1：2 ≤ n ≤ f

这种情况是平凡的，但为了说明的清晰性，我们将其视为其他情况来处理。在前 f 代中没

有新生儿也没有死亡。因此我们有 newbornsn = deathsn = 0并且由于 F1 = 1，基础方程（3）
变为

Fn = 1, for 2 ≤ n ≤ d. (5)

4.3 情况 2：f + 1 ≤ n ≤ d

自从 n ≤ d没有死亡，因此 deathsn = 0。然而一些兔子开始大量繁殖。由引理 4.4可知，第
n代新生的个体数量是 F 1

n =
∑d

x=f F
x
n−1。

由引理 4.2可知，最后一项求和中的每个元素 F x
n−1都可以被等价项 F

x−(f−1)
n−1−(f−1)替代，我们

通过向上左对角线遍历 f − 1代来找到该等价项，因此，从基本方程开始，我们有

Fn = Fn−1 + newbornsn − deathsn

= Fn−1 + F 1
n−1 − 0

= Fn−1 +
d−1∑
x=f

F x
n−1 (by Lemma 4.4)

= Fn−1 +

d−1∑
x=f

F x−f+1
n−f (by Lemma 4.2)

= Fn−1 +

d−f∑
x=1

F x
n−f (index substitution)

= Fn−1 +

d∑
x=1

F x
n−f (added elements are 0)

= Fn−1 + Fn−f (by Equation (4))
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倒数第二步是正确的，因为对于第 n − f 代来说，没有年龄为 x > d − f 的兔子，因为条

件 n ≤ d 意味着 n − f ≤ d − f，因此没有任何一只兔子的年龄会大于这个数字。因此对于

x > d− f 有 F x
n−1 = 0。

因此我们有

Fn = Fn−1 + Fn−f , for f < n ≤ d. (6)

4.4 情况 3：n = d+ 1

这个案例与前一个非常相似，唯一的不同是我们需要考虑第一次死亡：确实，在第 d代，第

一只兔子死亡，并且它是唯一一只死亡的，因此我们得到 deathsn = F d
n−1 = F d

d = 1。对于新生

兔的分析在前一种情况中进行的也适用于这个案例。因此我们有

Fd+1 = Fd − Fd−f − 1. (7)

4.5 情况 4：n ≥ d+ 2

接下来，我们将解开方程 (3)以求得其他值的 n。我们将为此情况提供的理由不能应用于之

前的案例，因为它涉及 Fn−d−1，而对于 n < d+ 2，它是未定义的。

Fn = Fn−1 + newbornsn − deathsn

= Fn−1 + F 1
n − F d

n−1

= Fn−1 +
d∑

x=f

F x
n−1 − F d

n−1 (by Lemma 4.4)

= Fn−1 +
d−1∑
x=f

F x
n−1

如同案例 2中所做的，根据引理 4.2，我们可以知道最后一个求和中的每个元素 F x
n−1 都可

以被等价项 F
x−(f−1)
n−1−(f−1) 替代，我们通过向左上对角线方向移动 f − 1代来找到这个等价项，因

此我们有

8



Fn = Fn−1 +
d−1∑
x=f

F x
n−1

= Fn−1 +

d−1∑
x=f

F x−f+1
n−f (by Lemma 4.2)

= Fn−1 +

d−f∑
x=1

F x
n−f (index substitution)

我们现在观察到

Fn−f =

d∑
x=1

F x
n−f =

d−f∑
x=1

F x
n−f +

d∑
x=d−f+1

F x
n−f

因此我们有
d−f∑
x=1

F x
n−f = Fn−f −

d∑
x=d−f+1

F x
n−f .

因此，我们有 rằng

Fn = Fn−1 +

d−f∑
x=1

F x
n−f

= Fn−1 + Fn−f −
d∑

x=d−f+1

F x
n−f .

如前所述，我们现在可以使用引理 4.2将求和项向上左移 d− f 代：

d∑
x=d−f+1

F x
n−f =

d−(d−f)∑
x=d−f+1−(d−f)

F x
n−d (by Lemma 4.2)

=

f∑
x=1

F x
n−d (index substitution)

因此我们有

Fn = Fn−1 + Fn−f −
d∑

x=d−f+1

F x
n−f

= Fn−1 + Fn−f −
f∑

x=1

F x
n−d. (8)

9



为了完成公式的推导，我们观察到负项的求和 F x
n−d 等于前一代兔子的总数 Fn−d−1。确实，这个

求和的第一项 F 1
n−d是第 n− d代新生个体的数量，这等于第 n− d− 1代繁殖期兔子的数量；即

F 1
n−d =

d∑
x=f

F x
n−d−1

而其他的项，将它们向上左移一代，再次使用引理 4.2，等于

f∑
x=2

F x
n−d =

f−1∑
x=1

F x
n−d−1.

通过把这些事实结合起来我们得到

f∑
x=1

F x
n−d = F 1

n−d +

f∑
x=2

F x
n−d =

d∑
x=f

F x
n−d−1 +

f−1∑
x=1

F x
n−d−1 = Fn−d−1. (9)

将方程（8）和（9）结合起来，我们得到

Fn = Fn−1 + Fn−f − Fn−d−1, for n ≥ d+ 2. (10)

4.6 公式

总结，我们提供以下定理。

定理 4.5 令 F1 = 1和令 f 和 d为整数，使得 1 ≤ f ≤ d。第 n代兔子的数量 Fn，对于一种在年

龄 f 时达到生育能力并在年龄 d ≥ f 时死亡的兔子种群，由以下给出

Fn =



1, for 2 ≤ n ≤ f

Fn−1 + Fn−f , for f < n ≤ d

Fn−1 + Fn−f − 1, for n = d+ 1

Fn−1 + Fn−f − Fn−d−1, for n ≥ d+ 2

(11)

Proof: 从方程（5），（6），（7）和（10）。

斐波那契数列通过 f = 2和 d = ∞获得。使用 f = 2和 d = 3可以获得帕多万数列。
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5 结论

我们给出了一种简单的公式，用直接的论证证明了广义斐波那契问题中兔子的数量，在这

个问题中，兔子在任意数量代后才变得有繁殖能力，并且它们在某个时刻也会死亡。会死亡的兔

子问题是由 Brother U. Alfred在《斐波那契季刊》的第一期 [1]提出的，可能是作为作者期望的
一个简单的计数问题。以下是来自 Brother U. Alfred后续论文 [2]的一段逐字引用：最初，人们
认为移除的兔子会构成一个可以用斐波那契数表示的序列。但经过多人多次尝试后，似乎仅凭

直觉很难得出答案。在本文中，我们证明了 Brother U. Alfred认为会死亡的兔子问题是简单计
数问题的看法是正确的。
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