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总结

拓扑数.jl 是一个开源的 Julia 包，旨在计算拓扑不变量——描述凝聚态物
理中材料特性的数学量。这些不变量，如陈数和 ℤ2 不变量，对于理解像拓
扑绝缘体和超导体这样的非常规材料至关重要，这些材料在高级电子学、自
旋电子学和量子计算中有潜在的应用（ Hasan & Kane, 2010；Nayak et al.,
2008；Qi & Zhang, 2011）。该包为研究人员和教育工作者提供了易于使用
且高效的工具集，以跨不同维度和对称类计算这些不变量，促进了新材料拓
扑相的探索与发现。

需求说明

理解材料的性质对于固态物理学至关重要。例如，电导率是衡量材料传导电
流能力的关键物理量。通常，当一个弱电场被施加到材料上时，如果体内的
量子本征态存在并且电子可以跃迁至这些状态，则该材料表现出有限的电
导率并表现为金属行为。反之，如果没有这样的状态，电导率将很低，并且
材料表现得像绝缘体。自 20世纪 80年代以来，人们发现某些材料具有体内
是绝缘性而表面有导电电子态的状态 ( Hasan & Kane, 2010; Qi & Zhang,
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2011)。这些材料被称为拓扑电子系统，包括量子霍尔绝缘体和拓扑绝缘体。
由于这些新颖的特性，广泛的研究被用于识别候选材料并评估它们的特征。

表面导电态的特征由动量空间中量子本征态的拓扑结构决定。拓扑数，如第
一陈数、第二陈数和 ℤ2 不变量被用来表征这些性质（ Kane & Mele, 2005；
Thouless et al., 1982）。一个典型的例子是量子霍尔效应，在该效应中，向
二维材料施加弱电场会导致与所施加的场垂直的电导率（霍尔电导）量化为
有限值（ Thouless et al., 1982）。霍尔电导率 𝜎𝑥𝑦 由第一陈数 𝜈 ∈ ℤ描述，
其值为 𝜎𝑥𝑦 = 𝑒2

ℎ 𝜈，其中 𝑒是基本电荷，ℎ是普朗克常数。其他拓扑数同样
作为描述系统的重要的物理量，这取决于它们的维度和对称性类别 ( Ryu et
al., 2010)。

获得拓扑数通常需要大量的数值计算，在达到收敛之前可能需要相当大的
计算努力。因此，创建简化这些量的计算工具将促进物质拓扑相的研究。已
经开发了几种方法以实现某些拓扑数的有效计算（ Fukui et al., 2005；Fukui
& Hatsugai, 2007；Mochol-Grzelak et al., 2018；Shiozaki, 2023）。然而，由
于每种方法通常专门针对特定的维度或对称类，因此经常必须为每个问题
分别实现算法。我们的项目，拓扑数.jl，旨在提供一个能够高效且容易地
计算各种维度和对称类中的拓扑数的软件包。

该包目前包括几种计算拓扑数的方法。第一种是 Fukui–Hatsugai–Suzuki
(FHS)方法，用于计算二维固态系统中的第一个陈数 ( Fukui et al., 2005)。
第一个陈数通过在布里渊区内对 Berry曲率进行积分获得，而 Berry曲率则
由哈密顿量的本征态得出。FHS方法通过对布里渊区内的 Berry曲率进行
离散化来实现高效计算。基于 FHS方法已经提出几种用于计算各种拓扑数
的方法。其中一种方法可以计算四维系统中的第二个陈数 ( Mochol-Grzelak
et al., 2018)。在具有时间反演对称性的二维系统中，可以计算 ℤ2 不变量 (
Fukui & Hatsugai, 2007; Shiozaki, 2023)。FHS 方法也适用于识别三维系
统中的外尔点和外尔节点（ Du et al., 2017；Hirayama et al., 2015，2018；
Yang et al., 2011）。

目前，还没有一个全面的 Julia 软件包实现了所有这些计算方法。在其他平
台上，使用不同方法的软件包——例如基于 Wannier 电荷中心（ Soluyanov,
2011）或 Wilson 环路（ Yu et al., 2011）的方法——是可用的。例如，
Z2Pack( Gresch et al., 2017) 是一个广泛用于计算 ℤ2 不变量和第一陈数的
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基于 Python 的工具。瓦尼尔工具 ( Wu et al., 2018) 提供了强大的功能来分
析拓扑材料，但它是用 Fortran 实现的，这可能会给一些用户带来学习曲线
陡峭的问题。

拓扑数.jl 通过提供高效、纯 Julia语言的实现而区别开来。Julia以其高性
能和用户友好的语法而闻名。该软件包支持多种拓扑不变量，跨越多个维度
和对称性类别，包括第一和第二陈数以及 ℤ2 不变量。它还通过 MPI.jl提
供并行计算能力，增强了大规模问题的计算效率。通过利用 Julia 的多重分
派特性，我们采用了一致的接口使用问题、算法和解决风格——类似于微分
方程.jl ( Rackauckas & Nie, 2017)——以提高扩展性。借助这些功能，拓
扑数.jl达到了性能、易用性、可维护性和扩展性的独特平衡，提供了不同
于其他库的另一种视角，而不是直接与其竞争。

此外，为了计算 ℤ2 不变量，这需要计算 Pfaffian，我们将 PFAPACK 移
植到了 Julia。PFAPACK 是一个用于计算斜对称矩阵的 Pfaffian 的 For-
tran/C++/Python 库（ Wimmer, 2012）。我们的包包括所有原始提供函数
的纯 Julia 实现。虽然斜线性代数.jl存在一个官方的 Julia 包，用于计算
实数斜对称矩阵的 Pfaffian，据我们所知，拓扑数.jl是第一个提供处理复
数斜对称矩阵的纯 Julia 实现的官方包。

使用

用户可以轻松地使用本包中包含的各种方法计算拓扑数。在最简单的情况
下，他们只需要提供一个根据波数返回哈密顿矩阵的函数。通过创建相应的
问题实例并调用解决函数 (解决问题)来进行计算。该包还提供了计算相图函
数，它允许通过指定问题和参数范围 (计算相图 (问题, 范围...))来计算一
维或二维参数空间中的拓扑数。

此外，诸如显示频段、一维图和二维图等效用函数可用于可视化能带结构和
相图。我们还提供了各种模型哈密顿量，例如苏—施里弗—希格（SSH）模
型（ Su et al., 1979）和哈尔丹模型（ Haldane, 1988），允许用户快速测试
功能并学习如何使用这些特性。
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