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采用最先进的数值方案，我们展示了在考虑涨落的情况下，希格斯模在激发下表现出啁啾振荡和指
数衰减。这与传统的 BCS无碰撞动力学形成鲜明对比，后者预测的是幂律衰减并且不存在啁啾现象。
啁啾振幅模使我们能够确定有效势的局部修改，即使系统处于长寿命预热化状态也是如此。然后我们
展示了这种啁啾振幅模式是一个可以通过实验观察到的量，因为在泵浦-探测实验中光诱导（超）电流
可以作为序参数动力学的有效代理，包括啁啾动力学。我们的结果基于在激发跨越超导间隙后的对称
性破缺状态下使用动态平均场理论的吸引 Hubbard模型。由于集体响应涉及长时间尺度，我们扩展了
非平衡格林函数的分层低秩压缩方法到对称性破缺状态，并展示了它即使在存在长时间记忆核的情况
下也能作为一种有效的表示。

I. 介绍

很快，在关于 BCS 超导性的开创性论文之后 [1]，
安德森指出超导体的电磁响应导致了集体响应 [2–4]。
这一认识对凝聚态物理以及粒子物理产生了深远影
响，预测了希格斯模式 [5, 6]。几乎花了二十年时间才
在 2H-NbSe2 中观察到这种激发，此时超导体和电荷
密度波 [7–10]相共存，并且又过了三十年才使用太赫
兹光谱直接观测到这种情况，无论是采用泵浦探测设
置 [11]还是通过三次谐波生成 [12, 13]。
这一进展开启了希格斯谱学领域，该领域现已应

用于众多超导材料中，包括具有运行超电流的超导
体 [14–16] 和非常规超导体 [17–19] 。越来越精确的
集体模式响应测量使得能够在固体 [11] 以及量子模拟
器 [20–22] 中研究它们激发后的长时间行为。
希格斯模的时间演化理论描述是困难的。时间依

赖的朗道-金兹堡理论假设一个随意的有效势能快速修
改，并在现象学层面上考虑了阻尼 [23, 24] 。微观时
间依赖的 BCS理论预测了更丰富的动力学，包括幂律
衰减 [25, 26] 或孤子解 [27–30] 。然而，所有这些理论
声明都假设无耗散电子动力学，在真实材料中这是值
得怀疑的，并提出了在包含电子散射后集体模衰减的
问题。

电子散射在集体模式动力学的理论描述中的主要

困难在于，集体响应涉及长时间尺度。这限制了之前
的研究仅限于无耗散的动力学～[25–29]，或者当包含
波动时，描述仅限于相对短的时间，并且只有少量相
干振荡和关于幅度模寿命的有限信息～[31–34]。
仅最近，非平衡格林函数 [35]数值求解器的进步，

包括广义 Kadanoff-Baym假设 [36–39] 和记忆核截断
方法 [40, 41] ，才使得能够访问足够长的时间来探讨
这些问题。然而，由于长时间存在的幂律关联扮演着
记忆核的角色，这些技术在对称性破缺相中的应用远
未被充分理解。

在这项工作中，我们通过求解完整的卡达诺夫-拜
姆方程（KBE），研究集体模式的长时间演化，并表明
序参量表现出极缓慢地接近热态。在这样的非热状态
下，振幅模表现出啁啾现象（频率的动态减小）。当我
们用更大的场强激发系统时，啁啾的速度增加。我们
证明了可以通过太赫兹泵浦-探测实验测量由探测引起
的电流来获取序参量的动力学，这可以用来提取具有
少量准粒子响应印记的动力学。

我们还强调了分层非对角低秩（HODLR）压缩方
法在 KBE [42] 数值求解中的应用。直接求解 KBE
时，由于记忆项的影响，通常与时间步长 N 数量成
正比的标准 O (N3) 缩放关系会阻碍访问分析集体激
发寿命所需的时间尺度 [31–33, 35]。最近提出了一类
新的基于数据压缩的方法，包括 HODLR方法，以克
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图 1. 序参量 φ在光激发下随时间的演化，泵浦幅度为 E0，（a）在弱激发区域中存在振幅模式振动，以及（b）强激发区域，其中
观察到了超指数衰减。(b) 中小值处的噪声与 HODLR压缩方案中使用的截断容差 10−8 一致。(c) 系统的序参量呈指数级接近预
期的热力学值 φth，这是具有相同能量（a）右侧的水平条）平衡系统中的序参量值。E0 = 0.08, 0.085进一步随时间积分以强调指
数衰减。

服这一瓶颈 [43–47]。将二时间格林函数视为矩阵时，
HODLR 方法将其分解为向对角线细化的块，在许多
情况下这些块观察到数值低秩。这些块的截断奇异值
分解在时间步进过程中被系统地实时更新，并用于计
算具有可控精度的历史积分，从而得到一个计算复杂
度为 O (k2N2 logN)和内存复杂度为 O (kN logN)的
结果，其中 k 是最大块秩，而无需修改底层的 KBE。
使用这种方法，与直接时间步进相比，我们展示了在
传播到所研究的时间尺度所需的计算成本减少了 100
倍，并且内存减少了 50至 200倍。

II. 模型和方法

我们研究吸引型 Hubbard模型中的超导性

H = −t0
∑
〈j,k〉σ

eiqA(t)d†jσdkσ−U
∑
j

(nj↑−1/2)(nj↓−1/2),

(1)
其中 diσ 是位于点 i和自旋 σ处的湮灭算符，niσ 是自
旋依赖密度算符，而 q 是电荷。能量尺度通过跃迁幅
度 t0 = 1设置，库仑吸引力设置为 U = 2，并且我们
将占据固定在半填充状态。单位以 h̄ = q = 1.衡量

我们在时间依赖的动力学平均场理论（DMFT）
中解决了这个问题，使用 Nambu 形式主义在无限配
位数的 Bethe 格子上描述 s 波超导相。这导致了具
有 Nambu 旋量 ψ = {d↑, d†↓} 的矩阵值格林函数

Gαβ(t, t
′) = −i〈T ψα(t)ψ

†
β(t

′)〉,。对于杂质求解器，我
们使用被称为 second Born或 GF2[48–50]的自洽二阶
微扰理论。关于详细实现信息，请参见附录A。集体序
参数的动力学发生在长时间尺度上，并且通过对格林
函数进行压缩表示来减少计算和内存复杂度 [42]，从
而使得 KBE的长时间积分成为可能。
我们通过在方程 1中引入 Peierls替换的短泵脉冲

来诱导动力学扰动。电场 Ep = −∂tA 参数化为

EP (t) = E0 exp
(
−(t− tc)

2

σ2

)
sin(ω(t− tc)), (2)

其中脉冲中心为 tc，脉冲宽度为 σ，驱动频率为 ω，振
幅为 E0。

III. 结果

对于相互作用强度为 U = 2 的平衡吸引胡伯模
型，在逆温度 1/Tc = βc ≈ 10.6 处存在相变，这在
GF2近似中成立。跨越这个转变，系统发展出一个非
零的超导配对振幅 φ(t) =

∑
k〈ck↓c−k↑〉，从此我们将

其视为序参量。我们选择了一个深处于有序状态中的
温度 β = 18，并发现系统的带隙为 2∆ ≈ 0.65。

为了激发振幅模，我们用一个频率是带隙两倍的
脉冲对系统进行泵浦 (tPump

c = 16,σ = 6.5,ω = 4∆)。
序参数的时间演化如图 1所示。在弱激发强度下，序
参数以极慢的指数速率衰减 [51, 52]。预期的热值 φth，
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图 2. (a-d): 窗口傅里叶变换 F [φ̃](tw)，中心位于 tw，并减去指数背景，对于泵幅值 E0 = 0.02,0.06,0.08和 0.105。红线跟踪每个
tw 值的最大值。(e) 初始啁啾速度，定义为 (a-d)中红线在泵脉冲之后的一小段时间窗口内的斜率。误差棒通过改变 FT窗口的宽
度和用于线性拟合的时间点数量获得。

用水平线标记，在我们的模拟时间尺度上尚未达到；另
见图 1(c)，其中已减去热值。对于中等泵浦强度，我们
观察到序参数通过几个数量级衰减。除了指数弛豫之
外，良好的定义的振荡对应于幅度模激发 [10, 53]。随
着泵强度增加，这些振荡的初始振幅增大；然而，它们
的寿命也变得更短。进一步增加泵振幅，我们会达到
一个点，在这一点上，这些振荡的寿命阻碍了我们研
究其频率 [51, 54, 55]，见附录 B中的图 6(a,b)。

我们观察到集体模式振荡的频率逐渐变小。为了
提取这个变频速度，我们首先从图 1中的数据中减去
背景指数衰减部分，表示为 φ̃，然后计算一个窗口傅里
叶变换 FT[φ̃](tw) =

∫ Tmax

0
dt φ̃(t)e−iωt−(t−tw)6/σ6

w。该
窗口的宽度 σw = 24被设定为在任意时刻都能捕捉到
至少 4个阶参量振荡，tw。我们将啁啾速度 ω̇ 定义为
FT[φ̃](tw)最大值的斜率，在图 2(a-d)中跟踪了随着泵
幅增加的情况。图 2(e) 显示啁啾速度遵循与泵幅呈幂
律标度 ω̇ ∝ E3

0 的关系，这与由于光诱导振幅模态震
荡 [26, 53]引起的电流的相同标度 j ∝ E3

0 相同。

虽然无耗散的BCS动力学导致超导幅度随初始条
件的不同而呈现出幂律衰减 [25, 56]或持续振荡 [27–
30]，但波动的引入将希格斯模的动力学转化为指数衰
减，请参见附录 B。这与热噪声对无耗散 BCS动力学
的影响一致 [27, 34]。幅度模式的寿命随着泵强度的增
加而衰减（请参见图 2(a-d)），从弱激发到强激发区域
变化超过一个数量级。

幅度模式的啁啾是本工作的主要结果。观察这种
现象需要对超出平均场理论的涨落进行微观处理，参

见附录 B以作比较，因为产生的状态高度非热态。此
外，啁啾现象不仅限于超导体，而应该在许多具有破
缺对称性的系统中被观测到。例如，本工作中分析的
超导解可以精确地映射到排斥 Hubbard模型中的反铁
磁态演化 [57]，并且与电荷密度波简并。这两个相位
都已经通过实验得到研究 [58–61]。在实际的实验设置
中，啁啾速度和幅度模式寿命之间的泵强度存在权衡，
这取决于脉冲的具体细节以及所研究的材料。

现在，我们在时间依赖的朗道-金兹堡理论中解释
微观动力学。振幅模的啁啾对应于电子散射反馈对集
体序的影响所导致的局部曲率的动力学减小。尽管人
们可能倾向于将啁啾视为朗道-金兹堡理论中的加热效
应来解释，但我们强调系统是封闭的并且处于预热化
状态，温度变化无法描述这种情况。原则上，可以构建
时间依赖的朗道-金兹堡理论来解释啁啾。然而，在实
践中即使有微观动力学信息也很难提取朗道-金兹堡势
能的全局结构演化。我们分析的一个重要结果是啁啾
频率可以用作动态修改后的局部曲率的微观测量。

我们接下来讨论如何在实验中观测到这一物理现
象。振幅模式不与光线线性耦合；然而，它可以在非
线性过程中被观察到，例如泵浦-探测装置 [11] 或三次
谐波响应 [12, 26, 53] 。我们的数值测试结果支持之前
的观测结论，由于与准粒子连续谱的重叠 [33] ，从光
学响应中提取振幅模式信号是困难的。根据之前的研
究 [11] ，我们更关注光诱导电流，并表明它作为阶参
数动力学的良好替代指标。虽然原则上，光学电导率
和光诱导电流携带类似的信息，但我们发现实际上从
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图 3. (a) 由参数为 j 的单周期探测脉冲诱导的电流，E0 =

0.1EPump
0 ,tc = tPump

c + τ ,σ = 1,ω = 1,EPump
0 = 0.08。标记

表示最大电流响应的位置。(b) 背景已被扣除的集成电流响应，
J̃，与阶参数振荡，φ̃相比。(c) 探测场引起的电流响应的第一
个极大值的振荡，jmax1，对应于 (a)中的橙色点。(d) 探测场
引起的电流响应的第二个极大值的振荡，jmax2，对应于 (a)中
的蓝色点。

时间依赖的电流中提取相干振荡要容易得多，相比之
下通过分析光学电导率谱则更为困难。

我们通过在泵脉冲之后的 τ 时间直接模拟一个额
外的探测脉冲，并测量诱导电流 [62–64]。这种方法理论
上很方便，因为它包含了响应函数的顶点修正，这代表
了集体模式贡献 [65, 66]。我们提出了两种测量方案，
并表明在两种情况下电流响应都与振幅模的集体动力
学相关。探测脉冲被建模为一个小的单周期脉冲，由方
程 2给出，参数为 σ = 1,tc = tPump

c + τ ,ω = 1和 E0 =

0.1EPump
0 。图 3(a) 显示了对于几个不同的延迟时间 τ

的电流响应。我们追踪了最大电流响应 j(tmax)随延迟
时间的变化，并观察到衰减振荡，这些振荡与序参数动
力学的高度精确地一致，见图 3(c-d)。因此，最大电流
j(tmax) 提供了关于调频频率和幅度模式寿命的信息。
我们还确认，时间平均电流响应 J(τ) = ĵ(ω = 0; τ)与
序参数动力学表现出极好的一致性，如图 3(b)所示。

基于这些结果，我们提出直接测量光电流是一种
方便的方法来测量振幅模的拍频以及希格斯模衰减包
络，这在无耗散（波动）描述中将是幂律（指数）形式。光
诱导电流和拍频可以通过泵浦探测设置使用自由空间
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图 4. (a)壁钟时间与 (b)随着时间步长增加所需内存，HODLR
迭代方案相对于直接时间步进，对于各种泵幅值E0，从平衡状
态 β = 18开始。

电光采样或传输线实验进行测量，前者如参考文献 [11]
中所示，后者最近用于检测超导非线性传输 [67]、由于
圆偏振光引起的光致异常霍尔效应 [68]和 1T-TaS2 的
超快电阻切换 [69]。在这些实验中，测量的是材料中由
探测场诱导的传输场变化。传输场的变化源于材料中
微观极化的变化，这与微观电流 [70–72]相关联。
由于我们的分析得益于 HODLR 压缩技术对

KBE[42] 的数值解，我们考虑了对称性破缺状态的动
力学可压缩性和方案与直接求解KBE相比的性能。在
图 4(a)中，我们在一系列泵浦强度和平衡态温度范围
内观察到了计算成本随传播时间呈近似二次方缩放的
现象。我们使用工作站的一个核心，在 0.5 GB内存的
情况下大约一天内达到了 32768个时间步长。相比之
下，我们推断出使用 NESSi代码 [35]进行三次方缩放
的直接时间推进将会消耗 129 天的时间和 137 GB 的
内存。图 4(b)展示了全格林函数与 HODLR表示之间
的不同缩放关系。在 N = 32768 处，与直接存储在
一个两时间网格上的情况相比，格林函数和自能具有
50-200倍的内存压缩率。附录 C更详细地考虑了可压
缩性。

我们已经表明，上述间隙激发后的集体振幅模显
示了啁啾动力学，并基于泵浦-探测设置中的光诱导电
流分析了响应的直接实验特征。未来应用包括非常规
超导体的非线性响应 [17, 18] 以及超越动态平均场理
论扩展以研究空间波动 [73] 和竞争有序系统中波动序
参量的增长 [74, 75] 。一个特别吸引人的问题是激发
后形成不均匀图案的系统的不稳定性能否对本文提出
的希格斯模衰减机制极其敏感 [76–78]。在方法上，这
项工作代表了 HODLR 压缩技术首次应用于 KBE 对
称性破缺状态的应用，并证明它可以访问足够长的时
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间尺度以实际研究广泛的光诱导相变 [79–82] 。
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附录 A: 实现细节

方程 (1)中的吸引哈伯德哈密顿量可以重写为

H = −t0
∑
〈j,k〉σ

σeiqA(t)σψ†
jσψkσ (A1)

+ U
∑
i

ψ†
i↓ψi↓ψ

†
i↑ψi↑ −

U

2

∑
iσ

ψ†
iσψiσ,

其中我们使用了 Nambu自旋器

ψi =

(
di↑

d†i↓

)
. (A2)

我们再次使用 Nambu旋量来定义异常格林函数

G(t, t′) = 〈ψ(t)ψ†(t′)〉 =

(
〈d↑d†↑〉(t, t′) 〈d↑d↓〉(t, t′)
〈d†↓d

†
↑〉(t, t′) 〈d†↓d↓〉(t, t′)

)
,

(A3)
，这是我们通过求解 KBE所计算的量。
我们在Bethe格子上的DMFT近似中解决了这个

系统，给出了杂化函数

∆(t, t′) = ∆R(t, t
′) + ∆L(t, t

′) (A4)

∆R(t, t
′) =

1

2
t̄0(t)σzG(t, t

′)σz t̄
∗
0(t

′) (A5)

∆L(t, t
′) =

1

2
t̄∗0(t)σzG(t, t

′)σz t̄0(t
′), (A6)

，跃迁矩阵元由

t̄0 =

(
eiA(t) 0

0 e−iA(t)

)
, (A7)

A(t) = −
∫ t

0

E(s)ds (A8)

由于 Peierls替换给出。我们将电荷和晶格距离设为单
位，q = a = 1。

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.097401
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.097401
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.100.165131
https://doi.org/10.1007/BF00695617
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.103.035116
https://doi.org/10.1103/PhysRevX.10.021028
https://doi.org/10.1038/s41567-018-0311-9
https://doi.org/10.1038/s41567-018-0311-9
https://doi.org/10.1038/s41598-023-38176-9
https://doi.org/10.1142/5476
https://arxiv.org/abs/2310.05201
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.93.041002
https://doi.org/10.1080/00018732.2016.1194044
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.cpc.2022.108458
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.cpc.2022.108458
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.105.235115
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.105.235115
https://doi.org/10.1007/s10444-023-10067-7
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杂质问题通过完全自洽的二级玻恩近似得到解
决。在这个近似中，福克项由

ΣF
ij(t) = iU(t)G<

ij(t, t
−)δij̄ , (A9)

给出，而哈特里项由于处于半填充状态而抵消了化学
势。有两个二级图形：

ΣB
ij(t, t

′) = U(t)U(t′)Gij(t, t
′)Gīj̄(t, t

′)Gij(t
′, t),

(A10)

ΣE
ij(t, t

′) = −U(t)U(t′)Gīj(t, t
′)Gij̄(t, t

′)Gīj̄(t
′, t).

(A11)

杂化 ∆[G](t, t′) 和自能 Σ[G](t, t′) 取决于格林函
数，我们使用固定点迭代来保持自洽性，当后续迭代
中的格林函数的最大差异小于 10−10时终止。

我们使用五阶向后差分公式多步法对 KBE 进行
离散化。Gregory 求积公式被用来以五阶精度离散记
忆积分。在 libdlr [83]中实现的离散 Lehmann表示
[84] 用于离散出现在 Keldysh 轮廓垂直腿上的虚时间
变量，如Ref.[85]所示。我们确认使用HODLR方案压
缩 Green函数保留了守恒律，即密度和能量，在该方
案中使用的奇异值分解截断容差范围内，我们将其设
置为 10−8。

在泵-探针实验中，我们测量电流，由

j(t) = Im(Tr[σz(ΓL(t)− ΓR(t))]) (A12)

ΓR/L(t) = −i[G ∗∆L/R]
<(t, t), (A13)

给出，其中 ∗是三足 Keldysh路径上的卷积算子。

附录 B: 哈特里-福克

求解 KBE 允许包含超导体中 Hartree-Fock 处理
所缺失的动力学涨落。我们展示了包括这些相关性导
致了定性不同的动力学，证明了超越平均场级别的计
算的必要性。在主文中，我们在光激发后观察到了振
幅模的啁啾现象，并将这种动力学与 Hartree-Fock近
似进行了对比，请参见图 5。即使在平衡态下，转变的
临界逆温度是 βc = 2，这比第 2 Born 近似中的值高
得多。

我们可以使用这个序参量数据来确认 Hartree-
Fock 处理的一个主要预测，即希格斯模式的幂律衰
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图 5. 序参量 φ在哈特里-福克近似下随外部脉冲强度 E0 增加
的时间演化。

减 [25]。Hartree-Fock和第二 Born近似中的希格斯振
荡幅度如图 6所示。在 Hartree-Fock情况下，预期的
幂律衰减 φ ∝ t−1/2 被证明在两个数量级上成立。然
而，当通过第 2 Born自能引入涨落时，希格斯模式反
而呈现指数衰减 [26]，其寿命强烈依赖于激发强度。

0 100 200 300
t

10−6

10−5

10−4

10−3

A

a
Higgs mode amplitude (2B)

E0 = 0.02

E0 = 0.03

E0 = 0.04

E0 = 0.05

E0 = 0.06

E0 = 0.07

E0 = 0.08

E0 = 0.09

E0 = 0.10

E0 = 0.105

0.002 0.006 0.010
E2

0

0

1

2

3

A
m

p
lit

u
d

e

×10−3

b

A0

1/TL

0

1

2

3

In
ve

rs
eL

if
et

im
e

×10−2

102

t

10−4

10−3

10−2

A

c
Higgs mode amplitude (HF)

E0 = 0.65

E0 = 0.60

E0 = 0.55

E0 = 0.50

E0 = 0.45

E0 = 0.40

E0 = 0.35

E0 = 0.30

E0 = 0.25

t−1/2

图 6. (a) 序参数A的振荡幅度衰减，对于不同的激发强度E0，
在二阶玻恩近似 (a) 和哈特里-福克近似 (c) 中。哈特里-福克
结果的幅度与幂律衰减 t−1/2进行了比较。(b) 随着泵浦强度增
加，对于 2B 结果，希格斯模式的初始幅度A0和逆寿命 1/TL。
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图 5显示，当泵场关闭时，序参数围绕一个固定值
振荡，这与二阶理论中存在的持续衰减形成鲜明对比。
这表明系统内的势能面立即发生了改变，暗示不存在
啁啾现象。图 7确认了这种啁啾的缺失，在该图中展
示了希格斯振荡频率的时间依赖性。对于所有泵强度，
频率保持恒定，仅有小于原始频率 1%的噪声。

0.15 0.46 0.76 1.07 1.38

ω

290

250

210
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90

t w

a

0.15 0.46 0.76 1.07 1.38

ω

b

0.15 0.46 0.76 1.07 1.38

ω

c

0.15 0.46 0.76 1.07 1.38

ω

d

图 7. 窗函数傅里叶变换 F [φ](tw)，中心位于 tw，从 Hartree-
Fock 动力学中减去背景。泵幅值的结果为 (a)E0 = 0.6,
(b)E0 = 0.5, (c)E0 = 0.4, (d)E0 = 0.3。红线追踪谱的最大
值，并且变化不超过一个频率分辨率单位。

附录 C: HODLR方案中的数值秩

我们的时间传播方案使用 HODLR分解压缩格林
函数 [42]。对分解的每个块执行截断 SVD，并实时更
新，舍弃低于 10−10的奇异值。这些块（在此精度范围
内）的数值秩决定了格林函数的可压缩性和该方案的
性能。

图 8(a) 显示了最大块秩 k随时间步数的增长。在
逆温度 β = 6下，系统处于无序状态，格林函数在其
非对角线上呈指数衰减。这导致秩迅速饱和，算法的计
算复杂度为O (N2 logN)，内存复杂度为O (N logN)，
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图 8. (a) 绿函数在时间步长 T 处的 HODLR分解中最大块的
截断 SVD的秩。给出了几种不同泵强度的结果。(b) 所示泵强
度下的绿函数和自能的压缩因子。

其中N 为时间步数。对于用强泵浦（即E0 = 0.15）激
发低温状态的模拟，其行为类似，破坏了超导态。在
低温下，有序状态下，尽管块仍然是数值上的低秩，为
k � N，但它们的增长率为 k ∝

√
N，导致计算复杂

度为O (N3 logN)和内存复杂度为O
(
N3/2 logN

)
。然

而，虽然图 8(b)中显示的内存使用反映了预期的比例
缩放，但在图 4中展示的实际运行时间反映的是大约
O (N2)比例缩放，这表明算法中的低比例缩放步骤在
整个模拟的时间尺度上占主导地位。
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