
中
译
本

ar
xi

v:
24

03
.0

54
12

v2

关于哈密顿—雅克比—贝尔曼方程的经典解和典范变换

MOHIT BANSIL AND ALPÁR R. MÉSZÁROS

摘要. 在这篇笔记中，我们展示了规范变换如何揭示确定性最优控制问题中的隐藏凸性属性，这进而导致
一阶 Hamilton-Jacobi-Bellman方程的 C,

loc 全局存在解。

1. 介绍

对于给定的数据H : Rd ×Rd → R和G : Rd → R及时间范围 T > 0，我们考虑与汉密尔顿—雅克比—
贝尔曼（HJB）方程相关的下列柯西问题

(1.1)

{
∂tu(t, x) +H(x, ∂xu) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Rd,

u(T, x) = G(x), x ∈ Rd.

为了方便，我们假设H ∈ C2(Rd ×Rd)和G ∈ C2(Rd)，以及这些函数的二阶导数是一致有界的。假设
H 在其第二个变量中是凸的，因此这可以看作是一个拉格朗日函数的勒让德 –芬斯勒变换，即我们有

(1.2) H(x, p) = sup
v∈Rd

{p · v − L(x,−v)},

对于某个给定的 L ∈ C2(Rd × Rd)。为了方便，我们也假设 L在其第二个变量中是凸的。在这种情况
下，(1.1)对应于一个变分问题。确实，众所周知，在适当的假设下，价值函数

(1.3) u(t, x) := inf
γ:[t,T ]→Rd:γ(t)=x

∫ T

t
L(γ(s), γ̇(s))ds+G(γ(T ))

是方程 (1.1) 的唯一粘性解。该解局部 Lipschitz连续且局部半凹，具有线性连续模（参见 [CS04, The-
orem 7.4.12, Theorem 7.4.14]）。

众所周知，然而，唯一的粘性解 u一般来说会在有限时间内发展出奇点，即使H和G是光滑的。可以
在相对较直接的方式下构造有限时间奇点形成的示例，见例如 [CS04, Example 1.3.4, Example 6.3.5]
或 [GM22, Appendix B.4]。更具体地说，可以证明例如对于纯二次哈密顿量 H(x, p) = 1

2 |p|
2，u的奇

点必须在有限时间内形成，对于任何非凸（且非常数）G。这一事实记录在 [GM23, Theorem 3.1]中。
粘性解奇点集的良好性质已在文献中被广泛研究。关于这个主题的第一个结果可能是在 [CS87]中获得
的。对于进一步处理解的奇点的工作，我们参考读者参阅 [CS89,AC99,AC99,Yu06,CMS97,CY09,CF91,
CF14]和综述论文 [CC21]。奇点形成等价于变分问题 (1.3)中最优轨迹的非唯一性（参见 [CS04]）。
因此，如果能够确保在 (1.3)中优化器的唯一性，这将导致价值函数可微分，从而存在唯一一个经典解到
(1.1)。当控制问题中的动态是线性时，如果L是联合凸的且G是凸的，则正是这种情况。这意味着 u(t, ·)
继承了凸性，因此它成为任意时间范围内的C1,1

loc 经典解。这一事实及其相关性质是经典的，并且在文献
中已有充分记录，参见例如 [CS04, Corollary 7.2.12]和 [BE84,GR02,Goe05a,Goe05b,Roc70c,Roc70a]。

Date: 2025 年 4 月 13 日.
1

https://arxiv.org/pdf/arxiv:2403.05412v2


2 M. BANSIL AND A.R. MÉSZÁROS

正如前述工作所显示的，经典解的整体存在性在HJB方程理论中更像是例外而不是常规。据我们所知，
在上述完全凸区域之外，没有其他关于数据 (H,G)（或 (L,G)）的充分条件能够导致 (1.1)在类 C1,1

loc

中的全局经典适定性理论。上述提到的两种奇点形成的具体情况（[GM22, Appendix B.4]和 [GM23,
Theorem 3.1]）确切地展示了半凸估计一般如何会在有限时间内失效，因此这是导致该类 C1,1

loc 中时间
全局适定性失败的一个特别原因。

在这篇手稿中，我们展示了线性规范变换的一个特殊类可以揭示新的全局适定理论。让我们描述一下
我们的方法背后的哲学思想。给定 α ∈ R。然后变换

Rd × Rd 3 (x, p) 7→ (x, p− αx)

是相空间上的所谓典范变换，它保持哈密顿方程的结构。这样的变换在经典力学中是众所周知的（参
见。[Arn89]）。我们将使用以下定义。

(1.4) Hα(x, p) := H(x, p− αx)

和

(1.5) Gα(x) := G(x) +
α

2
|x|2.

由于这种变换的性质，我们可以陈述论文的第一个结果。

Theorem 1.1. 设 α ∈ R。然后，u是 (1.1)在 (0, T )× Rd 中具有数据 (H,G)的经典解，当且仅当定
义为

uα(t, x) := u(t, x) +
α

2
|x|2,

的 uα : (0, T )× Rd是在 (0, T )× Rd上具有数据的经典解 (1.1)。(Hα, Gα).

该定理有两个直接的推论。首先，如果我们有一个在类 C1,1
loc 中具有数据 (H,G)的全局适定理论对于

(1.1)，我们将得到一个在整个 C1,1
loc 中具有数据 (Hα, Gα)α∈R的一参数全局适定性理论族。其次，如果

我们能够找到一个实数 α ∈ R，使得数据 (Hα, Gα)的 (1.1)全局适定，则原问题的数据 (H,G)也必须
是全局适定的。
事实证明，这一第二个结果将揭示出对于类 C1,1

loc 中的 (1.1)真正新的全局适定性理论。因此，作为我
们的第二个主要结果（见下述定理 3.4），我们已经确定了 (H,G)的一些充分条件，这些条件意味着对
于某个精确的 α ∈ R，变换后的数据 (Hα, Gα)（或相应的 (Lα, Gα)）落入众所周知的完全凸区域，因
此这给出了在 C1,1

loc 中带有原始数据 (H,G)的 (1.1)的整体适定性。我们的主要结果的一个直接推论可
以概括如下。

Corollary 1.2. 设 H : Rd × Rd → R和 G : Rd → R是具有二阶一致有界导数的 C2 函数。另外假设
H(x, ·)在 x上是一致强凸的。
然后，我们有以下内容。

(1) 存在一个仅依赖于 ‖D2G‖∞、‖D2H‖∞及 ∂ppH的下界的常数 C > 0，使得带有数据 (H̃,G)的
(1.1)满足：其中

H̃(x, p) := H(x, p) + αx · p,

在类 C1,1
loc ([0, T ]× Rd)中整体适定，对于任意 T > 0，只要 α > C 成立。
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(2) 存在一个常数 C > 0，它仅取决于 ‖D2G‖∞、‖D2H‖∞ 和 ∂ppH 的下界，使得 (1.1)在使用数
据 (H̃,G)时，

H̃(x, p) := H(x, p)− α
|x|2

2
,

在类 C1,1
loc ([0, T ]× Rd)中是全局适定的，对于任何 T > 0，只要 α > C。

Remark 1.3. 我们看到，适当地修改一个哈密顿 –雅各比 –贝尔曼方程的现有数据可以“凸化”问
题，并且这反过来导致了一个全局的时间经典适定性理论。推论 1.2表明，这个过程不仅可以由添加项
(x, p) 7→ −α |x|2

2 到哈密顿量，但也要添加 (x, p) 7→ αx · p到 H 完成，对于适当选择的 α也是如此。

Remark 1.4. 细心的读者会注意到我们仅使用了 ‘上三角’典范变换，即形式为 (x, p) 7→ (x, p−αx)的
变换。这样做的原因是，为了使一个常微分方程系统（在 (Xs, Ps)个未知数中）成为 HJB方程的特征
方程，不仅需要具有哈密顿系统的结构，边界条件也必须是特定的形式。具体来说，为了保持边界条
件X0 = x0的结构，我们需要变换为上三角形式。从这里我们可以想象对某个常数矩阵 A进行一个变
换 (x, p) 7→ (x, p − Ax)。为了保持条件 PT = ∇G(XT )的结构（具体来说，右侧是某个函数的梯度），
我们需要 A是对称的。选择 A = αI 是出于简化考虑，并且相同的论点应该适用于任何对称矩阵 A。

Remark 1.5. 虽然我们演示了这种典范变换技术来获得 HJB方程的经典全局适定性理论，这种方法
对于任何其他 HJB方程的特征同样适用。例如，如果对于带有数据 (H,G)的 HJB方程（例如，非可
微点位于一条光滑曲线上）有结果，则相同的结论也适用于变换后的数据 (Hα, Gα)（实际上，非可微
点将是完全相同的）。

我们在此结束介绍，并附上一些结论性备注。

• 在本手稿中，为了简化阐述，我们选择仅考虑形式为 Rd × Rd 3 (x, p) 7→ (x, p− αx)的一类简
单线性正则变换。然而，我们的方法可能适用于形式为

Rd × Rd 3 (x, p) 7→ (x, p−∇ϕ(x)),

的更一般非线性变换，对于合适的势函数 ϕ : Rd → R。虽然这些扩展在我们的分析中不会带来
概念上的困难，但它们会引入繁重的技术计算。因此，我们决定在此手稿中不进行这些扩展。

• 我们的方法仅采用哈密顿视角，因此，特别是通过纯粹处理哈密顿系统，我们认为对于那些在
动量变量上不一定凸的哈密顿函数也能证明类似的结果。同样，为了简化阐述，这里我们不探
讨这个方向。

• 典型变换在更一般的辛流形上的哈密顿系统中已经被很好地理解，因为这些是余切丛上的辛同
态（参见 [Arn89]）。尽管我们在这里只考虑一个简单的欧几里得设置，但我们怀疑我们的想法
可能对研究在更一般几何框架中的汉密尔顿—雅可比—贝尔曼方程的解也是有用的。这样的研
究将超出本文的范围。

• 事实证明，本文中考虑的规范变换揭示了在特定无穷维设置中的新深层适定性理论，即对于均
值场博弈中的主方程。这些结果在我们的配套论文 [BM24]中进行了详细说明。

论文的其余部分包含两个简短的部分。在第 2节中，为了教学目的，我们详细介绍了从拉格朗日视角
出发特定正则变换的作用。第 3节包含了我们的主要结果，并且这一部分内容完全是从哈密顿视角撰
写的。
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2. 规范变换和拉格朗日视角的经典解

对于 t ∈ (0, T )，考虑定义的功能性 Ft : C
1((t, T );Rd) → R

Ft(γ) :=

∫ T

t
L(γ(x), γ̇(s))ds+G(γ(T )).

此外，我们将可容许曲线的集合定义为

Admt,x := {γ ∈ C1((t, T );Rd) : γ(t) = x}.

使用此泛函，可以得到

u(t, x) := inf
γ∈Admt,x

Ft(γ).

方程 (1.1)的解的可微性与最优控制问题 (1.3)中的极小值点的唯一性密切相关（例如参见 [CS04, Ex-
ample 1.3.4, Example 6.3.5]或 [GM22, Appendix B.4]中的讨论）。特别地，众所周知泛函 γ 7→ F(γ)

的凸性将意味着 u(t, ·)是凸的，这进而进一步意味着 u是方程 (1.1)在类 C1,1
loc ([0, T ]×Rd)中的经典解

（参见 [CS04, Theorem 7.4.13]）。γ 7→ F(γ)的凸性可以通过 L的联合凸性和 G的凸性来保证。
然而，由于优化问题中的端点，即 γ(t) = x，是固定的，我们可以同样考虑泛函

Ft,α(γ) := Ft(γ) +
α

2
|x|2 = Ft(γ) +

α

2
|γ(t)|2,

对于任何 α ∈ R。在这种情况下，我们只需有

u(t, x) +
α

2
|x|2 := inf

γ∈Admt,x

Ft,α(γ).(2.1)

遵循经典力学中的一个标准思想，我们将这个新项重写为其时间导数的积分和初始项，得到

Ft,α(γ) =

∫ T

t
L(γ(x), γ̇(s))− d

ds

(α
2
|γ(s)|2

)
ds+ α

2
|γ(T )|2 +G(γ(T ))

=

∫ T

t
L(γ(x), γ̇(s))− α〈γ(s), γ̇(s)〉ds+G(γ(T )) +

α

2
|γ(T )|2

现在请注意，虽然

γ 7→ Ft(γ),

可能不具备凸性，

γ 7→ Ft,α(γ),

对于某些 α ∈ R可能具备凸性。尽管

inf
γ∈Admt,x

Ft(γ) and inf
γ∈Admt,x

Ft,α(γ)

是相同的问题，但它们的最优值相差一个常数 α
2 |x|

2，并且特别地，它们具有相同的最小化器。
因此，这样的变换可以揭示数据中隐藏的凸结构，在问题的原始设定下这些结构并不明显，特别是如
果 γ 7→ Ft,α是凸的，即使没有 γ 7→ Ft的凸性，(1.1)在类 C1,1

loc ([0, T ]× Rd)中也是适定的。
我们也有相反的情况，即。当 γ 7→ Ft 是凸的，而 γ 7→ Ft,α 不是凸的时候。由于泛函的凸性可以通过
拉格朗日量和最终数据的凸性来表征，因此自然地定义以下数量。对于 α ∈ R，令 Lα : Rd × Rd → R
被定义为

Lα(x, v) := L(x, v)− αx · v
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以及 Gα : Rd → R，定义为

(2.2) Gα(x) := G(x) +
α

2
|x|2.

根据之前的讨论，我们可以得出以下命题。

Proposition 2.1. 我们有如下内容。

(i) 设 G : Rd → R是凸的，并且设 L : Rd × Rd → R是联合凸的，进一步假设 G和 L的二阶导数
有界。然后，存在一个 α0 ∈ R，使得 Lα不是联合凸的且对于任何 α < α0，Gα都不是凸的。

(ii) 存在不联合凸的 L : Rd × Rd → R和非凸的 G : Rd → R，使得对于合适的 α ∈ R，Lα 变为联
合凸且 Gα变为凸。

证明. （i）令 f : Rd × Rd → R定义为 f(v, x) = v · x。直接计算得出 −1是 D2f 的一个特征值（对应

的特征向量是 (1, . . . , 1,−1, . . . ,−1)）。确实，我们看到D2f(x, y) =

[
0d Id

Id 0d

]
, 其中 0d和 Id分别表

示 Rd×d 中的零矩阵和单位矩阵。由此得出结论。因此对于 α < α̂0 := −‖D2L‖∞，我们有 Lα 不是联
合凸的。现在设 α0 := min{α̂0,−‖∂xxG‖L∞}，然后结果随之而来。

(ii) 在上一点中我们构造了非凸的 Lα和 Gα，但 L和 G是凸的。现在如果我们对这些新函数应用相同
的变换，即常数 −α，(Lα)−α和 (Gα)−α，我们回到了原本是凸的那些原始函数。结论由此得出。 �

对 L的变换，如上所述，自然地转化为哈密顿量H。事实上，我们可以看到对应于 Lα的Hα定义如下
1.4。
需要注意的是，之前的变换保留了哈密顿结构和 HJB方程。这正是导致定理 1.1的原因，其证明是直
接的，我们在下面给出。

定理的证明 1.1. 该结果直接来自于表示公式 (2.1)。或者，直接计算得到

∂tuα(t, x) = ∂tu(t, x) and ∂xuα(t, x) = ∂xu(t, x) + αx,

因此

−∂tuα(t, x) +Hα(x, ∂xuα(t, x)) = −∂tu(t, x) +H(x, ∂xu(t, x) + αx− αx) = 0,

和

uα(T, x) = Gα(x).

结果随之得出。 �

Remark 2.2. 由于表示公式 (2.1)，前面的结果显然也适用于黏性解（参见 [CS04, Theorem 7.4.14]）。

3. 从哈密顿系统的视角看正则变换和经典解

基于 [Roc70b, Theorem 33.1]，我们可以得出以下结果。

Lemma 3.1. H : Rd × Rd → R, 在 (1.2)中定义的是凹凸的（即 H(·, p) 是凸的对于所有的 p ∈ Rd 和
H(x, ·)是对所有 x ∈ Rd凸的当且仅当 L联合凸。

从这个引理中我们可以看到，哈密顿-雅各比方程 (1.1)在类 C1,1
loc 中的经典解的整体存在性，从哈密顿

观点来看，与 H 的凹凸性质以及最终条件 G的凸性密切相关。
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Definition 3.2. For a square matrix A ∈ Rm×m, we define the symmetric matrix

ReA :=
1

2
(A+A>).

For a symmetric matrix A ∈ Rm×m, we denote by λmin(A) and λmax(A) its smallest and largest
eigenvalues, respectively.

Lemma 3.3. 假设

(3.1)
(
w> Re ∂xpH(x, p)w

)2
−
(
w>∂ppH(x, p)w

)(
w>∂xxH(x, p)w

)
≥ 0, ∀w ∈ Rd, ∀x, p ∈ Rd×Rd.

定义
(3.2)

α := inf
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

w> Re ∂xpH(x, p)w +
√
(w> Re ∂xpH(x, y)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w

假设 x 7→ G(x) + α |x|2
2 是凸的并且

(3.3)

α ≥ sup
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

w> Re ∂xpH(x, p)w −
√
(w> Re ∂xpH(x, p)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w

那么带有数据 (H,G)的 Hamilton–Jacobi方程 (1.1)在全球类 C1,1
loc ([0, T ]× Rd)中是适定的。

证明. 使用 (1.4)和 (2.2)，我们定义了 Hα 和 Gα，选择了声明中给出的 α特定值。我们看到 Gα 是凸
的。此外，我们计算任意的 w ∈ Rd和任意的 (x, p) ∈ Rd × Rd

w>∂xxHα(x, p)w = w>∂xxH(x, p− αx)w − 2αw> Re(∂xpH(x, p− αx))w + α2w>∂ppH(x, p− αx)w

这个表达式是关于 α的二次多项式且最高次项系数为正。定理的条件保证了该多项式在 α处非正，即

w> Re ∂xpH(x, p)w −
√
(w> Re ∂xpH(x, p)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w

≤ α

≤
w> Re ∂xpH(x, p)w +

√
(w> Re ∂xpH(x, p)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w
,

对于所有 (x, p) ∈ Rd × Rd和所有 w ∈ Rd。
特别是 Hα在 x上是凹的。此外，这种特定的变换不会改变 Hα在 p变量上的凸性，即 ∂ppHα(x, p) =

∂ppH(x, p− αx)。该引理的论点由引理 3.1和 [CS04, Theorem 7.4.13]推出。 �

作为这个引理的结果，我们可以得出以下结论。

Theorem 3.4. 我们定义以下量

λ0 := inf
(x,p)∈Rd×Rd

λmin (Re ∂xpH(x, p)) ,

λH := sup
(x,p)∈Rd×Rd

λmax (∂xxH(x, p))
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和

λG := inf
x∈Rd

λmin (∂xxG(x)) .

假设

λ2
0 ≥ ‖∂ppH‖∞λH and that λ0 +

√
λ2
0 − ‖∂ppH‖∞λH + ‖∂ppH‖∞λG ≥ 0.

进一步假设要么 λH ≤ 0要么 λ0 ≥ 0。然后哈密顿—雅各比方程 (1.1)在任何 T > 0中都是全局适定
的，在 C1,1

loc ([0, T ]× Rd)类中。

证明. 我们验证引理 3.3的假设。首先，让我们考虑不等式 (3.1)。
如果 λH ≤ 0，则 (3.1)立即满足。
如果 λH > 0，但 λ0 ≥ 0我们有以下内容。根据 λ0，w> Re ∂xpH(x, p)w ≥ λ0 的定义，对于所有的
(x, p) ∈ Rd × Rd和所有 w ∈ Rd。由于右边是非负的，我们可以平方得到

(w> Re ∂xpH(x, p)w)2 ≥ λ2
0 ≥ ‖∂ppH‖∞λH ,

这表明

(w> Re ∂xpH(x, p)w)2 ≥ (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w).

因此，(3.1)成立。

我们验证引理 3.3中的其他假设。令 α如 (3.2)中所定义。就像之前一样，我们将区分两种情况。
情况 1。λH ≤ 0.
在这种情况下，我们有 (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w) ≤ 0，对于所有的 (x, p) ∈ Rd×Rd和所有的
w ∈ Rd。因此

α ≥ 0 ≥
w> Re ∂xpH(x, p)w −

√
(w> Re ∂xpH(x, p)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w
,

对于所有的 (x, p) ∈ Rd × Rd和所有的 w ∈ Rd。这意味着 (3.3)。
此外，我们有

α = inf
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

w> Re ∂xpH(x, p)w +
√

(w> Re ∂xpH(x, y)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w

≥ inf
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

w> Re ∂xpH(x, p)w +
√

(w> Re ∂xpH(x, y)w)2 − ‖∂ppH‖∞(w>∂xxH(x, p)w)

‖∂ppH‖∞
,

其中在最后一个不等式中，我们使用了函数 f : {(a, b, c) : c ≥ 0, b ≤ 0, a2 ≥ bc} → R 定义为
f(a, b, c) = a+

√
a2−bc
c 是关于 c递减的。
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继续我们有

α ≥ inf
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

w> Re ∂xpH(x, p)w +
√

(w> Re ∂xpH(x, y)w)2 − ‖∂ppH‖∞(w>∂xxH(x, p)w)

‖∂ppH‖∞

≥ inf
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

w> Re ∂xpH(x, p)w +
√

(w> Re ∂xpH(x, y)w)2 − ‖∂ppH‖∞λH

‖∂ppH‖∞

≥
λ0 +

√
λ2
0 − ‖∂ppH‖∞λH

‖∂ppH‖∞

其中最后一个不等式是因为函数 f : {(a, b) : b ≤ 0} → R定义为 f(a, b) = a +
√
a2 − b在 a中是递增

的。由此，根据本定理的假设可知 x 7→ G(x) + α |x|2
2 是凸的。

情况 2。λ0 ≥ 0我们注意到，不失一般性，我们可以假设不等式 λH ≥ 0成立。
我们有

α = inf
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

w> Re ∂xpH(x, p)w +
√

(w> Re ∂xpH(x, y)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w

(3.4)

≥ inf
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

λ0 +
√
λ2
0 − (w>∂ppH(x, p)w)λH

w>∂ppH(x, p)w

≥ inf
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

λ0 +
√
λ2
0 − ‖∂ppH‖∞λH

w>∂ppH(x, p)w

≥
λ0 +

√
λ2
0 − ‖∂ppH‖∞λH

‖∂ppH‖∞

其中最后两个不等式分别由 λH ≥ 0和 λ0 ≥ 0得出。我们还注意到在之前的不等式链中，所有根号下
的量都是非负的。
此外，我们看到 λ0 +

√
λ2
0 − ‖∂ppH‖∞λH + ‖∂ppH‖∞λG ≥ 0表明 α+ λG ≥ 0，因此 x 7→ G(x) +α |x|2

2

是凸的。
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接下来注意函数 f : {(a, b) : a, b ≥ 0, a2 ≥ b} → R定义为 f(a, b) = a −
√
a2 − b是在 a上递减的。

因此

w> Re ∂xpH(x, p)w −
√
(w> Re ∂xpH(x, p)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w
(3.5)

≤
λ0 −

√
λ2
0 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w

≤
λ0 −

√
λ2
0 − (w>∂ppH(x, p)w)λH

w>∂ppH(x, p)w

≤
λ0 −

√
λ2
0 − ‖∂ppH‖∞λH

‖∂ppH‖∞

其中最后一个不等式来自于函数 f : {(a, b, c) : a, b, c ≥ 0, a2 ≥ bc} → R，定义为 f(a, b, c) = a−
√
a2−bc
c

是在 c上递增的事实。结合 (3.4)和 (3.5)我们可以得出

α ≥ sup
(x, p, w) ∈ R3d

‖w‖ = 1

w> Re ∂xpH(x, p)w −
√

(w> Re ∂xpH(x, y)w)2 − (w>∂ppH(x, p)w)(w>∂xxH(x, p)w)

w>∂ppH(x, p)w
,

这完成了本例中的证明。
�

从此定理可立即证明推论 1.2。

推论的证明 1.2. 我们看到如果 α足够大，则定理 3.4的假设条件得到满足。 �
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