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拓扑转变作为贝里曲率渗流的过程
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摘要

我们首先研究了 Berry曲率符号在二维拓扑材料欧拉特征中的重要性，该材料具有两个
能带。然后我们报道了一种拓扑转变的特征，即 Berry曲率符号的渗流现象。Berry曲率 F在
Dirac点处有峰值，这使我们可以根据 F的符号将布里渊区划分为两个区域：一个与峰值具有
相同符号的区域和另一个具有相反符号的区域。我们观察到当 Chern数非零时，符号相反的
区域是局域化的，而在平凡拓扑的情况下，符号相反的区域主要是非局域化的。因此，在从非
平凡到平凡的拓扑相变过程中，符号相反的区域将发生渗流现象。我们在包括 Haldane模型、
扩展 Haldane模型和 QWZ模型在内的几个模型中验证了这一点。我们的观察结果可能作为
拓扑相变的一种新颖特征。
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1 介绍

在拓扑材料的研究中，理论和实验方面都取得了很大进展，深刻影响了我们对电子性质
和相变的理解。由量子霍尔效应 [?]引发，展示了拓扑概念阐明复杂量子行为的能力，研究已
经扩展到诸如拓扑绝缘体 [?, ?]和拓扑超导体 [?, ?]等领域。这些研究已经在拓扑不变量如陈
数、布里渊区 (BZ)上的贝里曲率积分等基础上建立了理论框架。
最近，量子几何在拓扑学的研究中发挥了关键作用 [?]。量子几何基本描述了电子波函数

的几何和拓扑性质如何影响物质在量子水平上的行为 [?, ?, ?]。这个领域探讨了各种现象，从
量子度量对超导状态的影响到电子带拓扑在设计新型材料中的更广泛意义 [?, ?, ?, ?]。具体来
说，量子几何在揭示诸如超导性和超流性等物理性质的几何贡献方面发挥了关键作用，特别
是在研究平坦带和类似系统中超流权重的研究中尤为明显 [?,?]。
尽管量子度量在理论和实验上都具有重要性，但对局部空间属性（如贝里曲率的渗流）如

何影响拓扑相特征的理解仍然难以捉摸。作为量子度量张量的虚部，贝里曲率的空间分布的
重要性必须强调 [?,?]。这引发了这样一个问题：是否存在一种基于模式识别的方法来判断拓
扑序的存在？先前的研究表明，仅通过贝里曲率主峰的符号无法确定拓扑的平凡性或非平凡
性。在这里，我们提出了一种方法，即通过对贝里曲率峰值相对的异号区域 (OSR)进行考虑，
可以在不直接计算陈数的情况下识别系统是否为拓扑平凡或非平凡。我们的研究旨在通过关
注贝里曲率的空间动力学及其对材料拓扑性质的影响来弥补这一空白。通过对各种拓扑模型
中贝里曲率的局域化和去局域化行为进行阐明，我们希望提供一种更为精确地区分平凡与非
平凡拓扑相的方法。
本文探讨了Berry曲率渗流现象及其对各种模型的拓扑相的影响，包括Qi-Wu-Zhang (QWZ)

模型、Haldane模型和扩展 Haldane模型。我们特别关注 Berry曲率与 Chern数之间的局域化
和非局域化特性，这有助于区分平凡和非平凡的拓扑相。

2 量子度量和拓扑不变量

在本节中，我们将描述量子度量与 Berry曲率的关系。对于具有非简并特征值系统的标准
正交特征向量 |n〉，量子几何张量 (QGT)为

Q(n)i j = 〈∂in|∂ jn〉 − 〈∂in|n〉〈n|∂ jn〉. (1)

QGT的实部作为量子度量 (QM)，而 QGT的虚部则是 Berry曲率：

g(n)i j = ReQ(n)i j , F (n)i j = −2ImQ(n)i j .

如果我们考虑二维中的两个能带系统，Berry曲率可以表示为 Fx y。一般的两带布洛赫哈
密顿量为

H = h0(k)I2 + h(k) ·σ, (2)

其中 I2 是 2× 2单位矩阵，k = (kx , ky)、

h = (h1(k), h2(k), h3(k)), σ = (σ1,σ2,σ3),
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和 σi 为泡利矩阵。利用 ĥ = h/|h|，Berry曲率可以表示为 [?]

Fx y =
1

2|h|3
��

h ·
�

∂kx
h× ∂ky

h
��

=
1
2

ĥ ·
�

∂kx
ĥ× ∂ky

ĥ
�

. (3)

在此公式中，∂kx
ĥ × ∂ky

ĥ项描述了 Bloch球体表面上的方向。Berry曲率具有正负值，表明其
方向定义不明确；沿 Fx y = 0线发生定向反转。为了看到量子度量与 Berry曲率的关系，我们
计算了量子度量。量子度量可以简化为以下形式：

gi j =
1
4
∂ki

ĥ · ∂k j
ĥ. (4)

借助方程 (4)，量子度量的行列式可以写成

det(g) =
1
16

h
�

ĥ ·
�

∂kx
ĥ× ∂ky

ĥ
��2

. (5)

由此以及方程 (3)，

det(g) =
1
4

F2
x y , (6)

对于二维两带系统。陈数

C =
1

2π

∮

BZ

Fx y dkx dky , (7)

是一个整数，可以通过直接验证确认。欧拉特征数，χ，是一种拓扑不变量，可以通过欧拉类
积分 [?,?]定义。
在这里，我们采用略有不同的路径，使用克罗内克指数 [?]。令 S是一个 n维闭黎曼流形，

在其上定义了一组满足 V i(x)V i(x) = 1的函数 n+1 V i(x)。利用这组函数，我们可以考虑将 S

连续映射到单位 n球面上。定义行列式 D为 V 类如下：

D =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

V 1 ... V n+1

∂x1 V 1 ... ∂x1 V n+1

... ...
...

∂xn V 1 ... ∂xn V n+1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

. (8)

然后，我们可以证明

D2 = det G, Gαβ = ∂xαV · ∂xβ V, (9)

并定义偶数维的欧拉特征为

χ =
2

vol(Sn)

∫

±
p

D2dn x , (10)

其中 vol(Sn)是 n维球体的面积，并选择符号以允许覆盖 [?]的重叠。在我们的研究中，我们仅
考虑动量空间上的 Bloch球体的两个维度，由 ĥ表示。在二维情况下，我们可以表达 D = 2Fx y

和 Gi j = 4gi j。通过使用方程 (4)和方程 (6)，具体地我们可以将 D2 简化为

D2 = det G = 16det g = 4F2
x y . (11)

从公式。(11)，欧拉特征数可以表示如下：
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χ =
2
π

∫

S

±
Æ

det gdkx dky =
1
π

∫

S

Fx y dkx dky . (12)

因此，χ 可以简单地表示为：

χ = 2C . (13)

需要注意的重要一点是，在第一布里渊区（BZ）到 Bloch球映射中的重叠区域的存在导致了定
向反转。具体来说，由于从动量空间到量子态流形的映射的拉回在 BZ上产生了诱导定向，表
示为

bh : BZ → Bloch sphere,

它在曲面理论中扮演着高斯映射的角色。结果表明，Berry曲率的符号决定了这种定向 [?]。因
此，由于沿线 Fx y = 0处 BZ内的定向反转，必须仔细考虑定向符号——这是许多先前研究中
常常忽视的一个方面。因此，Berry曲率的符号作为观察与拓扑相关的量的重要指标。

3 贝里曲率的渗流现象

在上一节中，我们观察到贝里曲率的符号是拓扑可观测量工作机制中的关键手段。本节
探讨了贝里曲率渗透的关键现象及其在确定拓扑相方面的重要作用。这次讨论的一个基本方
面是如何理解贝里曲率符号的局域化和去局域化对拓扑性质的影响。在二维布里渊区中，沿
kx 和 ky 方向存在周期性，因此我们可以将贝里曲率映射到环面上。最初，我们将特定区域具
有某种符号的贝里曲率的“局域化”定义为该区域在从其中任意一点开始的任何轨迹上是不
连续的，从而防止返回起点。{在环面上，“局域化”意味着在某些带有特定符号的区域内存在
可收缩的回路。例如，图 3提供了这种具有簇集的局域化。相反，“去局域化”指的是区域的
连续性，允许轨迹返回其起点。当我们映射贝里曲率的具体符号区域时，在环面上存在不可收
缩的回路。

3.1 Berry曲率的渗流现象

贝里曲率倾向于在特定位置形成峰值，这些位置是能带接近交叉或接触的地方。为了看
出这一点，请注意，在 2带系统中，与+带相关的贝里曲率可以表示为

Fx y(k) =i
1

(ε+ − ε−)2
[〈n+|∂kx

H|n−〉〈n−|∂ky
H|n+〉

− 〈n+|∂ky
H|n−〉〈n−|∂kx

H|n+〉], (14)

=−
2 Im
�

〈n+|∂kx
H|n−〉〈n−|∂ky

H|n+〉
�

(ε+ − ε−)2
, (15)

其中 ε±是特征值和 |n±〉是每一带的特征向量。当能带接触点处的本征值出现简并时，(ε+−ε−)2

的值接近于零，使得在接近接触点处贝里曲率的峰值变得尖锐。现在让我们集中讨论 Fx y 的
符号问题。Fx y 的符号翻转会明显改变贝里曲率峰符号区域（PSR）及其相反符号区域（OSR）
的分布情况。我们用主导峰的符号定义了 PSR；在拓扑相变中，带接触点处的峰值从图 1可
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以看出，PSR用红色表示，而 OSR用蓝色表示。当陈数非平凡时，OSR是局域化的，类似于
岛屿，而 PSR主要是非局域化的。相反，在陈数平凡的情况下，OSR广泛地分布，类似河流。
这种模式表明拓扑相变伴随着 OSR的渗流现象。我们一致验证了这一有趣的现象在各种模型
中的适用性，证实了它在描述拓扑相变中的普遍适用性。此外，如第 2节所述，在 QGT框架
内，贝里曲率的分布可以等同于度量张量的分布，进一步阐明这些拓扑现象的几何基础。

图 1: Haldane模型的 Berry曲率。红色区域表示 PSR，蓝色区域描述 OSR。虚线代表
BZ。在图 (a)中，陈数是非平凡的，因此 OSR是局域化的。相反，在图 (b)中，当陈
数是平凡的时候，OSR是去局域化的。

3.2 贝里曲率的行为

在本节中，我们解释了这些观察结果的原因，重点在于贝里曲率分布的变化如何直接与
陈数的变化相关联。影响贝里曲率分布变化的主要因素是带反转。当轨道的能量水平（通常
是不同奇偶性的）在布里渊区的特定高对称点通过一个过程中交换位置时，带反转就发生了，
在这个过程中，能隙先是变窄，然后闭合，再重新打开。带隙重新打开后，靠近闭合点的下价
带和上导带轨道相对于其平凡相 [?] 发生了反转。在能带接触点附近，存在一个明显的区域，
其中不同能带的本征矢量混合（见图 2）。这样的能带混合区始终存在于能带接触点周围。因
此，在靠近能带接触点的地方，贝里曲率主要由其他能带的本征矢量构成，这与其他区域不
同，后者中的贝里曲率由原始能带的本征矢量组成。这意味着在峰值附近存在一个本征矢量
跳跃。这种本征矢量配置现象对于理解拓扑相变下贝里曲率分布的本质至关重要：由于本征
矢量的混合，在能带接触点附近，贝里曲率的符号发生了变化。简而言之，能带反转修改了贝
里曲率的局域化特性。此外，根据方程 15，当存在足够的带隙时，OSR内的贝里曲率值显著
低于峰值处的值。因此，OSR分布对于定量补偿峰值的价值至关重要，直接决定了陈数是平
凡还是非平凡。具体而言，当陈数为非平凡时，OSR局部化，导致对峰值价值的最小补偿，从
而确保陈数保持非零。相反，当陈数为平凡时，OSR的平坦性要求其在布里渊区中广泛分布
以充分补偿峰值值，从而导致其去局域化。总体而言，贝里曲率分布的分析作为拓扑特征的关
键指标，决定了拓扑相是平凡还是非平凡。
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图 2: (a1), (b1): Haldane模型的带结构图示，分别对应拓扑相为非平庸和平凡的情
况。颜色代表了本征向量 |ψ〉 = (α,β)T 的分量大小，其中 |ψ〉 = (1,0)T 显示为红色，
|ψ〉 = (0,1)T 显示为蓝色。在 (a1)中可以观察到由于在拓扑非平庸相中靠近 K ′点的
带反转导致的颜色变化，在 (b1)中则没有这种表现。(a2)和 (b2)展示了本征向量的
第一分量大小（分别对应于 (a1) 和 (b1) 中的 |α|)）。红色表示上层能带，蓝色描述
下层能带。

3.3 渗流率

渗流理论，统计力学中的一个关键概念，研究随机介质中连接簇的行为。通过分析形成和
扩散到系统 [?]的簇的概率和几何结构，它提供了对相变的洞见。渗流是指在相变期间，局部
簇扩展并合并的现象。在这种情况下，OSR去局域化可以通过将 OSR视为渗流理论中的簇来
量化。我们定义 Si 为个体 i-thOSR集群的大小，考虑到周期性如图 3所示。然后，Berry曲率
的渗流率可以写成如下形式，

P =
Smax

N
, (16)

其中 N 是 BZ的大小，Smax 是最大集群的大小。当 Chern数非平凡时，OSR保持局域化，形
成几个小簇群，导致渗流率低于 0.5。相反，当 Chern数平凡时，OSR脱离局部化进入一个连
接的簇群，导致渗流率达到超过 0.5的高水平。有趣的是，当 Chern数平凡时，OSR的脱离局
部化总是主要发生在 BZ内。如果有窄带 OSR的脱离局部化，并且 PSR主要局域化，则应存
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在非零 Chern数。但是重要的事情是这种情况从未发生过：如果 OSR发生脱离局部化，OSR

占据了 BZ的主导地位，因此该系统的 Chern数总是为零。

图 3: 渗流率示意图。将贝里曲率映射到环面上。紫色区域是 OSR，其他区域表示
PSR。

4 应用

我们现在演示当拓扑相为平凡或非平凡时，Berry曲率的渗流现象如何在三个不同的 2D

模型中出现。这些模型的拓扑不变量由 Chern类定义。通过这些模型，我们提供了 Berry曲率
的等高线图；红色区域始终表示 PSR，而蓝色区域表示 OSR。

4.1 七物张模型

Qi-Wu-Zhang（QWZ）模型是一个二维晶格模型，描述了量子反常霍尔效应，作为理解凝
聚态物理学中拓扑相的基本框架 [?,?]。QWZ模型的布洛赫哈密顿量由下式给出：

hQWZ = Asin kxσ1 + Asin kyσ2 + (cos kx + cos ky +∆)σ3. (17)

我们可以直接使用上述哈密顿量计算 Berry相位，如方程（3）所示。在 QWZ模型中，陈数依
赖于 A与 ∆的比值如下。















C = 1 for 0< ∆
A < 2

C = −1 for − 2< ∆
A < 0

C = 0 for ∆
A > 2 or ∆

A < −2

在图 4中，虚线代表 BZ。红色表示 PSR，而蓝色表示 OSR。当陈数非平凡时，PSR主要
表现为离域化，而 OSR则像岛屿一样局域化。∆ = 0也是从-1到 1的拓扑相变点。然而，由
于两边的陈数都是非平凡的，因此 OSR的局域性保持不变。相反，在平凡陈数的情况下，OSR

表现为离域化。此外，我们使用公式 (Eq16)计算渗流率。在图 5中，红线表示 P = 0.5，蓝线
是 QWZ模型中 OSR的渗流率。当陈数为零时，渗流率高于 0.5，这意味着 OSR主要在 BZ内
表现为离域化。另一种情况下，当陈数非零时，渗流率低于 0.5。因此，观察 Berry曲率每个
带符号区域的分布作为确定拓扑相是平凡还是非平凡的拓扑特征。
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图 4: QWZ模型的 Berry曲率当 A= 1时：红色区域是 PSR，蓝色区域是 OSR。虚线
表示 QWZ模型的等效 BZ。当 ∆ < −2或 ∆ > 2时，陈数平凡，因此蓝色区域是离
域化的。在其他情况下，当 −2<∆< 2时，蓝色区域是局域化的而红色区域发生离
域化。

4.2 霍尔丹模型

我们还验证了 Haldane模型 [?]中的 Berry曲率的渗流性质。Haldane模型的紧束缚哈密
顿量由以下给出

HH = t1

∑

〈i j〉

c†
i c j + t2

∑

〈〈i j〉〉

e−iνi jφc†
i c j +λv

∑

i

εic
†
i ci, (18)

其中 〈i j〉表示最近邻（NN）跃迁的总和，而 〈〈i j〉〉则表示次近邻（NNN）相互作用的总和。t1

是决定 NN跃迁的跃迁常数。第二个项的引入考虑了次近邻（NNN）跃迁，受内部磁通量 φ和
跃迁参数 t2 的影响。此外，与该术语相关的相位因子取决于次近邻跃迁的方向：

νi j = sgn(d̂i × d̂ j)z = ±1, (i, j) ∈ {1,2}

其中 d̂1,2,是沿着次近邻跃迁方向的向量。最后一项是原位能量，它依赖于子晶格：对于每个
站点分别为 εi = 1和 εi = −1。在这里，我们定义一个原始晶格矢量为

~d1 =
p

3
2

a(
p

3,1), ~d2 =
p

3
2

a(−
p

3,1), (19)

其中 a是晶格间距。使用泡利矩阵，我们可以按如下方式表达布洛赫哈密顿量：

hH(k) = 2t2 cos(φ)
�

2cos
�

k̃x

�

cos
�

k̃y

�

+ cos
�

2k̃y

��

I2

− t
�

1+ 2cos
�

k̃x

�

cos
�

k̃y

��

σ1 − 2t sin
�

k̃x

�

cos
�

k̃y

�

σ2

+
�

λv + 2t2 sin(φ)
�

2cos
�

k̃x

�

sin
�

k̃y

�

− sin
�

2k̃y

���

σ3. (20)
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图 5: 渗透率的 OSR在 QWZ模型中。红线表示 P = 0.5。当∆< −2或∆> 2时，陈
数是平凡的，因此渗透率高于 0.5。在其他情况下，当 −2 < ∆ < 2时，当陈数是非
平凡的，渗透率低于 0.5。

其中 k̃x = 3akx/2,k̃y =
p

3aky/2。

图 6: 霍尔丹模型的相图

利用方程（7），Haldane 模型的陈数由三个独立参数的比例决定：t2,φ, 和 λv。这些依
赖关系的具体表示在相图中进行了说明，见图 6。在图 7中，虚线代表布里渊区。我们固定
φ = π/2，同时改变 λv 与 t2的比例，并研究 PSR和 OSR的非局域化特性。类似于 QWZ模型
中的观察结果，在图 7中，红色区域代表 PSR，而蓝色区域是 OSR。如图 7所示，在非平凡相
中当 λv < 1时，PSR的非局域化变得广泛，类似于河流，而 OSR则是局域化的。相反，在平
凡相中，当陈数为零且 λv > 1时，OSR变得非局域化，并发生拓扑转变，这代表了 OSR的渗

9
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图 7: Haldane模型的 Berry曲率，其中 t2 = 1/3
p

3和 φ = π/2：虚线表示等效的
BZ。类似于之前的图形，红色区域是峰值带符号区域，蓝色区域是相反符号的区域。
当 λv < 1时，拓扑相是非平凡的，因此红区会发生渗流，并伴有蓝区的局域化。另
一方面，如果拓扑相是平凡的，则蓝区会去局域化。

流现象。此外，渗透率如图 8所示。当 −1< λv < 1时，OSR局限在特定区域，因此渗透率低
于 0.5。另一方面，当 −1> λv or 1< λv 时，OSR在 BZ中的去局域化占据主导地位，所以渗
透率高于 0.5。因此，OSR的渗透伴随着拓扑相变。

图 8: 渗流率的 OSR在 Haldane模型中。红线表示 P = 0.5。当 −1> λv 或 λ > 1时，
陈数是平凡的，渗流率高于 0.5，这意味着去局域化主要发生在 BZ中。另一方面，陈
数是非平凡的，渗流率低于 0.5。

10
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4.3 扩展的哈罗德模型

扩展的哈罗德模型除了哈罗德模型 [?]外，还包括次近邻跳跃。扩展的 Haldane模型的紧
束缚哈密顿量由以下给出

HEH =t1

∑

〈i j〉

c†
i c j + t2

∑

〈〈i j〉〉

e−iνi jφc†
i c j

+ t3

∑

〈〈〈i j〉〉〉

c†
i c j +λv

∑

i

εic
†
i ci. (21)

除了 Haldane模型外，〈〈〈i j〉〉〉表示对 N3邻近跳跃的求和，而 t3 是
在傅里叶变换下，紧束缚哈密顿量可以写成布洛赫哈密顿量，

h0 = 2t2 cos(φ)
�

cos(k · d1) + cos(k · d2) (22)

+ cos(k · (d1 − d2))
�

,

h1 = t1

�

cos(k · d1) + cos(k · d2)
�

+ t3

�

cos(k · (d1 + d2)) + 2cos(k · (d1 − d2))
�

,

h3 = λv +MH , (23)

其中，MH是Haldane质量MH = 2t2 sin(φ)[sin(k · d2)−sin(k · d1)+sin(k · (d1 − d2))]和d1 = a/2(
p

3,3)、
d2 = a/2(−

p
3,3)就像在 Haldane模型中一样。从图 9中，我们可以看到扩展的 Haldane模型

的陈数相图。

图 9: 扩展哈罗德模型的相图
当 t1 = 1, t3 = 0.35。

类似于 Haldane模型，我们固定了 φ = −π/2并连续改变比值 λv/t2。当陈数平凡时，即
当该比值的大小超过大约 5.2时，观察到 PSR的去局域化。而 OSR在特定区域中是局域化的。
拓扑相变发生在从 C = −1到 C = 2，其中 λv/t2 = 2.8。类似于 QWZ模型，在非平凡相之间，
OSR内的去局域化趋势不会改变。相反，当陈数为非平凡（−5.2< λv

t2
< 5.2）时，OSR表现出

去局域化。
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图 10: 扩展 Haldane模型的 Berry曲率当 t1 = 1, t2 = 1, t3 = 0.35,φ = −π/2：虚线
表示扩展 Haldane模型的 BZ。红色区域是峰值符号区域，蓝色区域是相反符号的区
域。当 λv < 5.2时，拓扑相是非平凡的，因此红色区域发生局域化消失而蓝色区域
则去局域化。另一方面，当拓扑相为平凡时，局域化消失发生在蓝色区域内，就像河
流一样。随着拓扑跃迁的发生，蓝色区域的渗流现象出现。

图 11: 渗透率的 OSR在扩展的 Haldane模型中。当 −5.2 > λv or 5.2 < λv，陈数是
平凡的，渗透率高于 0.5，这意味着去局域化主要发生在布里渊区。另一方面，陈数
是非平凡的，渗透率低于 0.5。

基于结果，我们使用公式 (16) 计算渗流率。在图 5中，红线表示 P = 0.5，而蓝线表示
QWZ模型中 OSR的渗流率。当 C = 0时，渗流率超过 0.5，表明 BZ中的 OSR主要呈非局域
化。相反，当 C非零时，渗流率低于 0.5。因此，在 OSR和 PSR中 Berry曲率的分布作为决定
拓扑相是否平凡或非平凡的拓扑特征。
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5 讨论

在本研究中，我们展示了 Berry曲率的渗流行为可以发挥关键作用来确定材料的拓扑相。
通过从拓扑转变的角度分析 Berry曲率分布，我们建立了明确且实用的准则以区分 Chern数是
否平凡或非平凡。这种方法通过 QWZ模型、Haldane模型和扩展 Haldane模型在广泛参数范
围内的全面分析得到了验证。本研究的关键见解是引入相对符号分析，定义了峰值符号区域
（PSR）和反符号区域（OSR）。这种途径揭示了与拓扑相变紧密相关的 Berry曲率的全局模式。
我们观察到当拓扑平凡时，BZ中 OSR的非局域化现象。相比之下，在非平凡拓扑中，PSR是
非局域化的而 OSR 是局域化的。平凡和非平凡拓扑相之间的转变由 PSR 和 OSR 渗流特征的
清晰变化所标记。这一观察为预测和理解材料的拓扑性质提供了框架。此外，通过我们的方法
捕捉到的 Berry曲率分布的整体行为支持未来的实验验证。直接测量 Berry曲率的努力，如涉
及冷原子和光子晶格 [?,?]的研究展示了表征拓扑性质的潜力。这些测量为开发具有定制电子
特性的材料提供了数据，并深化了我们对量子和拓扑物理的理解。观察 Berry曲率的渗流行为
可能使在实验装置中更精确地确定 Chern 数并促进拓扑相的特征化。我们的发现代表观测结
果而非正式证明的陈述。此外，本研究侧重于单个能带对及 BZ内单个非简并主导 Berry峰的
情形。未来的工作可以将这些发现扩展到多带系统，并在不同实验条件下检查渗流行为的稳
健性。我们希望相对符号分析能够推进拓扑相的研究。本研究强调了即使在整合到 BZ之前，
Berry曲率的重要性。
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