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摘要

我们获得了黎曼流形和欧几里得空间中域的热含量在各种初始温度条件下

的单调性和凸性结果。我们引入了严格递减的温度设置的概念，并证明它是

确保热含量单调性的充分条件。此外，在欧几里得空间中，我们构造了一个

热含量不单调的区域及其初始条件，以及一个热含量单调但非凸的区域及其

初始条件。

数学主题分类（2020）: { 35K05, 35K20 或 35K15.
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1 介绍和主要结果

在本文中，我们研究了欧几里得空间和无边界条件的黎曼流形中的开集上
的热流问题的定性性质。

例如，考虑一个开集 Ω ⊂ Rm，其初始温度为 1，而其补集 Rm \ Ω的初始
温度为 0。没有在 Ω的边界 ∂Ω上施加边界条件，热方程在 Rm上演化。

该热流问题对应的热半群的等周不等式的一种形式已经在 [11]中建立，这
是通过利用集合的周长与半群的小时间渐近行为之间的联系得出的（另见 [10]）。

我们研究了 Ω的几何与 Ω的热含量之间的相互作用，即在时间 t时留在 Ω

内部的热量量。随着 t ↓ 0的变化，在多种几何设置中已经得到了 Ω的热含量的
精细渐近行为。例如，R2 [5]中的多边形，Rm [1]中的角形区域以及包含在一个
较大的紧黎曼流形 [3]内的光滑紧黎曼流形。热内容和热损失的双侧界在 [4]中
对于一个开集在 Rm 中且具有 R光滑边界的有限勒贝格测度的情况下获得，并
在 [2]中对于完全、平滑、非紧致的m维黎曼流形中的开集情况下获得。最近，
热内容已在度量测度空间和次黎曼流形 [7, 13]的背景下进行了分析。

本文的目的是研究在未对 ∂Ω施加边界条件的情况下，Ω的热含量作为 t函
数的单调性和凸性，涉及各种初始数据。

令M 是一个光滑、连通、完备且在随机意义上完备的m维黎曼流形，并设
∆是作用于函数空间 L2(M)上的拉普拉斯-贝尔特拉米算子。众所周知（见 [8]，
[9]）热方程

∆u =
∂u

∂t
, x ∈M, t > 0, (1)

有一个唯一、极小的正基本解 pM (x, y; t) 其中 x ∈ M，y ∈ M，t > 0。此解称
为M 的狄利克雷热核，在 x, y中是对称的，严格正，在 x, y ∈M 和 t > 0上联
合光滑，并且它满足半群性质

pM (x, y; s+ t) =

∫
M

dz pM (x, z; s)pM (z, y; t), (2)

对于所有的 x, y ∈M 和 t, s > 0，其中 dz是M 上的黎曼测度。此外，∫
M

dy pM (x, y; t) = 1 (3)

由于M 是随机完整的。设 Ω为M 的开子集。方程 (1) 在初始条件

u(x; 0+) = ψ(x), x ∈ Ω, (4)

下对于函数 ψ在 Ω的各种函数空间中存在解

uΩ,ψ(x; t) =

∫
Ω

dy pM (x, y; t)ψ(y), (5)

。例如，设 ψ ∈ Cb(Ω), ψ ≥ 0,ψ 6≡ 0是从 Ω到 [0,∞).的有界连续函数集合。则
初始条件 (4) 在以下意义下被理解：当 t ↓ 0时，uΩ,ψ (·; t) → ψ (·)收敛，且这
种收敛是一致的。
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令 Ω是M 的一个非空开子集，并且令 ψ : Ω → [0,∞)有界且可测。我们定
义 Ω在初始数据 ψ下的热含量为

HΩ,ψ(t) =

∫
Ω

∫
Ω

dxdy pM (x, y; t)ψ(y). (6)

在 [12, Proposition 1]中表明，如果 Ω ⊂ Rm是有界的，则 t 7→ HΩ(t)是递
减且凸的。在下面的定理 1中，我们考虑黎曼流形的一种更一般的情况。一个特
别感兴趣的情形是当 ψ ≡ 1在 Ω上时，对此我们写为

HΩ(t) = HΩ,1(t).

我们引入以下定义，这将为我们提供一个确保单调热含量的充分条件。

定义 1. 设M 是一个光滑、连通、完备且在随机意义上完备的 m维黎曼流形。
开集Ω ⊂M 是一个（严格）递减温度集，如果对于所有的 x ∈ Ω，t 7→ uΩ,1(x; t)

是（严格）递减的。

我们的第一个主要结果如下。

定理 1. 令 Ω是M 的一个非空开子集，其中M 是一个光滑、连通、完备且随
机完备的m维黎曼流形。

(i) 如果对于所有 t > 0都有HΩ(t) <∞，则 t 7→ HΩ(t)是递减且凸的。此外，
limt→∞HΩ(t)存在。

（二）如果对所有 t > 0均有HΩ(t) <∞，且 limt→∞HΩ(t) = 0，则HΩ(t)关于
t的所有右导数严格为负，且 t 7→ HΩ(t)严格递减。

（iii）如果M 还是闭合的，那么 t 7→ HΩ(t)是严格递减的，并且仅当 |M \Ω| > 0

时才是严格凸的。

（四）如果 Ω ⊂M 是一个具有有限测度的（严格）递减温度集，且如果 ψ : Ω →
[0,∞)是有界的和可测的，则 t 7→ HΩ,ψ(t)是（严格）递减的。

所有剩余的定理都涉及欧几里得空间 Rm 的结果。

pRm(x, y; t) =
e−

|x−y|2
4t

(4πt)m/2
. (7)

对于 ψ ≡ 1在 Ω ⊂ Rm 的情况，在 [1, Proposition 8]中表明，如果 Ω是凸
的，则 Ω是一个递减温度集。在 [1]的示例 6中表明，一个球和一个合适的同轴
圆环在 R2中的不相交并集不是一个递减温度集。下面我们证明两个半径为 δ的
球在 Rm 中的距离为 2时，对于某些足够小的 δ是一个严格递减温度集。因此，
在 [1, Proposition 8]中的凸性假设是充分但非必要且充足的。
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定理 2. 令 Ωδ = Bδ(c1) ∪ Bδ(c2) ⊂ Rm，m ∈ N和 c1 = (−1 − δ, 0, ..., 0), c2 =

(1+ δ, 0, ..., 0)。令 ψ = 1Ωδ
。如果 δ = 1

20，那么 Ωδ是一个严格递减的温度集合。

在定理 3中，对于 Rm中非空、开集且有界集合，我们获得了热含量二阶导
数的下界，并证明了当 t足够大时该导数远离 0，并且得到了热含量一阶导数的
上界，并证明了该导数远离 0。

定理 3. 如果 Ω是 Rm 中一个非空的开集，并且具有 diam(Ω) <∞，则

(i)
d2HΩ(t)

dt2
≥ 4m2 + 4m− 7

16t2
HΩ(t), t ≥ (diam(Ω))2, (8)

（二）

d2HΩ(t)

dt2
≥


0, t < (diam(Ω))2,

(4m2 + 4m− 7)π2e−1/4 |Ω|2
(4πt)(m+4)/2 , t ≥ (diam(Ω))2,

(9)

（iii）

dHΩ(t)

dt
≤


− 4m2+4m−7

2(m+2) πe−1/4 |Ω|2
(4π(diam(Ω))2)(m+2)/2 , 0 < t ≤ (diam(Ω))2,

− 4m2+4m−7
2(m+2) πe−1/4 |Ω|2

(4πt)(m+2)/2 , t ≥ (diam(Ω))2,

(10)

（四）
dHΩ(t)

dt
≤ −4m2 + 4m− 7

8(m+ 2)t
e−1/4HΩ(t), t ≥ (diam(Ω))2.

定理 3可以推广到非负、可测的初始温度 ψ的情况如下。

推论 4. 如果 Ω是 Rm 中的一个非空开集，并且有 diam(Ω) < ∞，而 ψ ≥ 0和
ψ 6≡ 0有界且可测，则对于HΩ,ψ 的结果与定理 3相类似。此外，（一），（四）的
类似部分成立，其中将 HΩ 替换为 HΩ,ψ，而（二），（三）的类似部分成立，其
中将 |Ω|2 替换为 |Ω|

∫
Ω
ψ(y) dy。

推论 4立即由定理 3的证明得出。

我们现在探讨初始数据 ψ的变化对 t 7→ HΩ,ψ(t)的单调性和凸性的影响。
在整个过程中，对于 r2 > r1 > 0, c̃ ∈ Rm，我们设 Br1(c̃) = {x ∈ Rm :

|x− c̃| < r1}，A(r1,r2) = {x ∈ Rm : r1 < |x| < r2}和 ωm = |B1(0)|。
首先，我们构造一个示例，表明如果 ψ 在 Ω上不是常数，则 t 7→ HΩ,ψ(t)

不需要在 t上单调。
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定理 5. 设m ∈ N, c > 2, t∗ > e9/(2m)，令

Ωc = B1(0) ∪A(2,c) ⊂ Rm, ψ(x) = 1B1(0)(x).

如果

c > (32t∗)1/2
(

log
(25m/2Γ((m+ 2)/2)

2m − 1

(
e−9/4 − t∗−m/2)−1

))1/2

, (11)

那么 HΩc,ψ(0) > HΩc,ψ(t
∗) > HΩc,ψ(1),使得 t 7→ HΩc,ψ(t)不是单调的。

作为定理 5的结果，由于 t 7→ HΩc,ψ(t)不是单调的，我们根据定理 1（iv）
推断出，对于足够大的 c，Ωc 不是一个递减温度集。

此外，我们构造了一个示例，表明如果 ψ 不是常数函数在 Ω 上，则 t 7→
HΩ,ψ(t)可以是 t的一个递减函数但不必是凸的。

定理 6. 令 Ω = B1(0) ⊂ Rm，m ∈ N，ψ(y) = |1 − |y||α 满足 α > 1，则
t→ HB1(0),ψ(t)是递减的但不是凸的。

定理 1，2，3，5，6的证明分别推迟到第 2节，3节，4节，5节，6节。

2 定理的证明 1

证明. （i）对于 t > 0，由 (5)我们有

uΩ(x; t) =

∫
Ω

dy pM (x, y; t). (12)

我们首先证明 t 7→ HΩ(t)是递减的。由 (2)和 (12)我们有对于 t > 0, s > 0，

uΩ(x; t+ s) =

∫
Ω

dy pM (x, y; t+ s)

=

∫
Ω

dy
∫
M

dz pM (x, z; t)pM (z, y; s)

=

∫
M

dz pM (x, z; t)uΩ(z; s), (13)

其中我们在最后一个等式中使用了托内利定理。对 (13)关于 x在 Ω上进行积分
得到

HΩ(t+ s) =

∫
M

dxuΩ(x; t)uΩ(x; s). (14)
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由 (14),(13),(2),(3)和热核的对称性可知

HΩ(t+ s) =

∫
M

dxuΩ(x; (t+ s)/2)2

=

∫
M

dx
∫
M

dy1 pM (x, y1; s/2)uΩ(y1; t/2)

∫
M

dy2 pM (x, y2; s/2)uΩ(y2; t/2)

=

∫
M

dy1
∫
M

dy2 pM (y1, y2; s)uΩ(y1; t/2)uΩ(y2; t/2)

≤ 1

2

∫
M

dy1
∫
M

dy2 pM (y1, y2; s)
(
uΩ(y1; t/2)

2 + uΩ(y2; t/2)
2
)

=

∫
M

dy1

∫
M

dy2 pM (y1, y2; s)uΩ(y1; t/2)
2

=

∫
M

dy1 uΩ(y1; t/2)2

= HΩ(t).

为了证明凸性，我们首先注意到由于 HΩ(t) < ∞, t > 0，只需证明 H 是中
点凸的。参见第 164–167页在 [6]。设 t > 0, δ > 0。由 (14)，我们有

1

2

(
HΩ(t) +HΩ(t+ 2δ)

)
=

1

2

∫
M

dz
(
uΩ(z; t/2)

2 + uΩ(z; (t+ 2δ)/2)2
)

≥
∫
M

dz uΩ(z; t/2)uΩ(z; (t+ 2δ)/2)

= HΩ(t+ δ).

这证明了HΩ的凸性。由于映射 t 7→ HΩ(t)是递减且下有界的，因此 limt→∞HΩ(t)

存在。

(ii)由于 t 7→ HΩ(t)的凸性，我们有右导数H
′+
Ω (t) := limε↓0 ε

−1(HΩ(t+ ε)−HΩ(t))

在 t中是非减的。参见第 167页的 [6]。因此如果对于某个 T > 0有H
′+
Ω (T ) ≥ 0，

则 H
′+
Ω (t) ≥ 0, t ≥ T.。这进而意味着 HΩ(t) ≥ HΩ(T ) > 0, t ≥ T.。这与

limt→∞HΩ(t) = 0,和H
′+
Ω (T ) < 0, T > 0矛盾。因此 t 7→ HΩ(t)是严格递减的。

（iii）我们注意到如果 |M \ Ω| = 0，则

HΩ(t) =

∫
Ω

∫
Ω

dx dy pM (x, y; t)

=

∫
M

∫
M

dx dy pM (x, y; t)

= HM (t) = |M |,

因为光滑的闭黎曼流形是随机完全的。因此 t 7→ HΩ(t)是常数，并且不是严格
递减的也不是严格凸的。接下来考虑情况 0 < |Ω| < |M |。由于M 是光滑且闭合
的，Laplace-Beltrami算子∆在 L2(M)上的作用谱是离散的，并由在∞处积累
的特征值 {µ1(M) ≤ µ2(M) ≤ ...}组成。令 {uj,M , j ∈ N}表示相应的正交基特
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征函数。由于M 是连通的，µ1(M) = 0并且具有重数 1。此外 u1,M = |M |−1/2。
M 的最小热核具有由

pM (x, y; t) =

∞∑
j=1

e−tµj(M)uj,M (x)uj,M (y).

给出的 L2(M)特征函数展开。根据富比尼定理，可以得出

HΩ(t) =

∫
Ω

dx

∫
Ω

dy pM (x, y; t) =

∞∑
j=1

e−tµj(M)
(∫

Ω

uj,M

)2

. (15)

我们有由 (15)得到

lim
t→∞

HΩ(t) =
(∫

Ω

u1,M

)2

=
|Ω|2

|M |
< |Ω|,

这是假设的结果。由于 HΩ(0) = |Ω|，我们得出结论 HΩ(t)不是常数。那么

d

dt
HΩ(t) = −

∞∑
j=1

µj(M)e−tµj(M)
(∫

Ω

uj,M

)2

= −
∞∑
j=2

µj(M)e−tµj(M)
(∫

Ω

uj,M

)2

,

不恒等于 0-函数。令

j∗ = min{j ∈ N : j ≥ 2,

∫
Ω

uj,M 6= 0}.

则
d

dt
HΩ(t) ≤ −µj∗(M)e−tµ

∗
j (M)

(∫
Ω

uj∗,M

)2

< 0,

且 t 7→ HΩ(t)严格递减。类似地，

d2

dt2
HΩ(t) ≥

(
µj∗(M)

)2
e−tµ

∗
j (M)

(∫
Ω

uj∗,M

)2

> 0,

和 t 7→ HΩ(t) 是严格凸的。

（iv）由 (5)和 (6)，

HΩ,ψ(t) =

∫
Ω

dy uΩ,1(y; t)ψ(y).

由于 t 7→ uΩ,1(y; t)是（严格）递减的，右侧的被积函数是（严格）递减的。

3 定理的证明 2

证明. 由于初始数据关于超平面 x1 = 0对称，因此在这个超平面上没有热流通
过，并且热方程在 x1 = 0处满足诺依曼边界条件。半空间 {x ∈ Rm : x1 > 0} =

Rm+ 的 Neumann 热核表示为并给出如下：

πRm
+
(x, y; t) = (4πt)−m/2

(
e−|x−y|2/(4t) + e−|x+y|2/(4t)

)
. (16)
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因此，对于 (1) 具有 M = Ωδ 和 ψ = 1Ωδ
对于 x1 > 0 的解由下式给出：

uΩδ
(x; t) =

∫
Bδ(c2)

dy πRm
+
(x, y; t), x1 > 0. (17)

为了证明 Ωδ 是一个严格递减的温度集，我们必须证明

∂uΩδ
(x; t)

∂t
< 0, t > 0, x ∈ Bδ(c),

其中我们设定了 c = c2。由 (16)和 (17)我们发现

∂uΩδ
(x; t)

∂t
=

1

2t(4πt)m/2

∫
Bδ(c)

dy

(
e−|x−y|2/(4t)

( |x− y|2

2t
−m

)
+ e−|x+y|2/(4t)

( |x+ y|2

2t
−m

))
. (18)

我们证明了在 (18)的右边的被积函数对于所有

x ∈ Bδ(c), y ∈ Bδ(c), t ≥ 4δ2. (19)

都是严格负的这进而意味着 (18)的左边对于所有 t ≥ 4δ2 都是严格负的由 (19)，

|x− y| ≤ 2δ, 2 ≤ |x+ y| ≤ 2(1 + 2δ). (20)

因此

e−δ
2/t ≤ e−|x−y|2/(4t) ≤ 1, e−(1+2δ)2/t ≤ e−|x+y|2/(4t) ≤ e−1/t. (21)

因此，由 (19)，(21)，(20)和 δ = 1
20 我们得到对于 t ≥ 4δ2，

e−|x−y|2/(4t)
( |x− y|2

2t
−m

)
+ e−|x+y|2/(4t)

( |x+ y|2

2t
−m

)
≤ 2δ2

t
−me−δ

2/t +
2(1 + 2δ)2

t
e−1/t −me−(1+2δ)2/t

≤ 2δ2

t
− e−δ

2/t +
2(1 + 2δ)2

t
e−1/t − e−(1+2δ)2/t

≤ 0.005

t
− e−1/4 +

2.42

t
e−1/t − e−1.21/t. (22)

首先我们考虑情况 t ≥ 4δ2 = 0.01。由于 t 7→ t−1e−1/t 对 t > 1严格递减，
且 t 7→ 0.005

t 和 t 7→ −e−1.21/t 对所有 t > 0 也严格递减，因此只需证明 (22)
的右侧在区间 [0.01, 1]上严格小于 0。为了进一步缩小这个区间，我们考虑情况
0.01 ≤ t ≤ 1

4。在这个区间内，(22)右边的第一项从上方有界于 1
2，并且右边的

第三项从上方有界于 9.68e−4。通过使用例如 Wolfram Alpha[14]等方法可以验
证，1

2 +9.68e−4 − e−1/4 < −0.1。接下来我们考虑区间 [ 14 , 1]。在该区间上，(22)
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右边的第一项从上方有界于 1
50。我们有

max
1
4≤t≤1

(2.42
t
e−1/t − e−1.21/t

)
≤ max

1
4≤t≤1

(2.42
t

− 1
)
e−1/t + max

1
4≤t≤1

(
e−1/t − e−1.21/t

)
≤ max

t≥0

(2.42
t

− 1
)
e−1/t + max

0<t≤1

(
e−1/t − e−1.21/t

)
. (23)

验证第一项右边的 (23)的最大值在 t = 121
171 处达到是基本的。这给出了

max
t≥0

(2.42
t

− 1
)
e−1/t =

121

50
e−171/121.

此外，t 7→ e−1/t − e−1.21/t在 [0, 1]上是递增的。因此

max
0<t≤1

(
e−1/t − e−1.21/t

)
= e−1 − e−1.21.

通过例如使用 Wolfram Alpha[14]，可以验证

1

50
+

121

50
e−171/121 + e−1 − e−1.21 − e−1/4 < −0.10019.

接下来我们考虑情况 0 < t ≤ 4δ2, δ = 1
20。对于等式右侧的第二项 (18)，我

们有由 (21)和 (20)得到

e−|x+y|2/(4t)
( |x+ y|2

2t
−m

)
≤ 2(1 + 2δ)2

t
e−1/t.

因此 ∫
Bδ(c)

dy e−|x+y|2/(4t)
( |x+ y|2

2t
−m

)
≤ ωmδ

m 2(1 + 2δ)2

t
e−1/t,

并且等式右侧的第二项 (18)被上界限制为

ωmδ
m

(4πt)m/2

(1 + 2δ)2

t2
e−1/t. (24)

为了限定等式右侧的第一项 (18)，我们重写这项为

1

2t(4πt)m/2

∫
Bδ(c)

dy
(
e−|x−y|2/(4t)

( |x− y|2

2t
−m

)
=

∂

∂t

∫
Bδ(c)

dy pRm(x, y; t).

估计这个项对于所有 x ∈ Bδ(c)等价于估计

∂

∂t

∫
Bδ(0)

dy pRm(x, y; t), x ∈ Bδ(0). (25)
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由于 Bδ(0)是凸的，由 [1, Proposition 8]可知，等式下的表达式 (25)严格为负。
下面我们量化这个导数如下。改变变量 y − x = t1/2η得到

∂

∂t

∫
Bδ(0)

dy pRm(x, y; t) =
1

(4π)m/2

∂

∂t

∫
B

δt−1/2 (−x)
dη e−η

2/4

= − δ

2(4π)m/2t3/2
∂

∂ρ

∫
Bρ(−x)

dη e−η
2/4

∣∣∣
ρ=δt−1/2

= − δ

2(4π)m/2t3/2
∂

∂ρ

∫
Bρ(0)

dη e−|η−x|2/4
∣∣∣
ρ=δt−1/2

= − δ

2(4π)m/2t3/2

∫
∂Bρ(0)

Hm−1(dη) e−|η−x|2/4
∣∣∣
ρ=δt−1/2

,

其中Hm−1(dη)表示表面测度。对于 x ∈ Bδt−1/2(0)和 η ∈ ∂Bδt−1/2(0)，我们有
|x− η|2 ≤ 4δ2/t。这给出了

∂

∂t

∫
Bδ(0)

dy pRm(x, y; t) ≤ − δ

2(4π)m/2t3/2

∫
∂B

δt−1/2 (0)

Hm−1(dη) e−δ
2/t

= − mωmδ
m

2t(4πt)m/2
e−δ

2/t. (26)

由 (18),(24)和 (26),

∂uΩδ
(x; t)

∂t
≤ − mωmδ

m

2t(4πt)m/2
e−δ

2/t +
ωmδ

m

(4πt)m/2

(1 + 2δ)2

t2
e−1/t, x ∈ Bδ(0). (27)

对于 0 < t ≤ 4δ2, δ = 1
20，由于 t 7→ te(1−δ

2)t−1

是递减的，我们有

te(1−δ
2)t−1

≥ 4δ2e(1−δ
2)/(4δ2) > 2(1 + 2δ)2 ≥ 2

m
(1 + 2δ)2.

这意味着 (27)的右侧严格为负。

4 定理的证明 3

证明. 一项直接的计算表明通过 (7)得到

∂2pRm(x, y; t)

∂t2
=

1

t2

((m+ 2

2
− b

t

)2

− m+ 2

2

)
pRm(x, y; t), (28)

其中
b =

1

4
|x− y|2 ≤ 1

4
(diam(Ω))2.

对于所有 t ≥ (diam(Ω))2 我们有 b
t ≤

1
4。这与 (28)一起给出了

∂2pRm(x, y; t)

∂t2
≥ 1

t2

(4m2 + 4m− 7

16

)
pRm(x, y; t), t ≥ (diam(Ω))2.

对两边关于 x ∈ Ω, y ∈ Ω进行积分就得到了 (i)下的断言。
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为了证明 (ii)，我们注意到，在 x和 y在 Ω中一致，

pRm(x, y; t) ≥ e−1/4

(4πt)m/2
, t ≥ (diam(Ω))2.

对两边关于 x ∈ Ω, y ∈ Ω积分得到

HΩ(t) ≥ e−1/4 |Ω|2

(4πt)m/2
.

这与 (8)一起，给出了 (ii)下的断言。

为了证明 (iii)，我们首先考虑 t ≥ (diam(Ω))2，并在 s和∞之间对 (9)进行
积分，其中是 s ≥ (diam(Ω))2。这给出了 (10)中的第二个不等式。由于热含量
是凸的，其一阶导数是递增且连续的。这证明了 (10)中的第一个不等式。

为了证明（iv），我们有

pRm(x, y; t) ≤ (4πt)−m/2

意味着

HΩ(t) ≤
|Ω|2

(4πt)m/2
.

这结合（iii）得到（iv）。

5 定理的证明 5

证明. 我们定义 Ωc 在 t 的热损失为

FΩc,ψ(t) = HΩc,ψ(0)−HΩc,ψ(t). (29)

从而得出

FΩc,ψ(t) =

∫
Rm

dx
∫
Ωc

dy ψ(y)pRm(x, y; t)−
∫
Ωc

dx
∫
Ωc

dy ψ(y)pRm(x, y; t)

=

∫
Rm\Ωc

dx
∫
Ωc

dy ψ(y)pRm(x, y; t).

我们将证明如果 c 满足 (11)，那么 FΩc,ψ(1) > FΩc,ψ(t
∗) > 0。由于 t∗ > 1和

FΩc,ψ(0) = 0，我们推断热量损失，因此热量含量，并不是单调的。
我们考虑 Rm \ Ωc，并且对于 r2 > r1 > 0，定义 A[r1,r2] = {x ∈ Rm : r1 ≤

|x| ≤ r2} 和 A[r1,∞) = {x ∈ Rm : |x| ≥ r1}。对于 x ∈ A[1,2] 和 y ∈ B1(0)，
|x− y|2 < 9。这给出了

FΩc,ψ(t) ≥
∫
A[1,2]

dx
∫
B1(0)

dy (4πt)−m/2e−9/(4t)

= (4πt)−m/2e−9/(4t)ω2
m(2m − 1).
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因此

FΩc,ψ(1) ≥ e−9/4ω
2
m(2m − 1)

(4π)m/2
. (30)

为了获得 FΩc,ψ 的上界，我们有∫
Rm\Ωc

dx
∫
A(2,c)

dy ψ(y)pRm(x, y; t) = 0, (31)

和 ∫
A[1,2]

dx
∫
B1(0)

dy pRm(x, y; t) ≤ (4πt)−m/2|B1(0)||A[1,2]|

= (4πt)−m/2ω2
m(2m − 1). (32)

对于 |x| ≥ c和 y ∈ B1(0)，我们有 |y| < |x|/2。因此∫
A[c,∞)

dx
∫
B1(0)

dy pRm(x, y; t) ≤ (4πt)−m/2

∫
A[c,∞)

dx

∫
B1(0)

dy e−|x|2/(16t)

≤ (4πt)−m/2e−c
2/(32t)

∫
Rm

dx
∫
B1(0)

dy e−|x|2/(32t)

≤ 23m/2ωme
−c2/(32t). (33)

将 (32)和 (33)结合得到∫
Rm\Ωc

dx
∫
B1(0)

dy pRm(x, y; t)

≤ ω2
m(2m − 1)

(4πt)m/2
+ 23m/2ωme

−c2/(32t)). (34)

结合 (31)和 (34)给出∫
Rm\Ωc

dx
∫
Ωc

dy ψ(y)pRm(x, y; t) ≤ ω2
m(2m − 1)

(4πt)m/2
+ 23m/2ωme

−c2/(32t). (35)

如果对于 t∗ > e9/(2m)，(11)成立，则

23m/2e−c
2/(32t∗) <

ωm(2m − 1)

(4π)m/2

(
e−9/4 − t∗−m/2),

这意味着 (35)的右侧从上方有界于 (30)的右侧，如所需。

6 定理的证明 6

证明. 集合 B1(0)是凸的、ψ ≥ 0并且可测的。根据定理 1(iv)，热量含量严格递
减。此外，热量含量是严格正的并且递减到 0。为了证明非凸性，因此只需表明
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右导数 H ′+
B1(0),ψ

(0) = 0。我们有以下内容

−H ′+
B1(0),ψ

(0) = lim
t↓0

t−1
(
HB1(0),ψ(0)−HB1(0),ψ(t)

)
= lim

t↓0
t−1FB1(0),ψ(t)

= lim
t↓0

1

t

∫
{|x|>1}

dx
∫
B1(0)

dy (4πt)−m/2e−
|x−y|2

4t (1− |y|)α,

其中我们使用了 (29)。由 ψ的径向对称性，映射

x 7→
∫
B1(0)

dy (4πt)−m/2e−
|x−y|2

4t (1− |y|)α

是径向对称的，并且仅依赖于 |x|。不失一般性我们设x = vr，其中 v = (1, 0, . . . , 0).

变量变化 y = v − η得到

−H ′+
B1(0),ψ

(0)

= lim
t↓0

mωm
t

∫
(1,∞)

dr rm−1

∫
{|v−η|<1}

dη (4πt)−m/2e−
|v(r−1)+η|2

4t (1− |v − η|)α.

(36)

注意到 η是一个具有 |v ·η| > 0的向量。因此 e−
|v(r−1)+η|2

4t ≤ e−
(r−1)2+|η|2

4t 。此外，
|v−η| ≤ |v|+|η| = 1+|η|。所以 1−|v−η| ≥ −|η|。同样地 |v−η| ≥ |v|−|η| = 1−|η|。
因此 1− |v − η| ≤ |η|。因此，(36)的右侧被上界限制为

lim
t↓0

mωm
t

∫
(1,∞)

dr rm−1

∫
{|v−η|<1}

dη (4πt)−m/2e−
(r−1)2+|η|2

4t |η|α

≤ lim
t↓0

mωm
t

∫
(1,∞)

dr rm−1(4πt)−m/2e−
(r−1)2

4t

∫
Rm

dη |η|αe−|η|2/(4t)

= lim
t↓0

(mωm)2

2t
(4t)(m+α)/2Γ((m+ α)/2)(4πt)−m/2

∫
(0,∞)

dr (1 + r)m−1e−
r2

4t

≤ lim
t↓0

(mωm)2

2t
(4t)(m+α)/2Γ((m+ α)/2)(4πt)−m/2

×
∫
(0,∞)

dr 2m−1(1 + rm−1)e−
r2

4t

= lim
t↓0

(
Cm,α,1t

(α−1)/2 + Cm,α,2t
(α−2+m)/2

)
= 0,

因为 α > 1，以及 Cm,α,1 < ∞和 Cm,α,2 < ∞是严格有限的常数，仅依赖于
m和 α。
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