
中
译
本

ar
xi

v:
24

08
.1

65
23

v3
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我们提出了一种新的高效算法，用于多参考单态耦合团组（MR-UCC）方法，该方法集成了量子计
算技术与粒子数守恒（PNC）门。此算法使得在不给计算机资源带来任何沉重负担的情况下，使用复
杂的多重参考波函数来计算 LiH、BeH2 和 H6 的基态能量成为可能。后续的 UCC计算中可以仅通过
包含波算子的单重态（S）和双重态（D）多重重度关联项来包括更高阶的相关性。与现有的其他复杂
量子计算模型相比，此算法使用单一量子电路跨越所有键长，包括解离过程，实现了以最少资源获得
高精度结果的目标。

I. 介绍

分子的基态能量是研究化学系统及其反应的关键
因素，包括光化学反应和超冷分子 [1, 2]。其准确而高
效的计算处于嘈杂中等规模量子 (NISQ) 时代量子计
算机应用的前沿，该时代特征为量子处理器包含多达
1,000个量子比特 [3, 4]。变分量子本征解算器 (VQE)
算法已被采纳为此领域的领先方法 [5–7]。这些算法主
要集中在计算重要的电子关联以达到化学精度 [8–18]。
然而，随着模型规模的增加，VQE 算法面临着对计
算资源需求不断上升的问题以获取数值精度 [17]。此
外，由于电子相关性随键长变化，在解离区域中现有
的 VQE 算法通常需要为不同的键长定制特定的量子
电路。从构型相互作用（CI）和耦合团簇理论（CC）的
角度来看，需要包含高阶多重态来解决这个问题，例
如三重态 (T) 甚至四重态 (Q)，这将导致计算成本显
著增加 [19–21]。

或者，多参考 (MR)方法提供了一个考虑更高阶相
关性的平台，这使得模型仅通过波算子的较低阶多重
态 [22–24]来提高数值精度成为可能。原则上，在MR
波函数中考虑了更全面的相关性后，后续能量评估所
需的波算子多重态就越低。然而，这种方法要求在MR
波函数中有大量的行列式，或者需要系统先验知识来
选择合适的较少行列式，这显著增加了计算的复杂性。
实际上，人们使用简单的 MR波函数，通常不足以包
含波算子的更高阶多重态以达到所需的精度 [25–35]。

在本研究中，我们提出了一种新的量子计算技术，
用于具有粒子数守恒（PNC）电路 [36]的MR-UCC计
算，该技术能够在无需大量资源的情况下使用包含大
量行列式的复杂MR波函数。在我们的算法中，PNC
电路自动生成达到化学精度水平的MR波函数。这是
我们新算法的关键问题。由于包含了足够的电子相关
性，随后利用仅 S和 D多重态的 UCC计算可以在整
个键长范围内通过统一的量子电路达到高精度。

本文组织如下：在第 II节中，我们介绍了MR-UCC
方法的框架。在第 III节中，展示了 LiH、BeH2和 H6

的计算结果。第 IV节致力于总结。

II. 方法

我们从分子的二次量子化表示的哈密顿量开始，

Ĥ =
∑
ik

hika
†
iak +

1

2

∑
ijkl

hijkla
†
ia

†
jalak, (1)

其中 hik 和 hijkl 分别是一电子和二电子积分。在量子
处理器中，a†, a通过 Jordan-Wigner 变换 [37]转化为
Pauli 字符串。因此，Ĥ被重写为以下形式，

Ĥ =
∑
i,k

cikσ
i
k +

∑
ijkl

cijklσ
i
k ⊗ σj

l + · · · . (2)

方程 (2)中的 σi
k表示作用于第 i个量子比特上的 Pauli

算子或单位算子，σi
k = (σx, σy, σz, I)，而 c是从方程

(1)到方程 (2)的相应变换系数。
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图 1: (a)生成MR波函数的量子电路结构，其中 Û(θij)用绿色
方块表示。(b) 粒子数守恒电路 Û(θ) [36]的细节，该电路由两
个Hadamard门 (H)，两个 CNOT门和两个旋转Y门 (Ry(θ))
组成，旋转角度分别为 θ。

MR-UCC 模型可以分为以下两个阶段。第一阶段
是在 VQE框架内构建MR波函数 |ψ(~θ)〉。从 Hartree-
Fock (HF) 状态出发，|ψ(~θ)〉可以被数学地表述为

|ψ(~θ)〉 =
∏
i,j

Û(θij)|HF〉, (3)

其中 i, j 表示第 i个和第 j 个量子比特。操作符 Û(θ)

（见图 1(b)）是一个参数化的 PNC电路 [36]，

Û(θ)|01〉 = cos θ|01〉+ sin θ|10〉, (4)

其中 θ是电路参数，1和 0表示HF近似下的占据或未
占据单粒子态。在方程 (4)中生成了一粒子一空穴 (1p-
1h)配置。通过在此电路的不同量子比特对上应用，生
成了一系列的 np-nh配置。

VQE电路的架构用于构建 |ψ(~θ)〉如图 1(a)所示。
我们首先对相邻的量子比特执行 PNC电路，然后连续
地进行到次近邻量子比特以达到可接受的精度。电路
参数通过最小化哈密顿量 〈Ĥ〉的期望值用 Adam算法
进行优化。
第二阶段涉及将波算子 eÂ(~c) 应用于 MR 波函数

|ψ(~θ)〉，
|Ψ(~θ,~c)〉 = eÂ(~c)|ψ(~θ)〉. (5)

在这项工作中，我们采用与 UCCSD[38]中相同的 eÂ(~c)

形式，在其中波算子由簇算子表示为 Â(~c) = T̂ (~c) −

T̂ †(~c)，并且簇算子 T̂ (~c) 考虑了 S 和 D 多重态，

T̂ (~c) =
∑
mi

cmia
†
mai +

∑
mnij

cmnija
†
ma

†
najai, (6)

其中m,n表示粒子状态，而 i, j 是 HF 状态的空穴状
态。哈密顿算子在 UCCSD算子存在下的期望值为，

E(~θ,~c) =〈Ψ(~θ,~c)|Ĥ|Ψ(~θ,~c)〉 = 〈ψ(~θ)|e−Â(~c)ĤeÂ(~c)|ψ(~θ)〉

=〈ψ(~θ)|Ĥ′(~c)|ψ(~θ)〉. (7)

通过利用Baker-Campbell-Hausdorff（BCH）公式，可
以将 Ĥ′(~c)展开为一阶形式

Ĥ′(~c) ≈ Ĥ − [Â(~c), Ĥ]. (8)

类似于方程 (2)，Ĥ′(~c)被转换成可以直接在量子计算
机上实现的泡利字符串的形式。这种变换不仅有效地
简化了 MR-UCCSD 方法中的能量评估，还通过使用
泡利字符串的代数运算减少了对 Ĥ′(~c)评估的复杂性。
根据公式 (7)，使用第一阶段获得的波函数 |ψ(~θ)〉

来评估 E(~θ,~c)，这避免了调用额外的 CNOT门，节省
了量子计算资源。系数 cmi和 cmnij使用Adam算法进
行优化。

III. 结果与讨论

LiH、BeH2 和 H6 的基态能量被计算出来以测试
MR-UCCSD算法的性能，该算法在 VQE计算中作为
常见基准。在计算过程中，电子积分使用由三个高斯
函数表示的 Slater 型轨道（STO-3G）基础通过基于
Python的化学模拟框架（PySCF）[39]进行计算。对
于 LiH、BeH2 和 H6 分子所需的量子比特数量分别为
12、14和 12。
计算误差 〈Ĥ〉使用 MR波函数 |ψ(~θ)〉和 HF状态

（单参考 UCCSD的参考状态）相对于全配置相互作用
(FCI) 状态（视为精确解）的误差如图 2所示。多参考
态的计算精度在整个键长范围内，主要集中在化学准
确度附近，比 HF 状态的精度高 2 到 3 个数量级，特
别是在接近离解区域时尤为明显。
表 I列出了当前 MR 方法和 FCI 所使用的行列

式的数量，以及用于生成方程 (3)中的 MR 波函数和
FCI 波函数中独立参数的电路参数的数量。我们的方
法包括从数百到数千个行列式，对于 H6 和 LiH 以及
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|ψ(~θ)〉 H6

|ψ(~θ)〉 LiH

|ψ(~θ)〉 BeH2

图 2: LiH、H6和 BeH2在 HF或使用 PNC电路生成的多参考
态与 FCI结果之间的能量差 E −EFCI 作为键长 R的函数。图
中的黑色水平线表示化学精度。详情请参阅正文。

BeH2 的行列式数量与精确 FCI 计算所采用的数量相
当。这种丰富的 MR 波函数能够在波函数中包含足够
的电子关联，并允许在后续的 UCC 计算中仅包括较
低阶的多重态，S和D，而不会失去良好的高精度。然
而，当前方法中的电路参数数量远少于行列式的数量，
可以通过使用紧凑的电路实现，并因此节省计算资源。

图 3给出了 LiH、H6 和 BeH2 的基态能量差
E − EFCI，分别是 MR-UCCSD、UCCSD 和 Mk-
MRCCSDT结果 [33]与 FCI基准计算之间的比较。图
中的水平线表示了化学精度。观察到在平衡键长附近
（LiH为 1.59 Å，H6 为 0.86 Å，BeH2 为 1.25 Å），单
参考UCCSD达到了化学精度，在 LiH的键长约为 1.0
Å时，最大精度约为 10−5哈特里。然而，随着键长的
增加，特别是接近解离时，单参考 UCCSD无法保持
对 BeH2 和 H6 的化学精度。数值误差在 LiH 分子中

表 I:现MR和FCI波函数的行列式数量和独立参数。详见正文。
molecules No. det. No. Indep. Params.

MR FCI MR FCI
LiH 258 495 54 495
H6 924 924 260 924
BeH2 2174 3003 198 3003
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Mk-MRCCSDT(BeH2)

UCCSD H6

UCCSD LiH

UCCSD BeH2

MR-UCCSD H6

MR-UCCSD LiH

MR-UCCSD BeH2

图 3: E−EFCI处的UCCSD、MR-UCCSD和Mk-MRCCSDT
计算结果与 LiH、H6 和 BeH2 的 FCI结果随键长 R的变化差
异。Mk-MRCCSDT的结果取自参考文献 [33]。图中通过黑色
水平线标示了化学精度。详见正文以获取更多详细信息。

也增加了，尽管仍然低于化学精度。这些大误差可以
归因于 BeH2 和 H6 在键断裂过程 [17] 中电子对之间
的强关联，单参考 UCCSD框架不足以准确描述分子。
Mukherjee及其同事提出的MRCC方法（Mk-MRCC）
[40]被视为经典计算机上 MR方法中性能最好的算法
之一。Mk-MRCCSDT 方法对于 BeH2[33] 的结果也
以绿色实线的形式展示在图 3中，该方法在完全活性
空间中使用了四个决定因子用于多参考波函数，并且
三重激发模式也被包含在集群算子中。因此，精度大
约为 10−4哈特里，这比整个键长范围内的化学精度高
一个数量级。由于这些方法中的最高精度是 10−5哈特
里，在 MR-UCCSD 计算中当误差小于 10−5 哈特里
时，我们会停止迭代。当前 MR-UCCSD 结果的更高
准确性，特别是在解离键长附近，归因于使用了复杂
的多参考波函数，但标准的单参考状态 UCCSD 模型
无法获得良好的精度。

我们的计算和其他VQE模型中，为了达到分子能
量超过 10−5 哈特里精度所使用的 CNOT门数量列在
表 II中。在 NISQ 时代，由于纠缠量子比特的相干时
间限制了 CNOT门的数量。在 NISQ时代广泛使用两
种模型：pp-tUPS模型，该模型将完美配对（pp）价
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表 II: 实现给定精度（10−5哈特里）所需CNOT门的数量在各
种量子计算模型中的情况。详情请参见正文。

Ansatz Ref. LiH H6 BeH2

pp-tUPS [41] 210 735 −
QEB-ADAPT-VQE [41] ∼270 ∼2000 −

[42] ∼260 ∼2250 ∼880
[43] ∼280 ∼2100 ∼750

sQEB-ADAPT-VQE [44] 50∼200 ∼1300 ∼600
FEB-ADAPT-VQE [41] ∼400 ∼2800 −

[44] ∼400 ∼2500 ∼1000
qubit-ADAPT-VQE [42] ∼320 ∼2600 ∼970

[43] ∼320 ∼2400 ∼1100
fermionic-ADAPT-VQE [42] ∼430 ∼3300 ∼920
QEB Gradient ADAPT [45] ∼250 ∼1850 ∼750
CEO-ADAPT-VQE [43] ∼180 ∼1000 ∼500
MR-UCCSD this work 108 520 396

键理论与平铺酉积状态（tUPS）方法 [41]结合在一起，
以及自适应导数装配伪 Trotter近似 VQE（ADAPT-
VQE）模型 [41–45]。根据算子池的不同，ADAPT-VQE
方法可以分为两类：基于费米子激发算子的（如费米子-
ADAPT-VQE、基于费米子激发（FEB）的 ADAPT-
VQE等），和基于量子比特激发算子的（如量子比特-
ADAPT-VQE、基于量子比特激发（QEB）的ADAPT-
VQE，耦合交换算子（CEO）ADAPT-VQE等）。这些
模型在计算过程中自适应地添加算子，这减少了大约
一个数量级的 CNOT门数量，即从几千减少到几百。
值得注意的是，CEO-ADAPT-VQE方法的算子池由量
子比特激发的线性组合构成，在当前的所有 ADAPT-
VQE实现中是最节约资源的模型。通过在量子电路设
计中结合粒子数守恒，我们的 MR-UCCSD 方法利用
更少的 CNOT门来获得MR波函数，同样的量子电路

应用于随后的 MR-UCCSD 计算中，避免了额外量子
门的需求，从而节省了量子计算资源。如表 II所示，在
所有可用的复杂量子计算模型中，当前的MR-UCCSD
模型所需的计算机资源最少，以实现三种分子结合能
的关键数值精度。

IV. 总结

总结而言，我们开发了一种新的高效算法用于
MR-UCC方法，该方法适用于在不依赖大量计算机资
源的情况下高精度计算 LiH、H6和 BeH2的基态能量。
PNC电路连续应用于量子电路中，以便将大量行列式
包含到多参考波函数中，这使得利用仅 S和 D多重态
在UCC计算中引入足够的高阶关联成为可能。在构建
量子电路时，生成多参考波函数的 PNC电路再次被用
于后续的 UCC计算，采用与 BCH展开公式结合的集
成量子计算技术。目前提出的算法显著减少了 CNOT
门的数量，以实现 LiH、H6和BeH2分子基态能量高精
度计算。此外，该模型允许在整个键长范围内（包括键
断裂区域）使用单个量子电路来获得比化学精度更好
的准确性。这些优势，数值准确性和资源效率，预示着
我们的MR-UCC方法在 NISQ时代的广泛应用前景。
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