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改进的乘积集HELLY数

SRINIVAS ARUN AND TRAVIS DILLON

摘要. 有限的凸集族 F 在 S ⊆ Rd 中是 k-相交的的，如果 F 中每
个由 k个凸集组成的子集的交集都包含 S中的一个点。赫利数的 S

是最小的 k，如果存在的话，使得每个 k-相交族在其交集中包含一
个 S点。在本文中，我们改进了形如乘积集的Helly数界限Ad，适
用于各种集合 A ⊆ R，包括“指数网格”A {αn n ∈ N}和由同余
关系定义的集合同 A ⊆ Z。

1. 介绍

Helly定理是离散几何和凸几何中的一个基本结果。它表明了在
一个有限集合 C 中，该集合由在 Rd 中的凸集组成，如果 C 或更少数
量的集合在 d+1中的交集非空，那么

⋂
C也是非空的。。Helly定理最

初由 Eduard Helly在 1913年证明（尽管直到 1923年才发表 [10]），并
在 1921年由 Radon独立证明 [12]。Helly定理是众多离散几何结果的
引子，上个世纪导致了数十种Helly定理的变化形式。Bárány和Kalai
的综述 [4]提供了一个对广泛相关领域成果的最新且详尽的视角，而
Amenta、de Loera和 Soberón的综述 [2]则更加具体地关注Helly定理。

1973年，Doignon证明了整数格 [8]的一个 Helly型定理。

定理 1 (Doignon’s theorem). 令 C 是 Rd 中的一组有限凸集。如果 C
中任意 2d或更少的集合的交集中包含一个整数点，那么

⋂
C 也包含。

该定理也由贝尔 [5]和斯卡夫 [13]独立发现。几年后，霍夫曼通过
将 Helly型定理与多面体联系起来扩展了贝尔的结果。

给定一个集合 S ⊆ Rd,，Helly number的 S,表示为 h(S),是满足
以下 Helly-type theorem成立的最小 h：

令 F 是 Rd.中的一组有限凸集。如果 F 中任意 h或更
少的集合在其交集中包含一个点 S，那么 F 中所有集
合的交集也包含一个点。S.
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如果不存在这样的 h，则我们说 h(S) = ∞.。Helly定理说明 h(Rd) ≤
d + 1（虽然单纯形的面集表明 h(Rd) ≥ d + 1)，Doignon定理则说明
h(Zd) ≤ 2d）。

此外，若集合 conv(T )∩S仅包含 conv(T )的顶点，则子集 T ⊆ S

被称为空的 在 S。我们称一个集合为 S 离散 如果它没有聚点。

定理 2 (Hoffman [11]). 如果 S ∈ Rd和 S是离散的，那么 h(S)等于 S

的一个空子集的最大大小。

霍夫曼实际上证明了这个结果的一个版本，该版本适用于任意
子集 S ⊆ Rd，但我们不需要这个更一般的结论。由于单位超立方体
{0, 1}d 在 Zd 中是空的，我们有 h(Zd) ≥ 2d；这表明杜伊贡定理是紧
致的。关于 Helly数的进一步研究考虑了混合整数子集 Zr ×Rd−r [3]、
代数组 [2]或格的并集 [9]。

在本文的第一部分，我们研究积集或形式为 S = Ad 的集合的
Helly数，对于某个 A ⊆ R。Dillon[7]证明了一个关于乘积集的一般准
则，这尤其意味着如果 p是一个次数至少为 2且 A = {p(n) : n ∈ Z},
的多项式，则对于所有 d ≥ 2.都有 h(A2) = ∞。基于这一结果，人们
可能会猜想 h(A2)的有限性与集合 A的稀疏程度有关。然而，在 [7]
中，通过构建一个集合 A ⊆ Z，其连续元素之间的差值最多为 2（一
个“2-准周期”集），使得该 A2具有任意大的空多边形，因此具有任
意大的 Helly数。在第 3节中，我们通过构建一个包含凸位置的无限
顶点集合且其凸包为空的 2-准周期集来加强这一结果。

迪林的方法却没有给出关于指数晶格的任何信息：形式为Ld(α) =

{αn : n ∈ N0}d 的集合。Ambrus, Balko, Frankl, Jung 和 Naszódi[1]
在二维空间中研究了这些集合，并获得了所有 α > 1 的上限和 α ∈
[1+

√
5

2
,∞).的精确值。

定理 3 (Ambrus, Balko, Frankl, Jung, Naszódi [1]). 令 α > 1.

◦ 如果 α ≥ 2,则 h(L2(α)) = 5.

◦ 如果 α ∈ [1+
√
5

2
, 2),则 h(L2(α)) = 7.

◦ 如果 α ∈ (1, 1+
√
5

2
),则 h(L2(α)) ≤ 3dlogα( α

α−1
)e+ 3.

在第 2.1节中，我们获得了一个更强的界限，采用了一种更简洁、
更几何的方法：
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定理 1.1. 对于 α > 1,

h(L2(α)) ≤ 2

⌈
logα

(
α

α− 1

)⌉
+ 3.

这个不等式恢复了 α > 1+
√
5

2
.的 h(L2(α))的精确值。我们的证明

方法还允许我们完全描述所有最大空多边形，当 α ≥ 2.

Ambrus等人 [1]也通过构建一个顶点位于双曲线上的空多边形证
明了一个下界为 h(L2(α))。他们表明，对于 α > 1,，我们有 h(L2(α)) ≥√

1
α−1
。在第 2.2节中，我们将这一界限扩展到所有维度：

定理 1.2. 对于 α > 1和 d > 1,

h(Ld(α)) ≥
(
k + d− 1

d− 1

)
,

其中 k =
⌊√

1
α−1

⌋
.

该结果在 α < 2,时是非平凡的，并且当 α接近时最强。1.
在第 4节中，我们研究了算术同余集的幂的赫利数，这些集合的

形式为 A = S+mZ的某个子集 S ⊆ {0, 1, 2 . . . ,m}。这个问题属于两
个先前结果的范畴：

◦ De Loera, La Haye, Oliveros和 Roldán-Pensado[6]表明如果h(S) ≤
33`2d，其中 S = Z\(L1 ∪ L2 ∪ . . . L`)，L1, . . . , L` 是 Zd.的子格。
如果 A = S +mZ，那么 Ad通过移除恰好md − |S|d个 Zd的子格
形成，所以 h(Ad) ≤ 33(m

d−|S|d)2d.

◦ Garber[9]表明如果 h(S) ≤ k2d当 S 是 k个 Zd的平移的并集；如
果 d = 2，他证明了 h(S) ≤ k + 6。如果 A = S + mZ，则 Ad

是 |S|d的 Zd平移的并集，因此我们得出结论 h(A2) ≤ |S|2 + 6和
h(Ad) ≤

(
2|S|

)d。
我们对某些算术同余集改进了这些界限。

令m是一个最小素因子为 p的正整数，并且令 k和 d是满足 d <
p(m−1)
m(m−k)

.的正整数。如果 A = S +mZ其中 |S| = k,则

h(Ad) ≤ kd.
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这个定理在 m自身为素数时最强，此时不等式简化为 d < (m −
1)/(m− k)，或（重新排列后） k

m
> 1− 1

d
(1− 1

m
)。这一点在以下推论

中更简洁地表述了。

推论 1.3. 对于任何素数 p和任意的 α > 1− 1
d

(
1− 1

p

)
，以及任意集合

S ⊆ {1, 2, . . . , p}带有 |S| ≥ αp，定义 A = S + pZ。在这种情况下，

h(Ad) ≤ |S|d.

我们在 Section 5中得出几个开放性问题。

2. 指数格子结构

2.1. 上界. Ambrus, Balko, Frankl, Jung和Naszódi建立了 [1]对h
(
L2(α)

)
的上界估计，通过考虑一个空多边形并将它的边分为四种类型。然后
他们利用空性质来限定每种类型的边的数量。

我们还考虑了指数格中的一个空多边形，在一种情况下（所有边
的斜率均为非负），我们在 [1] 中重复了分析。然而，我们的剩余分
析考虑了一组不同的点，这是我们通过减少情况数来实现改进界限的
方法。

引理 2.1 (引理 10和推论 11在 [1]). 一个仅包含非负斜率边的空多边
形在 L2(α)中最多有 2dlogα( α

α−1
)e+ 2条边。

定理的证明 1.1. 考虑一个空的多边形 P 在 L2(α).中 如果 P 的所有
边都有非负斜率，那么 Lemma 2.1是足够的。否则，P 包含顶点 a =

(αp, αq) 和 b = (αr, αs)，使得 p < r 和 q > s. 我们可以选择 a 和
b使得没有顶点严格位于 a的左上方或 b的右下方。如图 1所示。令
c = (αr−1, αq−1)，并令 `1, `2分别为通过 c的水平线和垂直线。令 x和 y

分别为 ab与 `1和 `2的交点。我们定义 i, j ∈ N使得 d := (αr−1−i, αq−1)

是 `1 ∩ L2(α)中严格位于 ab,左侧的最右点，并且 e := (αr−1, αq−1−j)

是 `2∩L2(α)中严格位于 ab下方的最高点。c可能位于 ab,下方，在这
种情况下，点 c, d, e重合；这不会影响我们的证明。为了限定 i和 j,，
设 a′ = (0, αq)和 b′ = (αr, 0).。直线 a′b′和 `1在 x′ = (αr−αr−1, αq−1).

相交。由于 x′严格位于 x的左侧，且 x的第一个坐标小于 αr−i，我们
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图 1. 证明中的命名点在定理 1.1中。

有 αr − αr−1 < αr−i。换句话说，

i < logα
(

α

α− 1

)
.

同样的界限也适用于 j，通过考虑 a′b′和 `2.的交点。
我们的下一个目标是推导出关于 P 的顶点可能位置的限制。令 f

为使得 cdef 成为矩形的点。令 g 是位于 a,右边的格点，令 h是位于
b.上方的格点。考虑一个位于 ab下方且在五边形 xyefd.外部的点 p

◦ 如果 p位于 d,的非严格下方和左侧，则三角形 pab包含 d.

◦ 如果 p位于 e,的非严格左下方，则三角形 pab包含 e.

◦ 否则，p严格位于 b的右下方或 a,的左上方，这违反了我们的假设。
因此，P 位于 ab下方的所有顶点必须位于 xyefd.内

同样地，考虑一个位于 ab上方且在三角形 cxy.外部的点 p

◦ 如果 p位于或高于 `1,，则三角形 pab包含 g.

◦ 如果 p位于或在 `2,的右侧，则三角形 pab包含 h.

因此，P 位于 ab上方的所有顶点必须是 g或者 h,或者位于 cxy.内
最后，我们限制矩形 cdfe.中的顶点数量。对于任何给定的 x坐

标，具有该 x坐标的两个顶点不能位于 ab的同一侧（并且对 y坐标也
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是如此）。这表明矩形 cdfe中的顶点数量至多为

min(i, j) +min(i+ 1, j + 1) ≤ 2

⌈
logα

(
α

α− 1

)⌉
− 1.

包括顶点 a, b, g, h则得到所需的界限。 �

基于这个证明，我们可以很容易地刻画所有最大的空多边形 α ≥
2.

推论 2.2. 如果 α ≥ 2,，则 L2(α) 中的所有空五边形的顶点形式为
(αp, αq), (αr, αs), (αr−1, αq−1), (αp+1, αq), (αr, αs+1),，其中 p < r和 q >

s.

证明. Lemma 2.1 意味着任何边的斜率均为非负的空多边形最多有 4
个顶点。因此，五边形必须至少包含一条斜率为负的边；我们因此采
用证明 Theorem 1.1中的术语。如果 α ≥ 2,，则 logα( α

α−1
) ≤ 1.。这意

味着上述证明中的 i和 j都是 0,，也就是说 c = d = e.。因此，空多边
形中唯一可能的顶点是 a, b, c, g, h,，这正是推论中所述的点。 �

2.2. 下界. 我们现在将证明 h(Ld(α)) ≥
(
k+d−1
d−1

)
, 其中 k =

⌊√
1

α−1

⌋
.

定理的证明 1.2. 考虑集合中的点X在Ld(α)上，这些点位于凸面
∏d

i=1 xi =

αk.上。我们声称 conv(X)在 Ld(α)中是空的。由于
∏d

i=1 xi = αk是一
个凸函数，Ld(α)中唯一可能位于 conv(X)内的点满足

∏d
i=1 xi ≥ αk。

所有满足
∏d

i=1 xi = αk 的点都是 conv(X) 的顶点，因此 conv(X) ∩
Ld(α)中的任何其他点都满足

∏d
i=1 xi ≥ αk+1。另一方面，多面体 conv(X)

完全位于半空间
∑d

i=1 xi ≤ αk + d− 1内。（此半空间的边界超平面与
由顶点 (1, 1, . . . , αk), . . . , (αk, 1, . . . , 1)确定的 facet重合。）因此，为了
证明 conv(X)在 Ld(α)中是空的，只需要证明表面

∏d
i=1 xi ≥ αk+1完

全位于超平面
∑d

i=1 xi = αk + d − 1之上。在
∏d

i=1 xi ≥ αk+1 上坐标
和最小的点是 (α(k+1)/d, . . . , α(k+1)/d)，因此只需证明

dα(k+1)/d ≥ αk + d− 1.

我们将应用替换 α = 1 + s2。利用不等式 (1 + s2)(k+1)/d ≥ 1 + k+1
d
s2

（通过二项式定理）和 (1 + s2)k < es
2k（通过泰勒近似），我们可以看
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出只需证明

d

(
1 +

k + 1

d
s2
)

≥ es
2k + d− 1.

我们特别选择的 k是 k = 1/s，因此前面的不等式简化为

s2 + s+ 1 ≥ es.

这是因为 k ≥ 1，从而 s ≤ 1. 所以我们找到了一个空多面体。该多
面体的顶点数是有序非负整数 d 元组 (n1, n2, . . . , nd) 的数量，其中∏k

i=1 α
ni = αk；换句话说，d元组 (n1, . . . , nd)的数量，其中

∑d
i=1 ni =

k。这众所周知是
(
k+d−1
d−1

)
（例如，通过“星与条”方法）。 �

3. 2- syndetic 集合

集合 A ⊆ Z被称为 2-合成的如果对于每一个 n ∈ Z，要么 n ∈ A

要么 n + 1 ∈ A（或两者）。为了构造一个 2-共联集 A，使得 A2 具有
无限的 Helly 数，Dillon[7]构造了一个一系列逐渐变大的空多边形序
列，该序列使用对固定无理数的有理逼近。

在 [1]中，Ambrus,等。证明了“Fibonacci 格子”包含具有任意
多个顶点的空多边形。

我们结合这些方法来构造一个 2-共联集，其中包含一个无限顶点
集合，这些顶点处于凸位置，并且它们的凸包是空的。

命题 3.1. 存在一个集合 A ⊆ Z，使得

◦ 对于每一个 n ∈ Z，要么是 n ∈ A要么是 n + 1 ∈ A（或两者都
是），并且

◦ A×A包含一个凸位置中的无限集 {pi}i≥1，使得 conv {pi}i≥1为空。

证明. 定义斐波那契数列为 F0 = 0, F1 = 1,和 Fn = Fn−1 + Fn−2.。令
φ = 1+

√
5

2
和 ψ = 1−

√
5

2
.。设

{pi = (−F2i, 2F2i+1 − 1)}i≥1.



8 SRINIVAS ARUN AND TRAVIS DILLON

使用比内公式，pipi+1的斜率为

(2F2i+3 − 1)− (2F2i+1 − 1)

(−F2i+2)− (−F2i)
= −2

F2i+2

F2i+1

= −2

(
φ2i+2 − ψ2i+2

φ2i+1 − ψ2i+2

)
= −2

(
φ+

(φ− ψ)(ψ2i+1)

φ2i+1 − ψ2i+1

)
= −2

(
φ+

ψ2i+1

F2i+1

)
.

因为 −1 < ψ < 0和 F2i+1是递增的，所以当 i增加时，这个表达式减
少。因此点 pi处于凸位置。令 P = conv {pi}i≥1.

令 `为直线 y = −2φx.。根据比内公式，pi和 `之间的垂直距离是

2φ

(
φ2i − ψ2i

φ− ψ

)
−

(
2φ2i+1 − 2ψ2i+1

φ− ψ
− 1

)
= 1− 2ψ2i.

特别是当 i增加时，pi和 `之间的距离增大并趋于接近 1.

令 L由 −2φx − 1 < y = −2φx定义的带状区域。我们得出结论
P ⊆ L。由于 L的垂直宽度为 1，L中的任意两个整数点不会具有相
同的 y坐标；因为 `的斜率小于−2，P 中的任意两个格点的 y坐标至
少相差 2。特别是，点 pi的 y坐标与 P 中任何其他整数点的 y坐标不
同。如果 Y 是 P 中非顶点格点的 y坐标的集合。然后 A = Z \Y 是一
个 2-同源集，而 P 在 A× A,中是空的，如所期望的。 �

4. 算术同余集

本节的主要结果是对算术同余集的一个上限估计，此处重新陈述
以便于参考。

*

证明. 考虑一个空多边形P，其顶点在Ad.。假设为了矛盾，P有两个顶
点 u和 v，且 v−u ∈ mZd。对于每个 1 ≤ j ≤ m−1，令 cj = u+ j

m
(v−u)

为一个整数点。固定 1 ≤ i ≤ d，并考虑点 c1, . . . , cm−1,的 i坐标，这
些坐标形成了模m.的等差数列
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◦ 如果这个等差数列在模m,下是常数，那么由于 u和 v的 i坐标位
于 A,中，c1, . . . , cm−1的 i坐标也位于该集合中。A.

◦ 如果这个等差数列是非常数的，那么任何余数在该数列中最多出
现 m

p
次。因此，c1, . . . , cm−1的 i坐标包含至多 m

p
(m−k)个余数不。

A.

在两种情况下，c1, . . . , cm−1 的第 i个坐标中最多包含 m
p
(m − k)个不

在 A中的剩余元素。对所有 i,求和，c1, . . . , cm−1中至多有 m
p
(m− k)d

个坐标不在 A.中。然而，我们知道 m
p
(m− k)d < m− 1.。因此，根据

抽屉原理，存在某个 ci其所有坐标都在 A.中。这违反了空条件。
因此，任何给定的余数序列模 m,至多有一个顶点，所以总顶点

数至多为 kd。P . �

假设 d < p(m−1)
m(m−k)

不能被加强为等式。例如，以下情况满足 d =
p(m−1)
m(m−k)

但 h(Ad) > kd.

命题 4.1. 如果 S = {0, 1}和 A = S + 3Z，则 h(A2) = 8。

证明. 8个点的构造如图 2所示。
我们声称任何空多边形 P 至多有两个顶点，其模 3余数为 (0, 0)。

然后，通过应用 A的对称性，在 (Z/3Z)2中的四个可能的余数中，每
个最多在空多边形的顶点中出现两次——因此任何空多边形至多有 8

个顶点。
假设为了产生矛盾，(3x1, 3y1), (3x2, 3y2), (3x3, 3y3)是 P 的所有顶

点。由于 P 是空的，重心 (x1+x2+x3, y1+y2+y3)必须有一个坐标与

图 2. 一个空的 8-顶点多边形在
(
{0, 1} +

3Z
)2中。
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2(模 3) 同余。我们可以假设 x1 + x2 + x3 ≡ 2 (mod 3).由于 x1, x2, x3

的剩余类取值于 {0, 1}，因此它们不能在模 3下互不相同。所有参数
都相同，因此假设 x1 ≡ x2 (mod 3).同余条件保证了以下凸组合是整
数点：

(2x1 + x2, 2y1 + y2),

(2x2 + x1, 2y2 + y1).

由于两点的 x坐标都是 0 (模 3)，那么两点的 y坐标必须有余数 2 (模
3)。但这不可能，因为两点的 y坐标的和是 0 (mod 3)。因此，P 包含
最多 2 个与 (0, 0)模 3Z2同余的顶点。 �

5. 开放问题

本文中主要未解决的问题是在三维或更多维度的指数格中的空多
边形顶点数的界限。特别地，目前还不清楚任何三维指数格是否包含
具有无限多个顶点的空多边形。

问题 1. 是 h
(
L3(α)

)
<∞吗？

虽然我们对 Theorem 1.1的大部分证明可以扩展到更高维度，但
我们引用 Lemma 2.1来处理一个特殊情况，其在 [1]中的证明依赖于
对多边形边缘斜率进行排序。由于更高维度中的面无法以这种方式排
序，因此需要一种新方法。

h(Ld(α))的增长——当然，假设它是有限的——也是未知的。在
二维情况下，Ambrus、Balko、Frankl、Jung 和 Naszódi[1]指出，如
果 α = 1 + 1

x
,，平面中最佳已知界限是

b
√
xc ≤ h(L2(α)) ≤ Cx log(x)

对于某些 C > 0。

问题 2. 改进 h
(
L2(1 +

1
x
)
)
的渐近界作为 x→ ∞。

在更高维度中，如 x → ∞, Section 2.2 所示，对于每一个 d，都
存在一个 cd > 0使得

cd x
(d−1)/2 ≤ h(Ld(α)),

尽管当然我们没有相应的上限。
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我们在算术同余集上的界在 m为素数且 S 是 {1, 2, . . . ,m}的重
要比例时最强。当这些条件不成立时会发生什么？在这个方向上可能
有很多值得探索的内容。

问题 3. 进一步证明算术同余集的 Helly数的界限。
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