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摘要

我们设计了高阶精确的方法，在利用密度矩阵中的低秩结构的同时，尊重 Lindblad方程的基
本结构。我们的方法保持完全正性并且是保迹的。

我们关注的是密度矩阵 �.t/ Ë ℂNN ,的演化，它是一个单位迹对称半正定（SPSD）矩阵，描述了
一个量子系统的状态（例如。一个量子计算机)，其中 �受 Lindblad方程 [1]的支配

d
dt

�.t/ = *i.H�.t/ * �.t/H/ + D�.t/, �.0/ = �0. (1)

这里H 是哈密顿量，而 D 的形式为

D�.t/ =
∑

�


�
(

L��.t/L£
� * 1

2
(

L£
� L��.t/ + �.t/L£

� L�
)

)

. (2)

在这里我们仅考虑时间独立的H 和 L�。为了记号上的方便，我们考虑具有单一的 �和 
� = 1的情况，
那么我们有

d
dt

�.t/ = *i.H�.t/ * �.t/H/ +
(

L�.t/L£ * 1
2
(

L£L�.t/ + �.t/L£L
)

)

. (3)

我们的目标是设计高阶准确的方法，在利用 � 中的低秩结构的同时尊重 Lindblad 方程的基本结构。
Lindblad方程的一个显著特征是其对 �的演化保持完全正性（CP）和保迹性（TP）[2]。Choi定理（参
见例如 [2]) 表示：一个线性映射 是 CP当且仅当它可以表示为

� =
∑

l

G£
l �Gl,

这提供了一种构建保留 CP的数值方法的方式。令 �n ù �.tn/为时间 tn处密度矩阵的近似值，并定义一
个数值方法为将 �n映射到 �n+1的克劳斯映射  ，即

�n+1 ≡ �n =
∑

l

G£
l �

nGl.

这样的方法显然是 CP，通过在每个时间步结束时归一化 �n+1 ← �n+1_Tr.�n+1/可以保持迹的保真性。
设计 CPTP方案是一项非平凡的任务。例如，众所周知，[3]，没有显式的龙格-库塔方法是 CP的。

因此，在设计 Kraus形式的数值方案上花费了大量精力。在这方面的一项开创性工作是 [4]，其中使用
了泰勒级数展开技术，并提供了定义直到四阶精度方案的显式公式。后续的工作 [5, 6, 7]基于各种技
术，包括杜哈梅原理和随机展开原则。虽然上述方案很有趣，但我们注意到，在推导这些方案时所使用
的技巧使得构建高阶准确方案变得有些复杂。
进一步，在许多量子系统中，特别是低熵的那些系统中，密度矩阵的一个显著属性是可以用低秩

技术有效地近似。低秩性质被认为与“弱耦合到环境的系统，或者从纯态初始化的动力学早期阶段的
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系统”相关 [8]（关于低秩性的进一步示例和动机，请参见 [8]）。当存在低秩结构时，可以并且应该利用
它来加速模拟并减少内存占用。此外，如本文后面所示，Kraus形式与低秩结构很好地配合，并且可以
直接对低秩 Cholesky因子进行操作。在文献中，一种用于演化低秩结构的标准方法是时间依赖变分原
理（TDVP）[9]。TDVP已经在 [10, 8]中实现以近似低秩密度矩阵的时间演化。TVDP的主要思想是
在低秩矩阵流形上投影方程的解进行演化。然而，由于 Lindbladian在一般情况下投影到低秩密度矩阵
流形上的切线可能不是 Lindbladian，根据作者所知，从 TDVP得出 CP性质的数值方案是不可能的。
针对这些挑战，我们在此提出一种不同的、系统且直接的方法来构建 Lindblad方程的高阶 CPTP

低秩方案。我们的方法使用积分因子（IF）方法（或 Lawson方法 [11]），并产生一类只要 Butcher表中
的条目满足易于验证的约束条件就将是 CP的高阶积分器。我们的方案可以以完整形式或低秩形式使
用。在低秩形式中，我们使用所谓的低秩步截断（在物理学文献中也称为集合截断 [12, 13]或特征值截
断 [14]）。该方法使用截断奇异值分解（SVD），我们在本文中证明它也是一种 CP映射。因此，结合 IF
和步截断，我们获得了一类高阶低秩 CPTP方案。

积分因子诱导的 CP方案
如下所示例如 [4] 我们用一个有效的哈密顿量 J 重写 (3)
d
dt

�.t/ =
(

J�.t/ + �.t/J£)+ L�.t/L£ ≡ J�.t/ + L�.t/, (4)

其中 J = *iHeff, Heff = H + 1
2i
L£L. 算子 L 已经是克劳斯形式，因此设计 CP方案的关键是对算子

J 的适当离散化。
我们的方案始于将 (4) 重写，使用积分因子，作为
d
dt

.e*J t�/ = e*J tL�. (5)

注意，e*J t对 �和 L�进行操作，这两个都是半正定矩阵。
在定义方案之前，出于即将揭晓的原因，我们考虑矩阵 eJ t对一个半正定矩阵 q.t/的作用。这样的

矩阵允许进行乔列斯基分解 q.t/ = V .t/V .t/£。一个时间步长后，在时间 t+ t，我们有 q.t+ t/ = eJ tq.t/，
这也可以表示为 q.t+ t/ = V .t+ t/V .t+ t/£.。这里，由于

d
dt

q.t/ = Jq.t/ + q.t/J£, (6)

和
d
dt

V .t/ = JV .t/, (7)

的等价性，我们得到V .t+t/ = U .t/V .t/，其中U .t/是精确的流算子 eJt。请注意，q.t+t/ = U .t/q.t/U .t/£,
处于 Kraus形式，因此是 CP的。进一步注意，即使使用近似流 Û .t/（例如通过数值方案求解 (7)），更
新 q.t+ t/ = Û .t/q.t/Û .t/£仍然会是 CP。
在定义我们的方法之前，我们回顾一下用于常微分方程系统

dy.t/
dt

= f .t, y/, (8)

的 s阶，k阶显式 RK方法的定义，该方法由一个 Butcher表格 .A,b, c/使用时间步长 t来表征。设 y0
为当前解，则下一时间步的近似解由

y1 = y0 + t
s
∑

i=1
bif .t0 + cit, y

.i// y.i/ = y0 + t
i*1
∑

j=1
aijf .t0 + cjt, y

.j//, i = 1, § , s.

给出。将 RK 方法应用于 (5)得到

e*J t�1 = �0 + t
s
∑

i=1
bie

*J citL�
.i/ e*citJ �.i/ = �0 + t

i*1
∑

j=1
aije

*J cj tL�
.j/, i = 1, § , s.
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重新整理项并使用流算子 U .⋅/，IF 方法对 (4)由此给出为

�.i/ = U .cit/�0U .cit/£ + t
i*1
∑

j=1
aijU ..ci * cj/t/L�

.j/U ..ci * cj/t/£, i = 1, § , s,

�1 = U .t/�0U .t/£ +
s
∑

i=1
bitU ..1 * ci/t/L�

.i/U ..1 * ci/t/£, (9)

其形式符合 Kraus 形式，因此只要 b,A的元素非负，则它就是 CP（例如经典四阶龙格库塔方法和所
有强稳定性保持方法都是这种情况）。为了完整指定该方案，应定义流算子 U .�/V。除了通过矩阵指数
计算的确切流动之外，我们还可以使用 k阶泰勒级数方法，其中导数 dmV

dtm
, m = 1, § k递归地从 (7) 计

算得出。使用泰勒级数方法的理由是整体精度阶由基本的 RK 方案决定，因此无需更精确地近似流动。
我们注意到也可以用隐式方法如梯形法来近似流算子。

截断 SVD是一个 CP映射
方案 (9)可以通过低秩截断实现，该截断基于 k个低秩矩阵 R = R1R£

1 + §RkR£
k 的和，其中包

含 Rj Ë ℂNrj。假设 W = [R1, § , Rk]，则 R = WW £ 和低秩截断 �,rmax
[R] 定义为根据秩阈值 rmax

和能量截止值 �.对 R进行的截断奇异值分解（SVD）。在实践中，可以通过以下程序高效地实现这一
点。计算枢轴 QR分解 QR = W，然后计算小矩阵 R = Û V̂ £ 的 SVD。则 �,rmax

[R] = Ŵ Ŵ £,其中
Ŵ = QÛ .:, 1 : r/.1 : r, 1 : r/，r = min.r�, rmax/，和 r� 是最小的整数使得

∑N
j=r�+1 �

2
j ≤ �2。

重要的是，在以下定理中，我们证明了截断 SVD是一个 CP映射。
定理 1. 截断 SVD算子 �,rmax

[A],其中 A是 SPSD，处于 Kraus形式，因此是一个 CP映射。

证明. 由于 A 是半正定的，其奇异值分解具有形式 A = UU£, 和 �,rmax
[A] = UDD£U£ 其中

D = diag. 1, § 1,
⏟⏟⏟

r

0 § , 0/.因此，�,rmax
[A] = UDU£A.UDU£/£处于 Kraus形式。

CPTP 低秩 IF 方案
我们现在准备展示 IF 方案的低秩版本 (9)。从 V0 Ë ℂNr 开始，对于 i阶段中的 s形成一个高瘦矩

阵W .i/，其列是

U .cit/V0, and, when i > 1, columns
√

tai,jU ..ci * cj/t/LV .j/, j = 1, § , i * 1.

然后对W .i/、�,rmax
[W .i/]进行低秩截断以获得 V .i/.。下一个时间步的解通过形成矩阵W 而找到，其

列是

U .t/V0,
√

bitU ..1 * ci/t/LV .i/, i = 1, § , s.

接着进行截断

V1V
£
1 = �,rmax

[WW £].

最后，经过重新归一化 �1 ← �1_Tr.�1/，这定义了一类高阶低秩 CPTP 方案。截断可以与用户预设的
�和 rmax = Ø一起使用，或者与用户预设的 rmax和 � = 0一起使用。在第一种情况下，当使用 9的 k*
阶 Runge-Kutta 方法时，合适的选择是 � í tk+1。
我们强调该方法的以下特点。对于低秩方案，我们只需要存储低秩因子，例如 V0, V .i/,，而从不需

要存储完整的密度矩阵。这意味着如果秩因子较低，我们将显著减少内存占用和计算成本。我们还强
调迹重正规化将保持原始离散化的精度阶。

可选截断
我们注意到，在形成W .i/ 和W 时，可以在执行上述截断之前，对具有 .

√

t/前因子的列进行更
激进的 � í tk截断。虽然增加的截断步骤会提高形成W .i/和W 的成本，但对于那些 L包含许多项的问
题来说，由于W .i/和W 列数较少而导致的较低成本可以抵消这一额外成本。
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数值例子
我们现在展示数值示例以说明新方案的特点。我们将基于（9）并用矩阵指数近似流算子 U .⋅/的方

案记为 IF。我们将低秩实现的基于（9）的方案记为 IF-LR和 IF-LR-T，其中流算子 U .⋅/分别用矩阵
指数近似，流算子 U .⋅/用泰勒级数展开近似。本节中的所有结果均使用对应于经典四阶精度龙格-库塔
方法的（9）布特查表格。请注意我们倾向于使用无量纲量，但由于为了重复 [3]中的数值实验，我们采
用了他们的符号表示，其中包括物理单位。

CPTP的确认
在 [3]中，Riesch和 Jirauschek研究了数值方法应用于 Liouville-von Neumann方程的 CP。这里我

们重复他们的数值实验（见 [3]的第 4节），使用相同的哈密顿量和初始数据，但增加了由两个 Lindblad
算子建模的退相干

L1 =
1
√

2
105a, L2 = 105a£a.

这里 a是具有元素 al,l+1 =
√

l, l = 1, § , 5的降阶矩阵。
在图 1的左侧部分，我们展示了使用 IF方法和经典的四阶龙格-库塔方法计算的 �33.t/，两者都采

用了时间步长 t = 0.1fs（与 [3]中的相同）。如插图所示，龙格-库塔方法未能保持 CPTP，而 IF方法
则能保持。在图 1的右侧部分，我们再次展示了使用相同方法获得的 �33.t/，但这次时间步长增加了五
倍。对于这个更大的时间步长，不仅 CPTP的损失更为明显（尤其是在早期），而且很明显的是，尽管
两种方法都是四阶精度，IF方法在这个示例中更准确。在图 1的右子图中，我们还包含了使用第六阶
精度泰勒级数的 IF-LR-T的结果，结果非常相似。

振荡恢复在 Jaynes-Cumming模型中
在这个示例中，我们考虑一个两级原子（量子比特）与单个量化场模式（腔）相互作用的 Jaynes-

Cumming模型，该系统具有 m能级。在转动波变换和精确共振下，（相互作用）哈密顿量取特别简单
的形式，[15]，

H = �.b�+ + b£�*/,

并且只有一个 Lindblad算子 L =
√

�b。这里

b = I22 ⊗ b̂, �+ =
(

0 0
1 0

)

⊗ Imm, �* =
(

0 1
0 0

)

⊗ Imm

和 b̂是元素为 b̂l,l+1 =
√

l, l = 1, § , m * 1的 m m降矩阵。初始时刻原子处于激发态，腔处于相干态

v í
m*1
∑

n=0

|v|n
√

n@
en,

即，初密度矩阵是 � = V V £ 其中

V =
(

0
1

)

⊗ v
‖v‖

.

这里我们选择 v =
√

m_3 使得对 m 的中等值，求和中的最后一项对于 v 也很小。随着这些选择并且对
于较大的 m，原子中的种群坍缩到 1_2，但在 tr = 2�|v|_�处恢复，参见 [15]。
作为第一个示例，我们选取了 m = 30和 � = 0.001，并模拟直至时间 1.8tr。激发态中种群的时间

演化显示在图 2中。为了验证精度阶数，我们将使用经典四阶龙格-库塔方法 (RK4)直接求解 (1)，并
与 IF方法一起进行比较。我们还使用了 IF-LR和 IF-LR-T（采用四阶泰勒级数）方法。在表 1中，我
们报告了激发态人口的时间（L2）误差以及观察到的收敛率。对于低秩方案，我们使用了两种不同的
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steps IF RK ME-7 T-7 ME-9 T-9
200 1.1(-4) 3.6(-1) 1.1(-4) 6.1(-2) 1.1(-4) 6.1(-2)
400 6.8(-6) 4.0 6.3(-2) 2.5 9.1(-6) 3.6 4.1(-3) 3.9 6.8(-6) 4.0 4.1(-3) 3.9
800 4.2(-7) 4.0 4.2(-3) 3.9 1.2(-5) -0.35 2.6(-4) 4.0 4.4(-7) 3.9 2.6(-4) 4.0

表 1
这里 ME-X 和 T-X 分别指使用矩阵指数和四阶精度泰勒级数方法的低秩方法。-X 指的是使用 � = 10*X。IF 指的是由
(9) 定义的方法。RK 指的是经典的四阶精度龙格-库塔方法。步数指的是时间步的数量。每种方法下面的数字是激发状
态下 qubit 中的时间 L2 错误，右边的数字是收敛阶的估计值。

容差（见表 1的标题）。除了在宽松容差下的 IF-LR 方法外，所有情况下我们都看到了预期的收敛速
度。这一点可以从图 2的右子图中理解，在该子图中我们展示了使用更严格容差的 800 时间步计算的
误差。可以看出，使用矩阵指数的方法准确度显著更高。这是可以预料到的，对于哈密顿量主导林布利
亚德的问题来说是如此。由于 IF-LR 方法的时间步长误差相当小，宽松容差代表了主要的误差源，并
且没有观察到随着 t减少而收敛的现象。我们的观察结果是图 2中的结果具有典型性，传统的 RK 方
法准确度最低，全秩 IF 方法最准确。效率显著更高、处于中间准确度的低秩方法也在其中。
代替将容差选择为一个固定数值，可以选择为 � = tq。在图 3 中我们展示了在量子比特中激发态

人口中的误差对于 q = 2, 3, 4, 5 和使用矩阵指数和泰勒级数的低秩方法下的流。如所见，收敛速率是
q * 1，表明 � 应该选择为与底层龙格-库塔方法的局部截断误差相同大小。
在此示例中，我们取 m = 150,� = 0.002_9并使用 4000 个时间步长模拟到时间 3tr。我们展示了使

用低秩方法、RK4 和四阶泰勒级数的流对 � = 10*3, 10*5, 10*7的结果。结果显示在图 4中。左侧绘制了
激发态的人口（插图是放大视图）对于 � = 10*7。第二个子图显示了每个容差下的激发态人口（垂直偏
移 1 和 2 以清晰显示）。具有最大 �的计算过度预测了复兴的振幅。第三个图形显示了不同容差下随时
间变化的秩参数。可以看到，尽管解高度振荡，秩参数仍然缓慢增长。具有最大 �的计算等级在整个模
拟过程中为一，这可以解释复兴的过度预测。最右侧的图形显示了使用 � = 10*3, 10*5与 � = 10*7获得
的解之间的差异。尽管误差略大于 �，但看起来两种情况之间减少了大约 100倍。
总之，本文开发了一类高阶低秩 CPTP 方案用于处理具有时间独立哈密顿量和跳跃算子的林德

布罗方程。我们在数值示例中证明了这些方案对于具有低秩特性的问题是准确且高效的。在后续工作
中，我们将考虑哈密顿量和跳跃算子依赖于时间的一般情况。我们还计划开发基于张量网络的低秩方
案 [16, 17]来应对多个量子比特的挑战性案例。正如一位审稿人指出的，这里使用的低秩技术可能可以
应用于其他方法，例如在 [4, 5]中提到的方法。
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图 1: 人口 �33在示例中从 [3]的演变。x-轴的单位是皮秒。左图和右图中的时间步数量分别为 300和 60。左侧我们比较
了经典的 RK4 方法（黑色）和使用矩阵指数计算流的积分因子方法（红色，虚线），时间步长为 0.1 飞秒。右侧我们使
用五倍大的时间步长，并且还包括当使用六阶泰勒级数方法计算流时的结果。
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图 2: 使用经典四阶准确龙格-库塔方法、全秩积分因子方法和两种低秩方法（矩阵指数和泰勒级数）计算小 m情况的复
现。参见正文中的子图说明。
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图 3: 最终时刻两种低秩方法（矩阵指数化（左侧）和泰勒级数（右侧））的误差作为时间步长的函数。虚线表示阶次，
从一到四。关于子图的解释请参见正文。
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图 4: 低秩计算在大规模 m情形下的复现。参见正文对子图的说明。
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