
中
译
本

ar
xi

v:
24

12
.0

26
69

v2

Eℎ�6
2 -同源性与 R%2的关系和 R%2 ∧ C%2

IRINA BOBKOVA, JACK CARLISLE, EMMETT FITZ, MATTIE JI, PETER KILWAY, HILLARY KIM, KOLTON O’NEAL,
JACOB SCHUCKMAN, AND SCOTTY TILTON

摘要. 令 E2为高度 2在素数 2处的莫拉瓦 E-理论。在这篇论文中，我们使用同伦固定点谱序列计算了
Eℎ�6

2 ∧ R%2 和 Eℎ�6
2 ∧ R%2 ∧ C%2 的同伦群。
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1. 介绍

代数拓扑的一个基本问题是计算球谱 S的稳定同伦群 c: (S) 对于所有 : > 0。Serre的一个经典
定理断言对于所有的 : > 0，c: (S) 是有限阿贝尔群，因此球的稳定同伦群可以逐个素数地进行研
究。根据霍普金斯和雷文奈尔的色收敛定理（[Rav92]，定理 7.5.7），任何 ?-局部有限谱 - 是色谱塔
的同伦极限：

- ... !=- ... !1- !0- ,

其中 != 表示关于莫拉瓦  -理论
=∨
8=0
 (8)在素数 ?处的局部化。

1

https://arxiv.org/pdf/arxiv:2412.02669v2


2 BOBKOVA, CARLISLE, FITZ, JI, KILWAY, KIM, O’NEAL, SCHUCKMAN, AND TILTON

这里，从 !=- 到 !=−1- 的连接态射由色数断裂正方形给出：

!=- ! (=)-

!=−1- !=−1! (=)-
.

因此，为了研究球面的稳定同伦群，我们需要理解所有素数 ? 处 ? 局部球谱 S(?) 中的中间项
! (=)S(?)。

令 S=为在 ?处的第 =个莫拉瓦稳定群，G=为在 ?处的第 =个扩展莫拉瓦稳定群，以及 E=为高
度 =在素数 ?处的莫拉娃 E-理论。Devinatz和 Hopkins的一个著名结果 [DH04]表明了 ! (=)S(?) '
EℎG=
= ，并且存在一个同伦不动点谱序列（HFPSS），其特征为：

�
∗,∗
2 : �∗

2 (G=, c∗(E=)) =⇒ c∗(EℎG=
= ) � c∗(! (=)S(?) ).

此外，对于任何闭合子群 � ⊆ G=，这个谱序列下降到一个 HFPSS。

(1) �
∗,∗
2 : �∗

2 (�, c∗(E=)) =⇒ c∗(Eℎ�= ).

这一结果可以从 S扩展到任何有限复形。设 - 是一个有限复形，� 是 G=的一个闭子群。则存
在一个签名如下的 HFPSS：

(2) �
∗,∗
2 = �∗

2 (�, (E=)∗-) =⇒ c∗(Eℎ�= ∧-).

HFPSS(1)是一个乘法谱序列，并且单位映射 Eℎ�= → Eℎ�= ∧- 引出了谱序列之间的自然映射。
这赋予了 HFPSS(2)在 (1)上的模结构。一般来说，这给出了 HFPSS对于 Eℎ�= 的乘法莱布尼兹法则
以及对于 Eℎ�= ∧- 的“模”莱布尼兹法则。

理解有限子群 � 的 Eℎ�= 对揭开 EℎG=
= 的结构之谜至关重要。例如，在 = = 2存在分解为各种有

限子群 � [GHMR05, Beh06, Hen07, Hen18, BG18]的 EℎG2
2 关于 �ℎ�2 的解。

这为研究这些解析中出现的谱提供了动力。本文的重点是素数 2处的谱 Eℎ�6
2 。我们的目标是通

过确定各自同伦不动点谱序列中的微分和扩展来计算 R%2和 R%2 ∧ C%2的 Eℎ�6
2 同调。

设 + (0)为 S上乘以 2的余纤维，设 . 为 + (0)与 �[ 的粉碎积，为稳定 Hopf映射 [的余纤维。
然后我们有

+ (0) ' Σ−1Σ∞R%2 and . ' Σ−3Σ∞(R%2 ∧ C%2).

因此，计算 Eℎ�6
2 同调群的 R%2 和 R%2 ∧ C%2 等价于计算 Eℎ�6

2 同调群的 + (0) 和 .。本文的目标是
在第 5节和第 6节中完全计算 Eℎ�6

2 ∧+ (0)和 Eℎ�6
2 ∧. 的 HFPSS。沿途，作为初步步骤，我们还将回

顾 Sections2,3和 4中的 Eℎ�2
2 ,Eℎ�2

2 ∧+ (0) 和 Eℎ�6
2 的 HFPSS。
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2. 同伦固定点谱序列用于 Eℎ�2
2

在本文的其余部分，我们将用 E = E2表示高度为 2在素数 2处的Morava E-理论。同伦不动点
谱序列

(3) � B,CA (Eℎ�2) : �B (�2,EC ) =⇒ cC−B Eℎ�2

已经被完全计算和研究了几十年了，例如，请参阅 [HS14]和 [HS20]以获取更近期的研究成果。在
本节中，我们将总结该计算的关键结果而不提供证明，因为我们将建立在整个论文中使用的符号。
请注意，我们使用 Adams标记法表示我们的谱序列：当我们提到元素在 �

B,C
A 中时，我们指的是同

伦固定点谱序列中茎为 C − B和过滤阶为 B的元素。

令W = , (F4)是Witt向量的环对于 F4。回想一下

E∗ = WÈD1É[D±1], |D1 | = 0 and |D | = −2

和 G2 � (, (F4)〈(〉/(0f = 0(, (2 = 2)×，其中 f表示 Frobenius形态提升。中心子群 �2 = {±1} ⊂ G2

对 �0 = WÈD1É的作用是平凡的，并且通过乘以 −1对 D进行作用。通过这个动作，

�
∗,∗
2 = �∗(�2,E∗) = WÈD1É[[D2]±1, U]/(2U),

其中 U ∈ �1(�2, c2(E)) 是 �1(�2,Z[B6=]) 的生成元的在映射下的像，该映射将符号表示的生成元
Z[B6=] 映射到 D−1。

引理 2.1. 33微分在 (3)中由
33(D−2) = U3D1

生成，以及关于 U、D1和 D±4的线性性。

引理 2.2. 37微分在 (3)中由
37(D−4) = U7

产生，以及关于 U和 D±8的线性性。

我们有 �
∗,∗
8 (Eℎ�2) = �∗,∗

∞ (Eℎ�2)，显示在 Figure 2中。
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图 1. �3（顶部）和 �7（底部）页的HFPSS为 Eℎ�2。符号如下：©• = F4ÈD1É，• = F4和
� = WÈD1É。

3. 同伦不动点谱序列 Eℎ�2
2 ∧+ (0)

在本节中，我们将计算谱序列

(4) � B,CA (Eℎ�2 ∧+ (0)) : �B (�2, cC (� ∧+ (0))) =⇒ cC−B Eℎ�2 ∧+ (0)

我们的起点是谱的纤维序列

(5) E 2−→ E 8−→ E∧+ (0)
?
−→ Σ E .

映射 8是 + (0)底部的单元的包含，而映射 ?是到顶部单元的投影。
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图 2. HFPSS的 �8 = �∞页针对 Eℎ�2。符号如下：©• = F4ÈD1É，• = F4，◦ = D1F4ÈD1É，
� = WÈD1É和位于 (8, 0) 的 �表示 2D−4, ⊕ D−4D1,ÈD1É。同伦群是 16周期的，其
周期生成元为 D−8。

纤维序列 (5)引发了一个同伦群的短精确序列

(6) 0 → cC E 2−→ cC E → cC (E∧+ (0)) � cC�/2 → 0

对于任何 C（如果 C 是奇数，这个序列中的每一项都为零）。还需注意我们有

c∗(E∧+ (0)) = E∗/2 � F4ÈD1É[D±1] .

短精确序列 (6)引发了一个群上同调的长正合列

(7) · · · → �B (�2, cC E) 2−→ �B (�2, cC E) 8−→ �B (�2, cC E/2)
?
−→ �B+1(�2, cC E) → · · ·

引理 3.1 (第 2.2节 [BBG+24]). �2-页的 HFPSS对于 Eℎ�2 ∧+ (0) 是

�
∗,∗
2 (Eℎ�2 ∧+ (0)) = �∗(�2,E∗/2) = F4ÈD1É[D±1] [U] .

请注意 �∗(�2, �∗/2)是 �∗(�2, �∗) 和 [ = UD1上的一个模。
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备注 3.2. 令 E1 ∈ c2(+ (0))在映射 ?下映射到 [ ∈ c1(S)，并考虑交换图中 E1的命运，其中垂直的映
射是环光谱 Eℎ�2 的单位映射：

. . . // c2(S)

��

8 // c2(+ (0))

��

?
// c1(S)

��

2 // . . .

. . . // c2(Eℎ�2) 8 // c2(Eℎ�2 ∧+ (0))
?
// c1(Eℎ�2) 2 // . . .

由于 [ ∈ c1(Eℎ�2)是一个阶为 2的元素，并且被 D1U = D1D
−1ℎ检测到，我们有 E1 ∈ c2(Eℎ�2 ∧+ (0))

被 D1D
−1检测到。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

图 3. HFPSS的第 �3页为 Eℎ�2 ∧+ (0)。符号 ©• 表示 F4ÈD1É。

3.1. 33-微分.

引理 3.3. 33同伦固定点谱序列 (4)中对于 Eℎ�2 ∧+ (0)的微分由

33(D−2) = U3D1,

33(D−3) = U3D−1D1,

生成，并且相对于 U，D1和 D±4是线性的。

证明. 第一个微分和相对于 D1，U和 D±4 的线性关系来自 Theorem 2.1以及这个谱序列是 �A (Eℎ�2)
上的一个模的事实。接下来我们注意到，在 33(E3

1) = E1[
3 的 Adams–Novikov谱序列中对于 c∗+ (0)

（参见例如 [Rav78, Thm. 5.13(a)]）。然后我们有

33(E3
1) = 33(D−3D3

1) = D
3
133(D−3) = E1[

3 = D1D
−1U3D3

1,
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这意味着 33(D−3) = U3D−1D1。 �

所有 33微分都是单射的，因此这些微分的源在 �4页面上消失。这些微分不是满射的，并且它
们的上核是由 U的幂生成的 F4的副本。这一点可以在 Figure 4中看到。
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图 4. �7页的 HFPSS，对于 Eℎ�2 ∧+ (0)。符号 •表示 F4，而 ©• 表示 F4ÈD1É。

3.2. 第 �∞页. 由于稀疏性，对于偶数 A 没有可能的 3A 微分。有可能的 35微分，但它们是平凡的。

引理 3.4. 在谱序列 (4)中没有非平凡的 35微分。

证明. 这来自于模块结构 �A (Eℎ�2 ∧+ (0)) 在 �A (Eℎ�2) 上的结构以及在 �A (Eℎ�2) 中没有 35 微分的
事实。 �

在继续下一个微分之前，我们想陈述以下有用的技巧行引理，它是几何边界定理 [Rav86, Thm.
2.3.4]的一个特例。

引理 3.5. 存在映射 XA : � B,CA (Eℎ�2 ∧+ (0)) → �
B+1,C
A (Eℎ�2)使得

X2 : � B,C2 (Eℎ�2 ∧+ (0)) → �
B+1,C
2 (Eℎ�2)

是从 (5)产生的连接同态。对于所有 A，
XA3A = 3AXA

和 XA+1是由 XA 诱导的。
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引理 3.6. HFPSS中针对 Eℎ�2 ∧+ (0)的 37微分由

37(D−4) = U7,

37(D−5) = D−1U7,

以及对 D1、U和 D±8的线性度产生。

证明. 第一个微分来自于同伦固定点谱序列中对于 �ℎ�2 的相同微分。谱序列 �A (�ℎ�2 ∧ + (0)) 是环
谱序列 �A (�ℎ�2)上的模，其中包含 37(U) = 37(D1) = 0和 37(D±8) = 0，因此这些元素上的微分是线
性的。最后，由于 X2(D−5) = D−4U，Theorem 3.5意味着

37(D−5) = 37(X7(D−4U)) = X7(37(D−4U)) = X7(U8) = D−1U7.

�

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0

1

2

3

4

5

6

7

1

α

α2

u−1

u−1u1

αu−1

α2u−1

α2u−1u31

u−4u1

αu−4u1

α2u−4u1

u−5u1
u−5u21

αu−5u1

α2u−5u1

α2u−5u41

α3

α4

α5

α6

α3u−1

α4u−1

α5u−1

α6u−1

图 5. 同伦群为 Eℎ�2 ∧+ (0)。符号表示为：• = F4，以及 ©• = F4ÈD1É。斜率为 1的线
表示乘以 [。连接同一茎中元素的线表示群扩张。同伦群是 16周期的。

3.3. 扩展问题. 回忆同伦群中的长正合序列

· · · → c2:−B (Eℎ�2) 8−→ c2:−B (Eℎ�2 ∧+ (0))
?
−→ c2:−B−1(Eℎ�2) 2−→ · · · .

所有第 �∞页上的非平凡扩张都由以下引理中的扩张生成。

引理 3.7. 我们有 2D−1 = U2D1 ∈ c2(Eℎ�2 ∧+ (0))。
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证明. 对于 D−1 ∈ c2(Eℎ�2 ∧+ (0))，我们有 ?∗(D−1) = U ∈ c1 Eℎ�2。然后根据来自 [BBPX22]的引理
2.19，

2D−1 = 8∗([U) = U2D1. �

作为引理 3.7的推论，我们能够解决第 �∞页上的扩展问题（参见图 5并发现 c2(Eℎ�2 ∧+ (0)) =
U2F4 ⊕ D−1W/4ÈD1É和 c10(Eℎ�2 ∧+ (0)) = U2D−4D1F4 ⊕ D−5D1W/4ÈD1É。

4. 同伦不动点谱序列 Eℎ�6
2

在本节中，我们计算同伦不动点谱序列

(8) � B,CA (Eℎ�6) : �B (�6,EC ) =⇒ cC−B (Eℎ�6)

我们不声称本节中的计算有任何原创性；这些计算几十年来一直为人所知，最早可追溯到Mahowald
和 Rezk的工作在 [MR09]。我们将这个计算展示在这里是为了为我们接下来两节的计算奠定基础。

4.1. 计算 �2-页. 群 �3 = F×
4 = 〈Z〉 在谱 Eℎ�2 和 Eℎ�6 ' (Eℎ�2)ℎ�3 上有一个作用。此外，对于 Eℎ�6

的同伦固定点谱序列是 Eℎ�2 的同伦固定点谱序列的 �3固定点，前者中的 3A 微分是后者中 3A 微分
的限制。�3在群上同调 �∗(�2,E∗)上的作用由下式给出（见 (2.2)式的 [BBG+24]）：

(9) Z · D1 = lD1 Z · D = lD Z · U = l2U,

其中 l是一个原始三次单位根。

应用这些公式，我们可以计算出 Eℎ�6 的 HFPSS的 �2页。

命题 4.1 (引理 2.3的 [BBG+24]). 令 F = D−2U。同伦谱序列 (8)的 �2页由以下给出：

�
∗,∗
2 = �∗(�6,E∗) = WÈD3

1É[F, [D1D
−4], [D6]±1]/(2F).

我们还为以下重要的 �6-不变元素命名

E1E2 := D1D
−4 E2

2 := D−6 E2
1 := D2

1D
−2 = [E1E2]2 [E2

2]
−1

请注意，这些元素是不可分解的：E1 = D−1D1和 E2 = D−3不是 �6不变的，也不是这个上同调环中的
元素。注意，a ∈ c3S被 U3 = F3E2

2检测到。

4.2. 计算中间页. 在谱序列 (8) �A (Eℎ�6)中，唯一的非平凡微分是 33和 37。如上所述，�A (Eℎ�6)中
的微分仅仅是谱序列 �A (Eℎ�2) 中微分在 �3固定点上的限制。
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图 6. HFPSS的 �3页针对 Eℎ�6。符号 •表示 F4，符号 • 表示 F4ÈD3
1É，符号 �表示

WÈD3
1É。每个符号右边的项表示生成元。

引理 4.2. 33-差分在谱序列 (8)中由

33(D−2D2
1) = U

3D3
1

33(D−2U) = U4D1

生成，并且相对于 a = U3,[ = UD1,D−4D1和 E±4
2 = D±12是线性的。
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图 7. HFPSS的第 �7页针对 Eℎ�6。符号 •表示 F4，符号 • 表示 F4ÈD3
1É，符号 �表示

WÈD3
1É。
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第 �4页是 (24,0)-周期的，其周期性生成元为 D−12。由于稀疏性，我们有 �4 = �7页，在 Figure 7
中显示。我们在下面的命题中总结了在 �7页上的微分。

命题 4.3. 37在谱序列 (8)中的微分由

37(U2D−4) = U9,

37(D−12) = U7D−8,

37(UD−20) = U8D−16,

生成，并且相对于 a = U3和 E±8
2 = D±24是线性的。

由稀疏性可知，在第 �8 页及更高页和 �8 = �∞ 页上没有微分，如 Figure 8所示。同伦群具有
周期为 48的周期性，其周期生成元为 E8

2。我们记录以下正滤子中的生成元：

(10) [ = UD1 ^ = U4D−8 H = UD−8 = FE2
2

并注意 a = U3 = H3E−8
2 .
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图 8. HFPSS的 �8 = �∞页针对 Eℎ�6。符号 •表示 F4，• 表示 F4ÈD3
1É，�表示WÈD3

1É。
�在茎 24处表示 2E4

2W ⊕ E3
1E

3
2WÈD3

1É。线条表示与 [相乘。同伦群是 48周期的。

5. 同伦固定点谱序列 Eℎ�6
2 ∧+ (0)

在本节中，我们计算同伦固定点谱序列 Eℎ�6 ∧+ (0)

(11) �
B,C

2 (Eℎ�6 ∧+ (0)) := (� B,C2 (Eℎ�2 ∧+ (0)))�3 = �B (�6,EC/2) =⇒ cC−B (Eℎ�6 ∧+ (0)).

5.1. 第 �2页。. 由于Eℎ�6 ' (Eℎ�2)ℎ�3，且+ (0)是一个有限复形，我们有Eℎ�6 ∧+ (0) ' (Eℎ�2 ∧+ (0))ℎ�3。
我们使用同构�∗(�6,E∗/2) � �∗(�2,E∗/2)�3来计算�∗(�6,E∗/2)。�∗(�2,E∗/2)的同调在Theorem 3.1
中描述，�3 = F×

4 的作用如 (9)所示，并且我们读取不变量。

引理 5.1. 我们有
�∗(�6,E∗/2) = F4 [[D3

1]] [[D1D
−1], [D−3]±1, F],

其中 F = UD−2。
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图 9. �3页的 HFPSS代表 Eℎ�6 ∧+ (0)，符号 •表示 F4，符号 • 表示 F4ÈD3
1É。

5.2. 微分. 大多数微分来自于以下事实：Eℎ�6 ∧+ (0)的HFPSS是在 �3作用下 Eℎ�2 ∧+ (0)的HFPSS
的固定点，该作用由 (9)给出。

引理 5.2. 33微分在 (11)中由

33(D2
1D

−2) = U3D3
1

33(D−3) = U3D−1D1

生成，并且相对于 [, a、D3
1和 D±12具有线性。

证明. 这些微分是限制在 �6固定点的 Theorem 3.3中的微分。 �

我们现在将计算以下引理中的 37微分。

引理 5.3. 37谱序列 (11)中的微分由

37(U2D−4) = U9

37(D−12) = U7D−8

37(UD−20) = U8D−16

37(UD−5) = U8D−1

37(U2D−13) = U9D−9

37(D−21) = U7D−17

生成，并且关于 a,D3
1, [和 D±24是线性的。
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图 10. �7页的 HFPSS代表 Eℎ�6 ∧+ (0)，符号 •表示 F4，符号 • 表示 F4ÈD3
1É。

证明. 左列的微分通过自然性（或模结构上的 Eℎ�6）从 Theorem 4.3的微分得出。右列的微分是将
Theorem 3.6的微分限制到�6的不动点上得到的。或者，右列的微分通过几何边界定理（参见 [Rav86,
Thm. 2.3.4]和 [Beh12, App. 4]中的一般陈述和证明或 [BBPX22, Thm. 2.17]中对类似情况的应用）
得出。 �

�7页面的图表显示在 Figure 10中，而 �∞ = �8页面显示在 Figure 11中。对于这些扩展，我们
使用了 [BBPX22]中的引理 2.19，这表明 2D

9

2 D1
8 = [UD

9

2 D1
8。我们使用以下符号表示第 �∞ 页的生

成元（请注意，H和 ^是来自 c∗�ℎ�6 (10)中同名元素的图像）：

(12) G = U2D−1 E1 = D1D
−1 E2 = D−3 H = UD−8 ^ = U4D−8
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图 11. 第 �8 = �∞页的HFPSS为 Eℎ�6 ∧+ (0)。符号 •表示 F4，而符号 • 表示 F4ÈD3
1É。

斜率为 1的直线表示乘以 [。

6. 同伦不动点谱序列 Eℎ�6
2 ∧.

在本节中，我们计算同伦不动点谱序列 Eℎ�6 ∧.

(13) �
B,C

2 (Eℎ�6 ∧. ) = �B (�6, cC (E∧. )) =⇒ cC−B (Eℎ�6 ∧. ).

6.1. 第 �2页. 余纤维序列

Eℎ�6 ∧ Σ+ (0)
[
−→ Eℎ�6 ∧+ (0) → Eℎ�6 ∧ .

诱导出对应同伦不动点谱序列的 �2页上的映射

· · ·
[
−→ �

B,C

2 (Eℎ�6 ∧+ (0)) 8−→ �
B,C

2 (Eℎ�6 ∧. )
?
−→ �

B,C−2
2 (Eℎ�6 ∧+ (0))

[
−→ �

B+1,C
2 (Eℎ�6 ∧+ (0)) → · · · .
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图 12. �2页的 HFPSS代表 Eℎ�6 ∧.，符号 •表示 F4，而符号 • 表示 F4ÈD3
1É。

每个与 [ 相乘的映射都是单射，只是在幂级数模中移动次数。因此，? : � B,C2 (�ℎ�6 ∧ . ) →
�
B,C−2
2 (�ℎ�6 ∧+ (0)) 映射是零映射。我们得出结论，每个 �

B,C

2 (�ℎ�6 ∧ . ) 都同构于 [的上核：

0 → �
B−1,C−2
2 (Eℎ�6 ∧+ (0))

[
−→ �

B,C

2 (Eℎ�6 ∧+ (0)) → �
B,C

2 (�ℎ�6 ∧ . ) → 0.

�2页在 Figure 12中给出。

6.2. 33和 35微分方程.

定理 6.1. 所有同伦不动点谱序列中与 Eℎ�6 ∧ . 相关的微分 3A 均相对于 E1 = D−1D1、a = U3 和 E±8
2

是线性的。

证明. 谱 . 具有一个 E1-自映射，因此引理 5.12的 [BBPX22]表明 HFPSS中所有关于 Eℎ�6 ∧ . 的
微分 3A 都是 E1 = D−1D1-线性的。微分是 U3 线性的，因为 U3 是一个永久循环，因为它检测到了
a ∈ c3(S)。微分是 E±8

2 线性的，因为 HFPSS上的模块结构对于 Eℎ�6 而言。 �

与前两个谱序列不同，�3页面上的微分都是平凡的。

引理 6.2. 33-微分在 Eℎ�6 ∧. 的同伦不动点谱序列中都是平凡的。

证明. 唯一可能支持非平凡的 33微分的群是 C ≡ 4 mod 6的 �
0,C
3 = �

0,C
2 群。对于这些群，我们有

�
0,C
3 � D−

C
2 D2

1F4ÈD3
1É � (D−3) C−4

6 E2
1F4ÈD3

1É.

然后我们观察到，对于任意的 5 ∈ F4ÈD3
1É和任何整数 =，由于稀疏性，我们有 33( 5 (D−3)=) = 0。然

后，由于 33是 E1-线性的（因此，也是 E2
1-线性的），我们有 33对于 �

0,C
3 中的任何元素在 C ≡ 4 mod 6

下必须消失。 �



16 BOBKOVA, CARLISLE, FITZ, JI, KILWAY, KIM, O’NEAL, SCHUCKMAN, AND TILTON

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

u-0u0
1u-0u3
1

u-2u1
2 u-4u1

1 u-6u0
1u-6u3
1

u-8u1
2 u-10u1

1 u-12u0
1u-12u3
1

α12u6u0
1

α11u5u0
1

α6u3u0
1

α10u4u0
1

α9u3u0
1

α12u3u0
1

α5u2u0
1

α4u1u0
1

α8u2u0
1

α7u1u0
1

α11u2u0
1

α10u1u0
1

α0u−1u1
1

α3u−0u0
1

α2u−1u0
1

α6u−0u0
1

α5u−1u0
1

α9u−0u0
1

α8u−1u0
1

α12u−0u0
1

α11u−1u0
1

α1u−2u0
1

α0u−3u0
1α0u−3u3
1

α4u−2u0
1

α3u−3u0
1

α7u−2u0
1

α6u−3u0
1

α10u−2u0
1

α9u−3u0
1

α12u−3u0
1

α0u−5u2
1

α2u−4u0
1

α1u−5u0
1

α5u−4u0
1

α4u−5u0
1

α8u−4u0
1

α7u−5u0
1

α11u−4u0
1

α10u−5u0
1

α0u−7u1
1

α3u−6u0
1

α2u−7u0
1

α6u−6u0
1

α5u−7u0
1

α9u−6u0
1

α8u−7u0
1

α12u−6u0
1

α1u−8u0
1

α0u−9u0
1α0u−9u3
1

α4u−8u0
1

α3u−9u0
1

α7u−8u0
1

α6u−9u0
1

α0u−11u2
1

α2u−10u0
1

α1u−11u0
1

24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

u-12u0
1u-12u3
1

u-14u1
2 u-16u1

1 u-18u0
1u-18u3
1

u-20u1
2

α12u−6u0
1

α11u−7u0
1

α6u−9u0
1

α10u−8u0
1

α9u−9u0
1

α12u−9u0
1

α5u−10u0
1

α4u−11u0
1

α8u−10u0
1

α7u−11u0
1

α11u−10u0
1

α10u−11u0
1

α0u−13u1
1

α3u−12u0
1

α2u−13u0
1

α6u−12u0
1

α5u−13u0
1

α9u−12u0
1

α8u−13u0
1

α12u−12u0
1

α11u−13u0
1

α1u−14u0
1

α0u−15u0
1α0u−15u3
1

α4u−14u0
1

α3u−15u0
1

α7u−14u0
1

α6u−15u0
1

α10u−14u0
1

α9u−15u0
1

α12u−15u0
1

α0u−17u2
1

α2u−16u0
1

α1u−17u0
1

α5u−16u0
1

α4u−17u0
1

α8u−16u0
1

α7u−17u0
1

α11u−16u0
1

α10u−17u0
1

α0u−19u1
1

α3u−18u0
1

α2u−19u0
1

α6u−18u0
1

α5u−19u0
1

α9u−18u0
1

α8u−19u0
1

α12u−18u0
1

α1u−20u0
1

α0u−21u0
1α0u−21u3
1

α4u−20u0
1

α3u−21u0
1

α7u−20u0
1

α6u−21u0
1

α0u−23u2
1

α2u−22u0
1

α1u−23u0
1

u−24u0
1u−24u3
1

α0u−22u1
1

图 13. �7页面的 HFPSS为 Eℎ�6 ∧.。符号 •表示 F4。

引理 6.3. 35-微分在 Eℎ�6 ∧. 的同伦固定点谱序列中全部为平凡的。

证明. 如在 Theorem 6.2中，35 的唯一可能来源是群组 �
0,C
5 = D−

C
2 D1F4ÈD3

1É对于 C ≡ 2 (mod 6)。对
于 5 ∈ F4ÈD3

1É，我们有 35( 5 D−
C
2 D1) = E135( 5 D−( C2 −1) ) = 0。 �
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图 14. HFPSS的 �8 = �∞页为 Eℎ�6 ∧.。符号 •表示 F4，符号 • 表示 F4ÈD3
1É。这些

线表示乘以 a。同伦群是 48周期性的，其周期性生成元为 E8
2。

6.3. 37-微分. 回忆一下，余纤维序列

ΣEℎ�6 ∧+ (0)
[
−→ Eℎ�6 ∧+ (0) → Eℎ�6 ∧ .

诱导了一个同伦群中的长正合序列

(14) · · · → c:−1(Eℎ�6 ∧+ (0))
[
−→ c: (Eℎ�6 ∧+ (0)) → c: (Eℎ�6 ∧ . ) → · · · .

从这里，我们可以获得关于 c∗(Eℎ�6 ∧+ (0))中某些群的信息，这将帮助我们计算 37微分。

引理 6.4. HFPSS中针对 Eℎ�6 ∧. 的 37微分由

37(U2D−4) = U9

37(D−12) = U7D−8

37(UD−20) = U8D−16

37(UD−5) = U8D−1

37(U2D−13) = U9D−9

37(D−21) = U7D−17

37(D−6) = U7D−2

37(UD−14) = U8D−10

37(U2D−22) = U9D−18

37(U2D−7) = U9D−3

37(D−15) = U7D−11

37(UD−23) = U8D−19

以及对 a = U3和 D±24的线性度产生。
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证明. 左侧两列的微分来自于自然性以及 �ℎ�6 ∧+ (0) 的 HFPSS中的微分。

推导其他微分的最简单方法是使用 (14)计算一些同伦群 c8Eℎ�6 ∧.，并分析同伦不动点谱序列
的 �7页面，以确定哪些微分需要是非平凡的以确保那些同伦群值。首先，注意到 c15(Eℎ�6 ∧. ) = 0。
在同伦不动点谱序列中实现这一点的唯一方法是存在 37(D−6U3) = U10D−2和 37(U2D−7) = U9D−3。前
者微分和 U3-线性则暗示 37(D−6) = U7D−2。

接下来，c29(Eℎ�6 ∧ . ) = 0表明微分 37(UD−14) = U8D−10和 37(D−15) = U7D−11。

最后，c45(Eℎ�6∧. ) = c47(Eℎ�6∧. ) = 0表明微分 37(U2D−22) = U9D−18和 37(UD−23) = U8D−19。 �

�7页面的图表可以在 Figure 13中找到。由于稀疏性，不存在 3A 为 A > 7，所以我们有 �8 = �∞。
我们仍然需要解决扩展问题。根据 [BBPX22]的引理 2.19，任何可被二整除的元素都在 [ 的像中，
因此 �∞页面上的每个群扩张都是分裂的。
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