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临界指数在Nishimori点处
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摘要

随机键伊辛模型的内田点是具有强无序的重正化群固定点的原型。我们表明，可以从内田
线的性质出发，在二维和三维空间中识别出该点的确切相关长度和交叉临界指数。这些是
受挫随机磁体的第一个确切指数，这一情况也应与这样一个事实进行对比：即在三维中没
有无序的伊辛模型的确切指数未知。我们的考虑扩展到更高维度和其他非伊辛模型。
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具有淬火无序的系统的问题是统计物理学中一个众所周知的难题 [1]。它导致了一种临界
行为模式，其中伊辛模型随机分布的铁磁和反铁磁键 [2]提供了一个基本说明。在三维空间中，
向纯铁磁体添加弱无序 [3]可以导致一个新的重整化群固定点，该点可以进行微扰研究，并且
尚未对特定类型的无序敏感（随机位点稀释的铁磁体属于同一普适类）[4]。然而，随着反铁
磁键的比例增加，挫折开始变得重要并最终导致自旋玻璃相和强无序固定点的存在。在这个
相图区域内的临界性质传统上无法用解析方法访问，并且一直是广泛数值工作的主题 [5, 6]。
然而最近，已经表明如何在二维空间中利用散射框架内的共形不变性来精确地获取任意无序
强度的随机固定点，并特别揭示了随机临界性和普适性的某些奇特特征 [7, 8]。

Nishimori点 [1, 9, 10, 11]是在增加有序相边界上的挫折时遇到的第一个强无序不动点，
并且位于相图中的特定线上，在这条线上的一些性质是完全已知的 [1, 9]。这些性质的不寻常
特性使它们对于 Nishimori点处临界行为的影响解释变得复杂。在这篇论文中，我们展示了
如何在进一步了解这些性质后，能够准确识别二维和三维空间中的关联长度和交叉临界指数。
现在可用于这些指数的相当精确的数值估计与确切值非常一致。我们的考虑扩展到了更高维
度以及其他非 Ising模型。后者尤其为已经由二维的确切散射理论单独指出的随机性和内部对
称性之间的相互作用提供了新的见解。

随机键伊辛模型 [2]对应于哈密顿量

H = −
∑
〈i,j〉

Jijσiσj , (1)

其中 σi = ±1是规则晶格上位置 i的自旋变量，
∑

〈i,j〉表示对最近邻的求和，而通过从概率分
布 P (Jij)中抽取的随机耦合 Jij 引入了无序。一个基本的选择是双峰分布

P (Jij) = p δ(Jij − 1) + (1− p) δ(Jij + 1) , (2)

其中 1− p是反铁磁键的分数。数值研究 [5, 6]得出的相图如图 1所示。纯铁磁体（p = 1）的
有序相在无序强度 1− p增加时仍然存在，直到转变温度消失。在这个铁磁相边界上存在一个
多临界点，并且在三维情况下，另一个相边界从多临界点出发，将顺磁相与低温自旋玻璃相
分开。在二维情况下，未观察到 T > 0的自旋玻璃相。在二分格子上，相图在 p → 1 − p下
是对称的。
对于一类允许规范对称性的概率分布 P (Jij)，Nishimori表明可以沿 p–T 平面上的一条

线获得一些精确结果 [1, 9]，这条线被称为 Nishimori线。此线从低温下的铁磁相穿过平面到
达高温下的顺磁相，对于分布 (2) 读作

tanh(1/T ) = 2p− 1 . (3)

铁磁序参量M 与自旋玻璃序参量 Q的一致可以在内 Simon 线 [1, 9]上推导出，这意味着后
者无法进入自旋玻璃相。此外，有论点 [10, 11]– 并且得到了数值研究的支持 – 表明在任何维
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图 1: ±J 随机键伊辛模型的相图。Nishimori线（虚线）在 Nishimori多重临界点（点）处穿
过铁磁相边界。在二维中，对于 T > 0未观察到自旋玻璃相。

度下，Nishimori 线都保持不变，该线与铁磁相边界交叉的点与该边界的多重临界点重合。多
重临界点也被称为 Nishimori 点。
淬火无序意味着对随机变量 Jij 的平均值是在自由能 F = − lnZ 上取的，其中

Z =
∑
{σi}

e−H/T (4)

是系统具有指定随机变量值的配分函数。理论上，使用恒等式

lnZ = lim
n→0

Zn − 1

n
, (5)

使得对无序的平均效果相当于耦合具有配分函数 Z 的系统 n → 0个复本。在接近二级相变点
的标度极限下，耦合复本由具有简化哈密顿量 Hn的欧几里得场论来描述。平均值 〈· · · 〉，以
权重 e−Hn 对 n → 0进行计算，实现了对原始系统 (1) 自旋配置和无序的双重平均。在以下
内容中将理解极限 n → 0。
围绕 d维空间中的多重临界 Nishimori 点，标度化简哈密顿量可以写为

Hn = HFP
n + g1

∫
ddx ε1(x) + g2

∫
ddx ε2(x) , (6)

其中HFP
n 是与多重临界点相关的重正化群不动点的简化哈密顿量，gi们是测量多重临界点在

p–T 平面内偏差的耦合常数，而 εi们是在系统自旋反转对称性下不变的操作符；这些操作符
从重正化群意义上来说是相关的，即具有标度维度 Xi < d；我们的约定是

X1 < X2 . (7)

2



由于Hn是无量纲的，耦合常数按如下方式缩放：

gi ∼ ξ−yi , (8)

其中 ξ是相关长度且
yi = d−Xi . (9)

理论 (6) 描述了从多重临界点流出并在 p–T 平面内传播的重正化群轨迹。每个这样的轨迹由
无量纲参数的值

η = g1 |g2|−φ , (10)

确定，其中
φ =

y1
y2

(11)

是多重临界点的交叉指数。Nishimori线对应于两条轨迹——一条在顺磁相中，另一条在铁磁
相中——其值为 η，我们将这些值表示为 ±ηN。
当沿着轨迹接近多重临界点时，相关长度发散为

ξ ' ai(η) |gi|−νi , (12)

其中
νi =

1

yi
(13)

是多重临界点的相关长度指数，ai(η)是临界振幅。
单位体积内的内能的奇点部分由

Esing
V

=
T

V
〈Hn〉 = b(η) ξ−d ' ci(η) |gi|dνi , (14)

给出，其中我们称 ci(η)为从使用 (12)得出的临界振幅。另一方面，在 Nishimori线上的内能
——让我们称之为 EN——可以在任何晶格 [1, 9]上精确确定。对于双峰无序分布（2）而言，
有如下表达式：

EN = NB(1− 2p) , (15)

其中总键数 NB 对应于体积 V 乘以一个晶格依赖因子。这一结果展示了一个特性，该特性也
适用于允许规范对称性的其他无序分布：尽管这条线对于某些晶格依赖值的 p给出了多重临
界点，在Nishimori线上内部能量仍然是一个正则函数。乍一看，这种奇特的性质可以归因于
奇异部分（14）在 Nishimori线上消失的事实，即临界振幅 ci(±ηN )消失。然而，临界振幅是
非普适的（即格依赖的)量，而 EN 在任何格上都是正则的。通过 ci(±ηN )的消失来解释这种
正则性相当于说这些振幅在任何格上的取值相同 (零)，从而与它们的格依赖性相矛盾。剩下
的可能性是 (14)，通常这是内部能量的奇异部分，在这种情况下恰好是正则的。这需要

dνi = ki(d) , (16)
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或等价地

Xi =
ki(d)− 1

ki(d)
d , (17)

其中 ki(d)是正整数。临界指数 νi的普适性与 EN 规则性的格独立性相匹配。
某些整数 ki 的值可以通过利用已知的特性的事实来排除，即在 Nishimori 线 [1, 9]上比

热是有限的，因此在多重临界点也是如此。当沿轨迹 g2 = 0接近这一点时，比热的奇异（在
一般情况下）部分表现为

Csing ∼ |g1|−α1 , (18)

其临界指数为
α1 = (d− 2X1)ν1 = 2− k1(d) , (19)

并且多重临界点处无发散意味着 α1 < 0；情况 α = 0被排除，因为它会导致对数发散 1，正
如纯伊辛模型在 d = 2 [12] 中的情况。结合 (7)，负的 α1的要求意味着

k2(d) > k1(d) ≥ 3 . (20)

虽然（16）不能唯一确定指数 νi，但它只允许它们取一组离散的值。与这些指数的数值
估计值（表 1）进行比较选择整数

k1(2) = 3 , k2(2) = 8 , (21)

k1(3) = 3 , k2(3) = 5 , (22)

k1(4) = 3 , (23)

确实满足（20）。
值得注意的是，我们从已知的Nishimori线的结果出发，推导出了临界指数 νi的条件 (16)

和 (20)，这些结果可以定义为允许规范对称性的特定无序分布。另一方面，临界指数的普适
性意味着 (16) 和 (20) 更一般地适用于导致多重临界点的无序分布，即使它们不允许规范对
称性（例如，对于双模分布 (2) 的变形，在这种情况下 Jij 的两个值在模数上不相等）。我们
将在更一般的情况下也将该多重临界点称为“Nishimori点”。
上述结果导致了一些额外的考虑。首先，k1(d) = 3对于 d = 2, 3, 4的事实表明猜想

ν1 =
3

d
(24)

直到上临界维度 dc。由于对于 d ≥ dc，指数 ν1需要取其平均场值 1/2，(24) 得到 dc = 6，这
确实是源自 Landau-Ginzburg 哈密顿量 [26, 27]中存在三次项的已知值。在 6− ε维度（24）

1由于比热与自由能关于温度的二阶导数成正比，对于一个一般的临界点我们有 Csing ∼
∫
ddx 〈ε(x)ε(0)〉conn，

其中 ε是能量密度场。关联函数中的短距离行为 |x|−2Xε 在积分中给出 Csing ∼ ln(ξ/r0)当Xε = d/2（即 α = 0）
时，其中 r0 是一个短距离截止。Csing 然后在临界极限 ξ → ∞下以对数方式发散。
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Date y1(2) y2(2) y1(3) y2(3) y1(4)

1991 [13] 1.17(11) 0.63(11)

1996 [14] 0.75(7) 1.25(15)

1999 [15] ≈ 0.25

2001 [16] 0.75(2)

2002 [17] 0.67(3) 0.25(3)

2006 [18] 0.67(1)

2006 [19] 0.67(1) ∼ 0.3

2007 [20] 1.02(5) 0.61(2)

2008 [21] 0.655(15) 0.250(2)

2009 [22] 0.66(1) 0.250(2)

2009 [23] 0.65(2)

2014 [24] 0.642(22)

2024 [25] 0.67(1)

present work 2/3 1/4 1 3/5 4/3

表 1: 相关长度指数在 yi(d)处的逆数值估计，位于Nishimori点的 d维随机键伊辛模型中，最
后一行给出了它们的确切值。

得到 ν1 ' (1 + ε/6)/2，这与 [27]的 ε展开结果 (1 + 5ε/6)/2不同（另见 [11]）。ε的多临界点
展开已知存在问题，因为对于 O(N)对称性，在伊辛值 N = 1以上的临界指数是复数的，尽
管在平均场区域内 d > 6，过渡仍然是连续的且具有实指数 [5, 27]。
在 [28]中表明，一个无序的XY模型（具有O(2)对称性）可以被定义为在一个表现出与伊

辛模型相同性质的内藤线上。特别是，在任何晶格 [28]上的常规内部能量和非发散的比热容意
味着我们的方程（16）和（20）在XY模型的多重临界点上仍然成立。数值估计值 y1 = 0.93(3)

和 y2 = 0.56(3)在 [29]中得出，对于 d = 3，确定整数 (22) 与伊辛情形相同。XY 模型中 [29]
的估计精度较低，相对于 Ising 模型中的 [20]，这主要归因于在蒙特卡罗模拟中使用的较小
系统规模；无论如何，在交叉指数的估计 [29]中获得的 φ = 1.7(1)在误差范围内具有精确值
5/3。
伊辛模型和 XY模型共享 k1(3)和 k2(3)的值意味着，对于具有不同对称性的两种模型，

尺度维度X1和X2取相同的值，在这种意义上它们是超通用的。这在人们回忆起尺度不变散
射 [8, 30]显示二维 N 态 Potts 模型 [7, 31]和 O(N)模型 [32, 33]的随机不动点具有超普适性
——即，不依赖于对称参数 N——散射区时就不那么令人惊讶了，这一特性在没有无序的情
况下是没有对应的。在 [7]中观察到，这可以解释自 [34]以来在二维N 态 Potts模型中最弱无
序不动点的数值研究中所观察到的相关长度临界指数 ν 缺乏显著的 N 依赖性。更一般地说，
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在 [8]中认为，散射结果指向一些临界指数在二维中，以及可能在更高维度中的随机不动点作
为较为常见的超普适特征。至少对于多重临界尼什莫里点，条件（17）和（20）阐明了这一现
象可能发生的机制。
下限 dν ≥ 2在一大类无序系统临界点的关联长度指数中被严格证明于 [35]。条件 (16)和

(20) 表明在 Nishimori 点上更强的界限 dνi ≥ 3以离散形式成立。此外，Ising 和 XY 情形表
明后者界限趋于被 ν1饱和。
在二维情况下，经过证明可以使用共形不变性来访问随机固定点后（[7]），人们期待能够

获得淬火无序的精确临界指数。看到我们当前的结果如何有助于识别随机临界性的共形场论
（d = 2）是未来研究的一个有趣目标。在更高维度下（低于 dc），拥有精确指数更为令人惊讶，
但我们已经看到了通过重整化群和普适性来考察 Nishimori 线的 d-独立精确性质如何使之成
为可能。

总之，我们展示了Nishimori线的性质如何暗示在受挫随机磁体的多临界Nishimori点处
两个相关长度临界指数的分离条件，以及该条件如何允许精确识别二维和三维随机键 Ising模
型的两个指数。现有的数值估计与精确值高度一致。在任何维度、任何内部对称性下，多临
界点的分离条件都成立，并且由于普遍性，也适用于不允許定义Nishimori线的无序分布。我
们在 d = 3中发现的无序 Ising和 XY模型在 Nishimori点处共享相同的相关长度指数，这为
最近在 d = 2中揭示的随机临界性的超普遍性性质提供了新的见解。对具有其他内部对称性
的系统的数值研究肯定有助于阐明这种非平凡的涌现现象。
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