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从黑洞内部到通过算子秩的量子复杂度
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摘要

人们猜测黑洞内部的大小捕获了边界演化下的量子门复杂性。在这篇简短的

笔记中，我们的目标是通过将某个穿越内部的二维码表面的面积直接与量子电路

的深度关联起来，提供进一步的微观证据。我们的论证基于在早期使用算子施密

特秩的概念严格建立这种关系，然后通过将体内的表面映射到电路表示中的切割

来将其外推到后期。

1 动机

在量子动力学领域，一个非常有趣的量是电路复杂性：构建给定幺正所需的最

少基本门的数量——我们参考 [1]进行最近的回顾。一段时间前有人提出 [2–5]，黑洞
内部的“大小”等于准备该黑洞状态的电路的复杂性。这里我们在引号中使用了”大
小”，因为对于这个几何量应该是什么有很多不同的提议：体积 [2, 3, 6, 7]、Wheeler–
DeWitt 补丁内的作用量 [4, 5, 8]，更一般的泛函 [9, 10]。这些提议通过了许多有趣的
间接的检查：初始线性增长、回弹效应 [11]甚至在指数晚时间的饱和 [12]。然而，电
路复杂度特别难以计算 a。此外，它取决于基元门的集合，并且可能存在多个局部最

小的电路。在 1+ 1维本体和 Sachdev–Ye–Kitaev (SYK) 模型 [14–17]中，通过直接
映射 [18–20]弦表示 [21, 22]到 Krylov 复杂度 [23–30]可以取得更多进展。因此，不幸
的是，这个提议的大多数已知验证都是间接的。令人着迷的是，为复杂性找到一个代

理，它是可计算的，并且有可能建立一个通用的直接链接，与内部的一些混凝土几何

a我们参考了 [13]在这个方向上的最新进展。
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量相关：

A circuit complexity proxy direct←−→ A concrete geometric quantity.

本简短笔记的目的是展示这种联系。也就是说，我们将从基本原则出发论证通过黑洞

内部的某个极值二维表面的面积，即 Hartman–Maldacena (HM) 表面 [31]，下界于边
界演化算子的电路深度：

AHM

4GN
≤C× (circuit depth) , (1)

其中C = A∂ (logD)r2/4是一个与时间无关的常数：D是局部希尔伯特空间维度，r与

底层量子电路的连通性相关，A∂ 是 HM 表面锚定的区域的边界面积（事实上，在
AHM 中有相同的因子）。对于早期时刻，我们将能够严格建立不等式（1）。对于晚期
时刻，这是一个猜想，我们通过将一个引力计算明确映射到量子电路图来支持它。电

路深度是衡量底层电路复杂程度的指标：需要多少层门才能准备它。因此，它类似于

电路复杂度。在平移不变的情况下，它们成正比：总门数等于深度乘以系统的大小。

重要的是，在公式 (1) 中，电路深度是准备给定幺正的任何电路深度。这种关系
将使我们能够澄清引力计算的结果。我们将论证它确实探测到了全局最小值，并且，

令人惊讶的是，基元门集可以任意选择。

本文的主要观点是将热场双态的两个侧面不视为两个独立系统，而是同一系统

的过去和未来。那么在这种状态下的纠缠熵可以被视为“时间上的纠缠”。我们将通

过引入一个辅助量——算子施密特秩 χ 得到不等式 (1)：

Early times
(rigorous)

:
AHM

4GN
≤ log(χ) and log(χ)≤C× (circuit depth). (2)

算子秩 χ 是给定幺正性的特征，它并不依赖于门集的选择。在长时间（超过总系统大

小）后，log(χ)饱和到一个常数值。然而，HM 表面继续存在并以相同的速度增长。
预计电路深度也是如此。此外，我们将能够直接将体部 Ryu–Takayanagi (RT)[32, 33]
表面翻译成电路表示中的最小切割，在此 HM 表面映射到时间切口探测深度。这就
是为什么我们猜想不等式 (1)。
两个状态和三个量的行为如图 1所示。在无限系统的情况下，晚期时间状态永远

不会实现。为了使算子秩与复杂度之间的联系更强，我们在附录 A中将论证 log χ 满

足复杂度的性质，例如次可加性和回溯效应。

通常获得复杂性的下界（在这个词的广义上）是困难的，这就是为什么不等式

(1) 自身就很有趣。其他关于复杂性下界的途径包括几何方法 [34]和纠缠能力 [35]。
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图 1: 各种量随时间变化的行为草图。我们期望这三个在早期都具有相同的线性斜率，
但我们无法严格证明这一点。

2 推导

给定两个副本（左 L和右R）的系统，我们可以定义时间演化TFD态 |TFD(t)〉为：

|TFD(t)〉= 1√
Z ∑

n
e(−β/2−it)En|n〉L|n〉R, (3)

其中 |n〉是能量本征态，Z = ∑n e−βEn 是配分函数。我们可以使用以下张量图来表示

该状态 - 图 2(a)，其中 U = e−(β/2+it)H。对于全息理论，据推测该状态与反德西特

(AdS)[36]空间中的双侧黑洞几何体对偶 - 图 3(a)。Hartman 和 Maldacena[31]研究
了一个子区域 A = AL∪AR的纠缠熵，该子区域由两个相同的子区域组成：左侧的 AL

和右侧的 AR。为了具体起见，我们将考虑具有周期性边界条件的有限系统，使得该

系统具有平移不变性。子系统 AL/R的大小约为整个系统大小的一半。对于全息理论，

在 GN 的主要阶次中，纠缠熵 SvN(AL∪AR) 等于 [32, 33] 极值曲面的面积 A，该极值

曲面与 AL∪AR同调：

SvN(AL∪AR) =
A

4GN
+O(G0

N). (4)

如果有多个竞争曲面，则需要选择最小的那个。我们将 HM面定义为：

HM表面：极值连接的 b 曲面中同调于 AL∪AR的最小值。

在这个术语中，早期时间（小于系统尺寸的时间）相关的极值曲面是穿过黑洞内部的

HM面 γ-图 3。而在晚期时间（大于系统尺寸的时间），最小的极值曲面是图 3上的不
连通的 γ ′ 。

b在 2+1维的体空间中，穿过黑洞内部的相关体表面由两个部分组成。然后我们可以用“每个部分
连接 AL 到 AR”来替换单词”connected”。

3



图 2: 从 TFD态到算子施密特分解的变换序列。(a) 一个常规的 TFD态。(b) 我们弯
曲电路图的腿，并将左侧 (L)解释为右侧 (R)的过去。(c) 我们对幺正性进行施密特
分解：V A

α 将过去的子系统 (AR)演化到未来的子系统 (AL)。键索引 α 负责 A和其余部

分之间的信息交换。

然而，从几何上讲，HM面继续存在并增长，它只是不再是全局最小值。它的面
积计算什么？为了回答这个问题，我们主要的概念步骤是将 L和 R解释为一个系统

在两个不同时间点的状态，而不是两个独立的系统。从代数上讲，我们将图 2(a)中的
张量图的腿“弯曲”以达到图 2(b)。现在很明显，AL处于 c中 AR的过去。在此解释

中，纠缠熵 A被定义为“时间中的纠缠”，如 [41]所定义的那样，因为它是在一个区
域中进行评估的，该区域由过去部分 AL和未来部分 AR组成。直观上，它对演化算子

（HM面）中的连接时类割敏感，因此它包含了关于电路深度的信息。更具体地说，我
们将引入算子施密特秩的概念。

众所周知，纠缠熵由密度矩阵秩的对数来界定。为了确定秩（或近似秩），我们

需要截断算子U 沿着时间方向 来查看它有多少个非零奇异值 - 图 2(c)。

|TFD(t)〉 ≈
χ

∑
α=1
|V A

α 〉|V A
α 〉AL∪AR. (5)

换句话说，我们执行奇异值分解。数量 χ 被称为算子施密特秩。从这个表示中可以

看出

SvN(AL∪AR)≤ log(χ). (6)

这种关系非常普遍：不等式的两部分都不依赖于门集或系统是否全息。这是一个重要

c在凝聚态物理文献中，SvN(AL ∪AR)被称为算子纠缠 [37–40]。我们将 U 作为演化算子 - 图 2(b)，
但严格来说，U 不是幺正的。在讨论部分，我们讨论了如何轻松解决这个问题。此外，在高温下，它
是近似幺正的。
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图 3: (a) AdS黑洞的彭罗斯图。(b) 在 1+ 2维体空间 t = 0情况下的直接时空示意

图。半圆表示欧几里得状态制备。(c) 带有 r = 2的量子砖砌电路表示形式。注意周期

性边界条件。在所有图形中，γ ′（紫色）是不相连的鞍点。本文的主要猜想是从 (a)和
(b)中的相连 HM面 γ（黄色）转化为 (c)中的类时电路切割。

的观点，我们稍后会再次提及。

它与电路深度有何关系？为了强调局部性质，将算子 U 表示为砖砌电路几何结

构是方便的——图 3(c) —我们可以通过提供通过该电路的任何切割来限定秩，该电
路将 AL∪AR与其他系统分开：

log(χ)≤ logD× (number of cut links), (7)

其中 D是局部希尔伯特空间维数。可以建立全息中的主导表面与电路图中切割面之

间的紧密类比——图 3(c)：

• 连通割集 γ 穿过演化算子是 HM 表面穿过黑洞内部的直接类比。这导致了以下
界限：

log(χ)≤C× (circuit depth), C = A∂ r2 logD/4, (8)

其中 A∂ 是边界 AL的面积，而 r反映了砖石几何结构的连通性：下一层次中有

多少个幺正算符与当前层次中的给定一个相连。对于浅电路而言这个割集占主

导地位。因此我们有
AHM

4GN
=︸︷︷︸

early time

SvN(AL∪AR)≤ log(χ)≤C× (circuit depth). (9)

• 不连通的割集 γ ′。在体中，它对应于 AL 和 AR的极值曲面的并集，远离黑洞内

部，导致：

log χ ≤ 2log(D)|AL|. (10)
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对于深层电路，正是这个割集主导了纠缠熵：

Late times: AHM

4GN
6= SvN(AL∪AR)≤ log(χ)≤ 2logD|AL| ≤C× (circuit depth).

(11)

然而，HM表面/电路切割 γ 继续存在并增长。HM表面的面积随时间线性增长，
并且这种增长在系统尺寸呈指数级长的时间之前不会发生变化。原则上，可能会出现

额外的岛屿鞍点 [42–45]，但它仍然是一个额外的鞍点，即使如此，HM表面仍然存
在。同样地，在呈指数级长的时间之前，电路深度也不期望表现出任何质的变化。这

种预期基于这样一个事实，即对于平移不变系统，电路深度与门的数量（也就是复杂

度）成正比。基于这一点，我们推测不等式 (9)的一部分继续成立，即：
AHM

4GN
≤C× (circuit depth). (12)

3 讨论

这篇简短的笔记致力于演化算子U = e(−it−β/2)H 的复杂性度量。我们论证了对于

全息系统，HM面的面积（以 4GN 为单位）从下方界定了量子电路中的层数 - 公式
(12)。我们的论证基于严格建立以下早期时间的界限：

AHM

4GN
≤ log χ ≤C× (circuit depth), (13)

然后根据最左边的数量（AHM）和最右边的 (circuit depth)以稳定的速度增长的事实，
将这些结果外推到后期时间。与 log χ 不同。本文中的论证可以改进：我们将全息共

形场论视为有限维系统，并且我们只得到了复杂度的一个下界，而不是证明它等同于

某个体内的量等于。我们也默认了平移不变性，否则不清楚如何定义电路深度以及

AHM 取决于子系统的选择：目前我们的公式中确实有 A∂，但它会与 AHM 中的相同

因子方便地抵消掉，因为 HM表面在穿越其体区域时保持边界区域的形状不变 [31]。
然而，我们的论点提供了微观证据，表明黑洞内部大小捕获了量子电路复杂性。让我

们提供一些关于从这种关系中可能得到的教训的结束备注。

从电路深度到复杂度。 与内部极值曲面的面积的关系似乎更倾向于“复杂性=体
积”，而不是“复杂性=作用量”。对于平移不变系统，量子门复杂度等于深度乘以系
统大小。同样地，如果我们对所有二维码表面求和（积分），我们将得到一个体积的

度量（尽管它不一定与传统的体积相吻合），因此我们非常粗略地有：

(volume).C× (gate complexity). (14)
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图 4: Sz.-Nagy 扩张的示例。

门集和最小性。 重要的是要强调，log χ 是 U 的固有属性，它不依赖于门分解。而

log χ 的上限可以从任何电路中获得。因此我们必然得出结论，AHM/4GN 从下方界定

了任何电路的 C× (circuit depth)——我们可以自由选择任意门集、任意连接并全局
搜索最小电路表示。

算子施密特秩的性质。 一般来说，log χ 大于算子纠缠熵 SvN(AL∪AR)。然而，对于

Clifford电路，纠缠谱实际上是平坦的，所以它们相等 d。

电路复杂性度量应满足两个简单属性：次可加性和换向 [11]。在附录 A 中我们
论证了算子秩的对数也满足这些属性：

• 次可加性：
log χ(U1U2)≤ log χ(U1)+ log χ(U2). (15)

• 换向：对于一个局部酉算子W 和一个混编酉算子U，在足够长的时间内，以下

关系成立：

log χ(UWU†)≤ 2log χ(U)−2δ , δ < t∗ (16)

实际的换向效应预测上述关系实际上是等式，但我们将只能证明不等式。

关于非幺正性和紫外截止的评论。 到目前为止，我们只对U = e(−it−β/2)H使用了“算

子”这个词，因为它不是酉的。因此，严格来说，我们不能对 U 使用电路深度这个

词。幸运的是，我们可以将 U 表示为一个真正的酉算子，代价是引入辅助系统并将

其投影到给定的状态上——图 4。这个陈述反映了这样一个数学事实：非酉矩阵可以
d我们感谢 Zixia Wei指出了这一点。
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被嵌入到一个酉矩阵中作为一个块——有时被称为 Sz.-Nagy扩张定理。对于简单的
情况，这种嵌入可以显式地找到 [46]。
该投影的目的在于移除 UV自由度。可以想象在电路中将非幺正部分 e−βH/2 与

幺正部分 e−iHt 分离。前者给电路深度带来一个常数开销，而后者随时间 ∼ t/ε 线性

增长，其中 ε 是 UV截止值。直观地讲，以 AHM/4GN 表示的电路深度界限变得非常

宽松，因为在该区域内，ε 仅作为一个常数移位出现。然而，这个想法是 e−βH/2从系

统中去除了 UV-自由度，因此 e−iHt 仅在低能子空间内作用，有效地将截止值降低到

β。然后面积和深度变得可比较，两者都增长为 t/β。
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A 算子秩的性质

次可加性： 这反映了一个简单的事实，即酉矩阵U1,U2 可能会相互部分抵消。假设

U1和U2的精确算子秩均为 χ1,2（相对于分解为 A和 A），则U1U2的算子秩小于这些

秩的乘积。

在近似设置中，这一陈述不太明显，分析它会很有趣。我们可以定义 χε 为矩阵

Uε 的算子秩，该矩阵以精度 ε 逼近 U：||U −Uε || ≤ ε。然后矩阵 U1,εU2,ε 的秩小于

χ1,ε χ2,ε，但不幸的是它到U1U2的距离仅由 2ε 限制：

||U1,εU2,ε −U1U2||= ||U1,εU2,ε −U1,εU2 +U1,εU2−U1U2|| ≤ ||U1,εU2,ε −U1,εU2||+

+||U1,εU2−U1U2|| ≤ ||U1,ε ||||U2,ε −U2||+ ||U1,ε −U1||||U2|| ≤ 2ε.

(17)

这里 || · ||是任意一个酉不变的算子范数：

||UMV ||= ||M||, for unitary U,V, (18)
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图 5: 开关效果的说明。蓝色表示构成U 和U†的幺正集合。沙漏形状说明了围绕W

的抵消。

并且是次可加的。例如，任意 Schatten p-范数。不幸的是，对于算子纠缠而言，次
可加性（作为给定双分割的幺正函数）并不成立，可以很容易构造出数值反例来反驳

SvN(A|U1U2)≤ SvN(A|U1)+SvN(A|U2)和 |SvN(A|U1)−SvN(A|U2)| ≤ SvN(A|U1U2)。

往返行驶： 这种效应反映了这样一个事实：U 和U† 只在W 附近部分抵消彼此。这

一点通过图 5来说明。到目前为止，我们可以忽略 χ 取决于子系统 A的选择这一事

实，因为我们能够专注于平移不变的情况。对应于回旋效应的幺正变换明显破坏了这

种不变性。例如，对于子系统 A1，我们期望 log χ(UWU†)≈ 2log χ(U)（没有回溯），

而对于 A2，我们可以使用切割 γ2来确定地说 log χ(UWU†)≤ 2log χ(U)−2δ，其中 δ

取决于 A2的确切位置。然而，δ 不能大于 t∗，其中时间 t∗需要用来扰乱操作符W -因
为超过时间 t∗后电路不再有消去。

对于形式为UWU†的幺正算子，其算符纠缠有时被称为局域算符纠缠 [47, 48]。
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