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关于用偏微分方程系统近似空间卷积
的研究

HIROSHI ISHII AND YOSHITARO TANAKA

摘要. 本文考虑使用给定的径向积分核来逼近空间卷积。先前的研究表明，利用偏微分
方程（PDEs）系统近似空间卷积可以消除一维空间中由积分公式引起的分析难题。在本
文中，我们建立了高维空间中的空间卷积的 PDE系统近似。我们推导出一个适当的近似
函数来表示给定的任意径向积分核，该函数是格林函数的线性组合。为了证明此方法的
有效性，我们引入了一个适当的积分变换来展示由格林函数构建的基础的完备性。这一
框架使得使用 PDE 解的线性组合来逼近具有任意径向积分核的非局部卷积型算子成为
可能。最后，我们给出了数值示例以说明所提出方法的有效性。

1. 介绍

本文中，我们讨论了一个空间卷积的近似问题

(K ∗ f)(x) :=
∫
Rn

K(x− y)f(y)dy =

∫
Rn

K(y)f(x− y)dy,

其中积分核K : Rn → R是一个径向函数，输入函数 f : Rn → R是一个可测函数。带有
空间卷积的演化方程已在多个领域出现作为数学模型，如材料科学 [4]、神经科学 [2]、细
胞生物学 [7, 11, 16, 20]和生态学 [14, 19]。已经提出了许多分析处理方法来阐明具有空
间卷积的演化方程解的数学结构（例如，[3, 5, 6, 8, 9, 10]）。数学分析面临的挑战在于，
空间卷积对解的局部性质的理解有限，并且在数值模拟中计算成本高昂。为了克服这些
困难，已经提出了一种方法，用于将空间卷积与偏微分方程 [1, 12, 13, 17, 18, 21, 22]重
写。特别是，通常使用由

d∆k(x)− k(x) + δ(x) = 0 (x ∈ Rn)
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的解给出的常数 d > 0的格林函数 k(x; d)，其中∆是拉普拉斯算子，δ(x)是狄拉克 δ函
数。k(x; d)的显式形式在第 3节中给出。作为特殊情况，当我们将积分核设为

KN(x) :=
N∑
j=1

αjkj(x), kj(x) := k(x; dj)

带有 N ∈ N，常数 {αj}1≤j≤N，以及正常数 {dj}1≤j≤N，空间卷积表示为

(KN ∗ f)(x) =
N∑
j=1

αjwj(x),

dj∆wj(x)− wj(x) + f(x) = 0 (j = 1, 2, . . . , N)

通过设置 wj(x) := (kj ∗ f)(x) (j = 1, . . . , N)。也就是说，空间卷积表示为 PDE系统
解的线性和。我们使用 PDE系统近似空间卷积的目标是通过适当选择径向积分核K 的
(N, {αj}1≤j≤N , {dj}1≤j≤N)，用 KN ∗ f 来近似给定输入函数 f 的 K ∗ f。这个问题已经
成为使用 PDE系统近似涉及一般径向积分核的空间卷积的数学模型的基本问题，例如
一维空间中的反应扩散模型 [21, 22]和趋化性模型 [18]。作为误差估计，Young 不等式
给出了

‖K ∗ f −KN ∗ f‖Lt(Rn) ≤ ‖K −KN‖Lp(Rn)‖f‖Lq(Rn),

对于 p, q, t ∈ [1,+∞]在 1/p+ 1/q = 1/t+ 1的情况下。因此，我们能够通过识别使用适
当范数下的 Green 函数的线性和来近似径向积分核的方式获得空间卷积的逼近。在具
有周期边界条件的一维有界域 [21, 18]下，L∞范数下径向积分核的逼近已经有过报道。
此外，在一维整个空间 [22]下，建立了 L2范数下的径向积分核的逼近。为了将 PDE 逼
近方法扩展到具有空间卷积的数学模型的更一般设置，适应更高维度的空间近似是非常
重要的。此外，扩展该方法以处理导数是有益的。本文提出了一种用于高维情况下空间
卷积的基于 PDE 的逼近方法。论文其余部分组织如下。在第 2 节中，我们介绍了关于
径向积分核和空间卷积逼近的主要结果。主要结果的证明在第 3节给出。我们在第 4节
展示了一个数值示例，并在第 5 节给出了总结。

2. 逼近定理

我们首先陈述关于积分核逼近的主要结果。

定理 2.1. 令 m 为一个非负整数，{dj}j∈N 为一个具有正聚点的不同正常数组成的序
列。假设 K ∈ Hm(Rn)是一个径向函数。然后，对于任意的 ε > 0，存在 N ∈ N大于
(2m+ n− 1)/4以及常数 {αj}1≤j≤N 使得

KN ∈ Hm(Rn)
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和

‖K −KN‖Hm(Rn) < ε

成立。

该定理表明任何属于 Hm(Rn)的径向积分核都可以用格林函数的线性和在 Hm(Rn)

内进行逼近。根据格林函数的定义，只有当 n ≤ 3成立时，k(·; d) ∈ L2(Rn)才成立。这
一性质源自格林函数原点处的奇异性。然而，通过考虑格林函数的线性和，我们可以解
决这个奇异性，这使得我们能够对属于 Hm(Rn)的函数进行逼近。定理的声明指出，对
于任意的 ε > 0，存在N ∈ N和 {αj}1≤j≤N 来保证所需的近似精度。我们注意到 αj 不仅
依赖于K，还依赖于 N 对于任意的 j = 1, 2, . . . , N。从潜在应用的角度来看，评估近似
精度如何随着N 的增加而提高是有趣的。然而，ε与N 之间的关系尚不清楚，这仍然是
一个开放问题。证明的方法是基于正交基理论展示格林函数线性张量的完备性。在考虑
完备性时，我们使用了解析函数的身份定理，因此包括了关于 {dj}j∈N 聚集点的一个假
设。证明给出在子章节 3.4中。除了主结果中使用的范数外，我们还讨论了其他范数下
的逼近。对于非负整数 l满足m > n/2 + l，已知

Hm(Rn) ⊂ C l(Rn)

来自 Morrey 不等式。因此，当 m > n/2 + l 和 K ∈ Hm(Rn)时，我们找到了一个 C l

近似。此外，对于任意的 s ∈ R，我们得到属于 Hm(Rn)的核的一个 Hs 近似值，带有
m > s。特别地，对于 p > 2，我们通过 Sobolev嵌入理论获得一个 Lp 近似值。情况
p ∈ [1, 2)尚未由这一结果解决，其中一部分仍然是开放问题。对于使用 PDE系统来逼
近空间卷积，我们有以下推论。

推论 2.2. 令 {dj}j∈N是一个具有正聚点的不同正常数序列。令 s ∈ [0, n/2)和m ∈ N∪{0}
满足m ≥ s。当 K ∈ Hm(Rn)是径向积分核时，对于任意的 ε > 0，存在 N ∈ N和常数
{αj}1≤j≤N，使得

KN ∗ f ∈ Lt(Rn)

和

‖K ∗ f −KN ∗ f‖Lt(Rn) ≤ ε‖f‖Lq(Rn)

对于 q, t ∈ [1,+∞]成立，其中 1/q = 1/t+ 1/2 + s/n和 f ∈ Lq(Rn)。

此结果使我们能够获得使用 PDE系统在 Lt-范数意义上的空间卷积的逼近可能性。
在此结果中，总是要求 q < t，这意味着输入函数类必须在一个不同于用于逼近空间卷
积的范数下考虑。证明依赖于 Young不等式，该不等式在子章节 3.5中给出。
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3. 格林函数线性张量的完备性

在本节中，我们给出主要结果的证明。通过本节，我们将 {dj}j∈N设为不同的正常数。

3.1. 格林函数的性质. 我们介绍格林函数的一些性质。已知 k(x; d)表示为

k(x; d) :=

(
1

d

)n/2

G

(
|x|√
d

)
,

G(|x|) :=
1

(2π)n/2

(
1

|x|

)n/2−1

Mn/2−1 (|x|) ,(3.1)

其中Mν(r)是阶数为 ν 的第二类修正贝塞尔函数，定义为

Mν(r) :=

∫ +∞

0

e−r cosh s cosh(νs)ds.

G(|x|)的傅里叶变换由 (3.1)定义，计算如下：

Ĝ(ξ) = Fn[G](ξ) :=

∫
Rn

e−ix·ξG(|x|)dx

= (2π)n/2
(

1

|ξ|

)n/2−1 ∫ +∞

0

Jn/2−1(|ξ|r)G(r)rn/2dr

=

(
1

|ξ|

)n/2−1 ∫ +∞

0

rJn/2−1(|ξ|r)Mn/2−1 (r) dr

对于 |ξ| > 0，其中 Jn/2−1(r)是阶数为 n/2− 1的贝塞尔函数。如从 [24, §13.45]所示，∫ +∞

0

rJn/2−1(|ξ|r)Mn/2−1 (r) dr = |ξ|n/2−1
2F1

(n
2
, 1;

n

2
;−|ξ|2

)
=

|ξ|n/2−1

1 + |ξ|2
,

我们有 Ĝ(ξ) = 1/(1 + |ξ|2)。这里，2F1(a, b; c; z)是超几何函数。很容易看出 G(|x|)对于
|x| > 0是正的。使用积分公式∫ +∞

0

rµ−1Mν(r)dr = 2µ−2Γ

(
µ− ν

2

)
Γ

(
µ+ ν

2

)
与 |Re(ν)| < Re(µ)从 [24, §13.21]，我们得到∫

Rn

G(|x|)dx =
2πn/2

Γ(n/2)

∫ +∞

0

rn−1G(r)dr

=
1

2n/2−1Γ(n/2)

∫ +∞

0

rn/2Mn/2−1(r)dr = 1.
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此外，从 [23, §7.10]和 Legendre 复制公式，当 n ≤ 3时，我们有∫
Rn

G(|x|)2dx =
2πn/2

Γ(n/2)

∫ +∞

0

rn−1G(r)2dr

=
1

2n−1πn/2Γ(n/2)

∫ +∞

0

rMn/2−1(r)
2dr

=
1

2n+1π(n−1)/2Γ(3/2)
Γ
(
2− n

2

)
从这些 G(|x|)的性质中，我们得到以下 kj 的性质。

引理 3.1. 对于 j ∈ N，我们有

(i) kj ∈ C(Rn\{0}) ∩ L1(Rn)和

Fn[kj](s) =
1

1 + dj|ξ|2
;

(ii) kj(x) > 0 (x 6= 0)和 ‖kj‖L1(Rn) = 1;
(iii) kj ∈ L2(Rn)和

‖kj‖2L2(Rn) = d
−n/2
j ‖G‖2L2(Rn)

当 n ≤ 3。

3.2. 格林函数的线性张量. 为了仅考虑径向函数，我们将 K(x)识别为 K(|x|)。我们用
Hm

r (Rn)表示 Hm(Rn)中所有径向函数的集合。这里，我们将范数设定为

‖K‖2Hm
r (Rn) :=

∫ +∞

0

sn−1(1 + s2)m|K̂(s)|2ds,

其中 K̂(s)是 K(|x|)的傅里叶变换。在 L2(Rn)中的径向函数空间由 L2
r(Rn) := H0

r (Rn)

定义。内积由 Hm
r (Rn)定义为

〈 K1, K2 〉Hm
r (Rn) :=

∫ +∞

0

sn−1(1 + s2)mK̂1(s)K̂2(s)ds (K1, K2 ∈ Hm
r (Rn)).

在本节中，我们采用符号 r = |x|和 s = |ξ|，而 ·̂表示傅里叶变换。本小节构造由集合
{kj}j∈R生成的 Hm

r (Rn)的标准正交基。

引理 3.2. {kj}j∈N 是线性无关的。

证明. 对于 J ∈ N和 {γj}1≤j≤J ⊂ R，我们假设
J∑

j=1

γjkj(r) = 0
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对所有 r > 0成立。通过取傅里叶变换并使用引理 3.1(i)，我们得到
J∑

j=1

γj
1 + djs2

= 0

对于所有 s ≥ 0。乘以
1

1 + dls2
(1 ≤ l ≤ J)并在 [0,+∞)上积分导致了联立方程

J∑
j=1

γj√
dj +

√
dl

= 0 (1 ≤ l ≤ J),

因为有 ∫ +∞

0

ds

(1 + djs2)(1 + dls2)
=

π

2(
√
dj +

√
dl)

(1 ≤ j, l ≤ J).

这里，矩阵 {1/(
√
dj +

√
dl)}1≤j,l≤J 是一个柯西矩阵，因此行列式可以根据

det

{ 1√
dj +

√
dl

}
1≤j,l≤J

 =

(
J∏

j,l=1

(
√
dj +

√
dl)

)−1( ∏
1≤j<l≤J

(
√
dl −

√
dj)

2

)
6= 0.

来计算。也就是说，该矩阵是可逆的。因此，γj = 0对所有 j = 1, . . . , J 成立。 �

这使我们能够构造一个其基为 {kj}j∈N的空间。然而，kj 并不总是属于Hm
r (Rn)。因

此，我们固定一个非负整数 J 满足

(3.2) 4J > 2m+ n− 1

并定义两个函数为

ŵ(s) :=
J∏

l=1

1

1 + dls2
, φ̂j(s) := ŵ(s)

1

1 + dj+Js2
.

容易看出 φj 表示为

(3.3) φj(r) = γ0kj+J(r) +
J∑

l=1

γlkl(r),

其中 γl (0 ≤ l ≤ J)是由

γ0 =
J∏

l=1

(
1− dl

dj+J

)−1

, γl =

(
1− dj+J

dl

)−1 J∏
1≤l∗≤J, l∗ 6=l

(
1− dl∗

dl

)−1

.

给定的非零常数。然后我们看到 φj 比 kj 具有更好的正则性，并作为以下引理中建立的
基础。
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引理 3.3. {φj}j∈N 是线性无关的。此外，{φj}j∈N ⊂ Hm
r (Rn)成立。

证明. {φj}j∈N的线性独立性来自于 {kj}j∈N的线性独立性。固定 j ∈ R。令 d∗j := min{d1, . . . , dJ , dj+J}。
由于我们有

0 ≤ φ̂j(s) ≤
(

1

1 + d∗js
2

)J+1

对于任意的 s ≥ 0，我们得到

‖φj‖2Hm
r (Rn) ≤

∫ +∞

0

sn−1(1 + s2)m(1 + d∗js
2)−2(J+1)ds < +∞

来自 (3.2)。 �

由于 {φj}j∈N ⊂ Hm
r (Rn) 是线性无关的，我们可以构造一个正交基底 {ψj}j∈N 在

Hm
r (Rn)上以满足

(3.4) span{φ1, . . . , φj} = span{ψ1, . . . , ψj}

对于任意的 j ∈ N 采用格拉姆-施密特正交化方法。对于任意的 j∗ ∈ N，ψj∗ 可以写
成 {φj}1≤j≤j∗ 的线性组合。此外，φj 写成 {kj}j∈N的线性组合形式为 (3.3)。因此，建立
{ψj}j∈N的完备性确保了由 {kj}j∈N进行的近似。我们使用以下特征来证明完备性。

引理 3.4. 假设 K = 0成立，如果 K ∈ Hm
r (Rn)满足所有 j ∈ N的 〈 K,ψj 〉Hm

r (Rn) = 0。
然后正交基底 {ψj}j∈N ⊂ Hm

r (Rn)在 Hm
r (Rn)中是完备的。

3.3. 正交基的完备性. 令 m为一个非负整数，{dj}j∈N 为一个具有正聚点的不同正常数
组成的序列。假设K ∈ Hm

r (Rn)满足对于所有 j ∈ N都有 〈 K,ψj 〉Hm
r (Rn) = 0。从 (3.4)，

可得出 〈 K,φj 〉Hm
r (Rn) = 0对所有 j ∈ N成立。定义两个函数为

K̂w(s) := sn−1(1 + s2)mŵ(s)K̂(s), K(z) :=

∫ +∞

0

1

1 + zs2
K̂w(s)ds (z ∈ C).

然后，尽管 Kw 也依赖于m和 n，我们有∫ +∞

0

|K̂w(s)|2ds ≤
(

sup
s≥0

sn−1(1 + s2)m|ŵ(s)|2
)
‖K‖2Hm

r (Rn) < +∞

来自 (3.2)。我们看到

0 = 〈 K,φj 〉Hm
r (Rn) =

∫ +∞

0

1

1 + dj+Js2
K̂w(s)ds = K(dj+J).
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此外，K在 {z ∈ C | Re(z) > 0}上是良好定义的，因为我们发现

|K(z)| ≤
∫ +∞

0

1

|1 + zs2|
|K̂w(s)|ds

≤
∫ +∞

0

1

1 + Re(z)s2
|K̂w(s)|ds ≤

π

4
√

Re(z)

(∫ +∞

0

|K̂w(s)|2ds
)1/2

.

根据恒等定理，我们得到以下等式。

引理 3.5. 假设 〈 K,φj 〉Hm
r (Rn) = 0 对所有 j ∈ N 都成立。我们然后有 K(z) ≡ 0 在

{z ∈ C | Re(z) > 0}上。

证明. 对于 z1, z2 ∈ {z ∈ C | Re(z) > 0}与 z1 6= z2，我们推导出

K(z1)−K(z2)

z1 − z2
=

1

z1 − z2

∫ +∞

0

K̂w(s)

[
1

1 + z1s2
− 1

1 + z2s2

]
ds

= −
∫ +∞

0

s2K̂w(s)

(1 + z1s2)(1 + z2s2)
ds.

因此，对于任意的 Re(z) > 0，我们得到

dK
dz

(z) = −
∫ +∞

0

s2K̂w(s)

(1 + zs2)2
ds.

因此，K在 {z ∈ C | Re(z) > 0}上是解析的。由于 {dj}j∈N具有正的聚点，K(z) ≡ 0可
以从恒等定理得出。 �

K 可以表示为适当的变量变换后的 Mellin卷积。因此我们应用 Mellin变换意义下
的卷积定理，并得到以下结果。

引理 3.6. 如果在 {z ∈ C | Re(z) > 0}上 K(z) ≡ 0成立，则 K = 0成立。

证明. 为了简单起见，证明基于傅里叶变换。令 K̃(q) := e−q/2K̂w(e
−q)。然后我们推导出

(3.5) ‖K̃‖2L2(R) =

∫
R
|K̃(q)|2dq =

∫ +∞

0

|K̂w(s)|2ds < +∞.

因此，K̃ ∈ L2(R)成立。设

h(λ) := eλ/(1 + e2λ).

对于 λ ∈ R，我们有

0 = K(e2λ)eλ/2 =

∫ +∞

0

K̂w(s)e
λ/2

1 + e2λs2
ds =

∫ +∞

−∞

e(λ−q)/2K̃(q)

1 + e2(λ−q)
dq = (h ∗ K̃)(λ).
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由 h ∈ L1(R)可得

0 =

∫
R
(h ∗ K̃)(λ)e−iηλdλ =

(∫
R
h(λ)e−iηλdλ

)(∫
R
K̃(λ)e−iηλdλ

)
对于几乎所有 η ∈ R。此外，我们有∫

R
K̃(λ)e−iηλdλ = 0

对于几乎所有。η ∈ R因为我们知道∫
R
h(λ)e−iηqdλ =

∫ +∞

0

s−1/2−iη

1 + s2
ds =

π

2 sin
(π
4
(1− 2iη)

) 6= 0.

从帕塞瓦尔恒等式，我们有 ‖K̃‖L2(R) = 0，因此对于几乎所有 s ≥ 0都有 K̂(s) = 0来自
(3.5)。因此，我们得出结论 K = 0。 �

3.4. 径向积分核的近似. 从上述准备，我们给出定理 2.1的证明。

定理的证明 2.1. 令m为非负整数，{dj}j∈N为具有正聚点的不同正常数序列。由于从引
理 3.4，3.5和 3.6中可知 {ψj}是 Hm

r (Rn)的一个完备正交基，对于任意的 K ∈ Hm
r (Rn)

和 ε > 0，存在 N0 ∈ N使得 ∥∥∥∥∥K −
N0∑
j=1

θjψj

∥∥∥∥∥
Hm(Rn)

< ε,

其中 θj := 〈 K,ψj 〉Hm
r (Rn)。从 (3.4)，我们找到满足

N0∑
j=1

θjψj(r) =

N0∑
j=1

ζjφj(r)

对于所有 r > 0的常数 {ζj}1≤j≤N0。此外，使用 (3.3)，我们构造了满足
N0∑
j=1

ζjφj =

J+N0∑
j=1

αjkj = KJ+N0 .

的 {αj}1≤j≤J+N0 因此，我们得到了 KJ+N0 ∈ Hm
r (Rn)和

‖K −KJ+N0‖Hm(Rn) < ε.

从而证明完成。 �
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3.5. 空间卷积的近似. 最后，我们给出推论 2.2的证明。

推论的证明 2.2. 令 s ∈ [0, n/2)和m ∈ N∪ {0}满足m ≥ s。此外，设 {dj}j∈N是一个具
有正聚集点的不同正常数组成的序列。固定 K ∈ Hm(Rn)。那么存在 C = C(s, n) > 0，
使得

‖K‖L2n/(n−2s)(Rn) ≤ C‖K‖Hs(Rn) ≤ C‖K‖Hm(Rn)

成立，这是由 Sobolev 嵌入理论得出的。根据定理 2.1，存在 N ∈ N和常数 {αj}1≤j≤N

使得

KN ∈ Hm(Rn)

和

‖K −KN‖Hm(Rn) ≤
ε

C

成立。我们给出 q, t ∈ [1,+∞]，其中包含 1/q = 1/t+ 1/2 + s/n和 f ∈ Lq(Rn)，是任意
的。然后我们得到

‖KN ∗ f‖Lt(Rn) ≤ ‖KN‖L2n/(n−2s)(Rn) ‖f‖Lq(Rn) < +∞.

因此我们有 KN ∗ f ∈ Lt(Rn)。类似地，我们有

‖K ∗ f −KN ∗ f‖Lt(Rn) ≤ ‖K −KN‖L2n/(n−2s) ‖f‖Lq(Rn) ≤ ε‖f‖Lq(Rn).

因此，证明完成。 �

4. 积分核近似的数值示例

在本节中，我们介绍一个近似的数值示例。ε和 N 之间的关系尚不清楚，因此我们
将在这里展示如何找到使给定径向积分核的误差最小化的格林函数的线性组合。一般
情况下的讨论基本上相同，因此这里呈现了对于 n = 1, 2, 3的 L2(Rn)情况的结果。设
K ∈ L2

r(Rn)，N ∈ N和 {dj}j∈N是不同的正常数。我们定义

E(β1, . . . , βN) :=

∥∥∥∥∥K −
N∑
j=1

βjkj

∥∥∥∥∥
2

L2
r(Rn)

对于 (β1, . . . , βN) ∈ RN。如我们发现

∂f

∂βl
(β1, . . . , βN) = −2

(
〈 K, kl 〉L2

r(Rn) −
N∑
j=1

βj 〈 kj, kl 〉L2
r(Rn)

)
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对于 l = 1, 2, . . . , N，关键点是 E 的解是一个联立方程组

(4.1)
N∑
j=1

βj 〈 kj, kl 〉L2
r(Rn) = 〈 K, kl 〉L2

r(Rn) (1 ≤ l ≤ N).

为了分析该联立方程，我们将矩阵 A = {aj,l}1≤j,l≤N 定义为

aj,l := 〈 kj, kl 〉L2
r(Rn)

对于 j, l ∈ N。

引理 4.1. 对称矩阵 A是正定的。

证明. 对于 (c1, . . . , cN) ∈ RN，我们有

N∑
j=1

N∑
l=1

cjclaj,l =
N∑
j=1

N∑
l=1

〈 cjkj, clkl 〉L2
r(Rn) =

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

cjkj

∥∥∥∥∥
2

L2
r(Rn)

≥ 0.

此外，当且仅当所有 j = 1, . . . , N 满足 cj = 0时，它等于 0，根据引理 3.2。因此，A是
正定的。 �

因此，E 具有唯一的临界点 {αj}j=1,...,N。此外，它满足

E(α1, . . . , αj) = min
(β1,...,βN )∈RN

E(β1, . . . , βN),

因为 E 的黑塞矩阵等于 2A对于任何 (β1, . . . , βN) ∈ Rn。为了求解 (4.1)，我们具体计算
A。

引理 4.2. 对于 j, l ∈ N，其成立如下：

(i) 当 n = 1时，我们得到

aj,l =
π

2(
√
dj +

√
dl)

;

(ii) 当 n = 2时，我们得到

aj,l =


1

2dj
j = l,

1

2(dj − dl)
log dj

dl
j 6= l;

(iii) 当 n = 3时，我们得到

aj,l =
π

2
√
djdl(

√
dj +

√
dl)
.
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图 1. K(x)和 KN (x)的图形与 N = 10（顶部面板）以及 {αj}1≤j≤N+1 的分布
（底部面板）。K(x)和KN (x)的图表分别由红色曲线和蓝色虚线表示。数值示例
分别展示为 n = 1（左）、n = 2（中）和 n = 3（右）。

为了展示数值示例，我们使用

K(r) = e−r2/4, K̂(s) = (
√
4π)ne−s2

和

dj = 1.0 + sin(j − 1) (j = 1, 2, . . . , 10).

图 1显示了 K(x)和 KN(x)的图形。所有情况下图形大多相似，除了在情况 n = 3中
x = 0的邻近区域。这是因为格林函数在其原点处有一个奇点。至于系数，max1≤j≤N |αj|
在所有情况下都很大，数量级为 105 或更高。即使在简单的例子中，系数也可能很大。
此外，请注意在这种情况下，系数不一定为正，尽管我们使用的是一个正值且是正定函
数的高斯函数。对于系数 {αj}1≤j≤N 具有恒定符号的 K(x)类别尚不清楚并且这是一个
开放性问题。

备注 4.3. 其他情况下的 {αj}1≤j≤N 确定过程类似。值得注意的是，格林函数既不属于
n ≥ 4情况下的 L2(Rn)，也不属于m ≥ 2和 n ≥ 1时的 Hm(Rn)。因此，通过用线性和
{φj}j∈N替换 {kj}j∈N，可以通过关系式 (3.3)确定系数。

5. 结论与展望

本文开发了一种使用 PDE系统近似空间卷积的方法，将其转化为适用于高维空间
的形式。我们的结果的一个应用是用时间演化 PDE系统来逼近具有空间卷积的演化方
程的解，如在 [18, 21, 22]中所提出的那样。一维情况下具有空间卷积的对流扩散方程的
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近似方法主要是在 [18]通过积分核导数的近似建立起来的。我们的结果有望将以前的一
维发现扩展到更高维度的空间。最近，在 L1(Rn)中获得了对于 n = 1, 2, 3的径向积分核
的构造性逼近，如在 [15]所述。这一结果通过格林函数的性质提供了特定系数和逼近精
度，取决于维度 n。在一般情况下，尚不清楚是否可能实现 L1(Rn)中这样的近似。如果
我们遵循本文提出的方法，一个潜在的方向是检查加权希尔伯特空间中格林函数的完备
性，该空间可以嵌入到 L1(Rn)中。然而，这种方法是否成功仍然是一个开放问题。
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