
中
译
本

ar
xi

v:
25

01
.0

19
00

v2

超多重态的几何结构 1
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摘要

这是一篇关于超多重态与超引力耦合的几何及其在弦理论中出现情况的简短评
述。众所周知，超多重态 σ模型的目标空间是一个负标量曲率的四元凯勒（QK）流
形。我们回顾了一些超多重态模空间的方面，同时也研究了与沼泽地相关的 QK几何
的一些方面，包括一些具体的沼泽地 QK流形的例子。
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1 介绍和我个人的一些历史

我的博士学位导师是比利时鲁汶大学的 Antoine Van Proeyen，后来我在石溪大
学与Martin Roček和 Peter van Nieuwenhuizen一起做博士后。离开石溪大学后，我
被乌得勒支大学的 Bernard de Wit聘为初级教员。有点想说我是被超引力环境培养
和教育出来的。虽然部分正确，但我最初是在第一次在斯旺西做博士后的期间，在刚
性超对称的背景下开始研究双曲多重几何的。紧接 1994年著名的 Seiberg-Witten论
文讨论了四维N = 2超对称规范理论中的库仑分支后，Seiberg和Witten研究了将其
圆周化到三维 [1]的情况。在三维中，矢量多重态可以被对偶化为双曲多重态，其标
量（对于刚性超对称，在 D = 4中的 N = 2或在 D = 3中的 N = 4）参数化一个双
全纯流形。我研究了超凯勒空间的几何结构，并与一些在超对称场论中的瞬子计算方
面有专长的专家（Nick Dorey、Valentin Khoze 和 Michael Mattis）以及当时年轻且
才华横溢的博士生 David Tong 一起，我们计算了一些确认 [2]Seiberg 和 Witten 预测
的瞬子修正，即对于规范群 SU(2)，模空间应该是由 Atiyah和 Hitchin构造的超凯勒
空间 [3]。差不多同时，我与 Bernard de Wit 等人一起研究了更一般的特殊几何——
在 N = 2, D = 4中矢量多重态的几何结构是如何继承到三维紧化时的超凯勒几何中
[4, 5]的一种更为普遍的构造称为刚性 c 映射，参见 [6]的附录。
从我的超引力导师那里，我很快就学会了四维超引力和其物质耦合的基础知识，

带有八个超荷。正如在 [7, 8]中所发现的那样，向量多重态 [9]的特殊几何性质，在
弦理论中可以通过卡比埃-丘流形的模空间得到更几何化的描述和实现。然后可以使
用周期积分来确定控制 N = 2, D = 4向量多重态几何结构的全纯预势量子修正，这
是本书其他章节所讨论的内容。由于卡比埃-丘紧化还产生了超多重态，并受到早期
论文 [10, 11]的激励，我被触发并设定自己确定超多重态模空间量子修正的目标。那
些量子修正受标量子控制，确定它们将变得相当具有挑战性，事实证明确实如此。在
2000年至 2010年间，在与一组人的富有成效且愉快的合作中，我们取得了很大进展，
最值得一提的是谢尔盖·亚历山德罗夫、莉莉娅·安格洛娃、伯纳德·德维特、鲍里
斯·皮奥利内、马丁·罗切克、弗兰克·佐埃雷西格以及当时的其他博士生和博士后。
参见例如 [12–22]获取部分参考文献。
超多重态几何的故事实际上始于 1983年，Bagger和Witten发表的论文 [23]。他

们研究了目标空间中超多重态 sigma模型中的 N = 2, D = 4局部超对称性所施加的
约束，并发现超多重态中的标量必须参数化四元数-凯勒（QK）流形。这与刚性超对称
的情况形成对比，在刚性超对称情况下，超多重态参数化的是超凯勒流形。QK几何
将在本章中扮演重要角色，因此我们将在下一节中回顾它们。Bagger和Witten并不
是第一个研究超多重态耦合到超引力的人。Zachos[24]和 Breitenlohner及 Sohnius[25]
的两篇较早论文考虑了使用非定域方法的一些超多重态耦合到超引力的特殊情况。对
于矢量多重态和超多重态物质耦合，[9]发展了一种超共形张量演算。关于超引力中
物质耦合的历史更多内容，请参阅 Van Proeyen对本书的贡献。
本章旨在概述超多重态的几何结构，更多地关注理念和背景，而不是技术和细
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节。我试图在历史和原始参考文献方面保持一定的准确性，但参考文献列表远非完
整。还有其他综述文章包含更多详细信息，供有兴趣的读者查阅。例如，我没有回顾
瞬子对模空间修正的故事，因为这一内容已在 2011年的 [26]以及 2015年的 [27]中进
行了论述。还有关于 N = 2物质-超引力耦合及其规范化的优秀综述，在本书的其他
部分或参考文献 [28–30]中可以找到。

2 超多重态和四元凯勒几何

如引言中所述，Bagger和Witten发现超多重态中的标量场 φi耦合到四维超引力
时参数化了一个拟凯勒（QK）流形 [23]。遵循他们的约定，拉格朗日中的相关项为

L = − 1

2κ2
eR− gij(φ)∂µφ

i∂µφj , (2.1)

其中 R是时空曲率，κ2 = 8πGN 与牛顿常数有关，g 是 QK流形上的度量。我们省
略了拉格朗日中费米子以及超对称变换规则的书写，从中可以得出目标流形上受到的
QK限制。读者可以在 [23]找到详细内容。
据我所知，这是量子几何首次进入理论物理学的领域。在数学中，量子柯西流形

有着更悠久的历史。它们通常通过全纯群来定义。根据定义，量子柯西流形的（简
化）全纯群包含于 Sp(n) · Sp(1) = Sp(n) × Sp(1)/Z2 ⊂ SO(4n)群中，其中 Z2 因子
由 (−I,−1)生成。至于超凯勒流形（其全纯群位于 Sp(n)中），量子柯西流形的实维
度是四的倍数，设为 4n。由于每个超多重态包含四个实标量，需要 n超多重态来描
述一个维度为 4n的量子柯西空间。对于 n = 1，由于 Sp(1) · Sp(1) ∝ SO(4)，QK 流
形的定义必须进行调整，通过要求流形具有（反）自对偶 Weyl 曲率的 Einstein 来定
义它。或者，可以通过存在 Sp(1) 三重态几乎复结构来定义 QK 的。有关 QK 几何的
一些数学回顾，请参见例如 [31]。尽管它们的名字叫 QK 空间，但这些空间通常不是
Kähler 的，因为它们没有可积的复结构。四元数结构的概念在超引力中有用，因为这
三个几乎复结构与恒等变换一起生成超对称变换。
作为其全纯性的结果，QK 流形是爱因斯坦流形，因此它们具有常数量曲率，参

见例如。[32]。如果数量曲率为零，则 QK 流形变为超凯勒流形。因此可以预期在超
引力理论中，数量曲率与牛顿常数成正比。一个令人惊讶的事实是只有负的数量曲率
的 QK 流形才能耦合到超引力。事实上，Bagger 和 Witten 计算出其值为

R(g) = −8κ2(n2 + 2n) . (2.2)

。请注意，R/κ2 是无量纲的，并且以其四元数维 n的形式进行量化。特别是这意味
着数量曲率不能依赖于几何中的任何其他参数。
对称的 QK空间G/H 具有正曲率，被Wolf和 Alekseevskii[33, 34]分类。如后者

参考文献所示，所有紧致齐次 QK 空间必须是对称的，并且当标量曲率为正时，它们
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由三个无限系列

HP(n) = Sp(n+ 1)

Sp(n)× Sp(1)
, X(n) =

SU(n+ 2)

S(U(n)× U(2))
,

Y (n) =
SO(n+ 4)

SO(n)× SO(4)
, (2.3)

给出，其维度为 4n，以及五个例外情况

G2

SO(4)
,

F4

Sp(3)× Sp(1)
,

E6

SU(6)× Sp(1)
,

E7

Spin(12)× Sp(1)
,

E8

E7 × Sp(1)
, (2.4)

分别为 8、28、40、64和 112维。对于低维数，这些空间之间存在关系：Y (1) ∼= HP(1)
和 Y (2) ∼= X(2)。这些是唯一两个具有正标量曲率的四维 QK空间，分别对应于四球
面和 CP2：

S4 =
SO(5)

SO(4)
, CP2 =

SU(3)

S(U(2)× U(1))
. (2.5)

巧合的是，CP2也是一个 Kähler流形，但这是一种例外。
如前所述，具有正曲率的 QK空间不能耦合到超引力中，因此在具有八个超荷的

弦理论紧化低能极限中不会出现。此外，具有正曲率的 QK空间非常刚性，并且没有
已知的非对称 QK流形具有正标量曲率的例子。进一步表明，在每个维度上只有有
限数量的空间，并且猜想所有具有正曲率的完整 QK空间都是对称空间 [35]，即Wolf
空间。
存在非紧致的Wolf空间，其标量曲率为负，因此对超引力应用而言是相关的。例

如，系列

H̃P(n) = Sp(n, 1)

Sp(n)× Sp(1)
, X̃(n) =

SU(n, 2)

S(U(n)× U(2))
,

Ỹ (n) =
SO(n, 4)

SO(n)× SO(4)
. (2.6)

类似地，基于例外群的 QK空间也有非紧致版本，如 G2(+2)/SU(2)× SU(2)。对于与
超引力相关的具有负标量曲率的 QK空间分类并不存在。它们不是刚性的，并且可以
相对容易地进行保持 QK属性的变形 [36]。在弦理论中，这将通过我们稍后讨论的微
扰和非微扰量子修正来实现。对于早期关于具有负曲率的均匀的 QK空间分类的研
究，请参阅 [37]，[38]和 [39, 40]。由于 Sp(1)-曲率不消失，因为非平凡的 Sp(1)完全
区系因子，QK 空间相当难以处理。这使得从超弦紧致化的低能有效作用中研究超多
重态与超引力的耦合变得复杂。
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超多重态与 D = 4, 5, 6中八个超荷的超引力耦合总是导致相同的约束，即目标
空间是一个负曲率的 QK。Bagger-Witten 分析可以很容易地适应五维和六维的情况。
关于 D = 6情况的一些早期参考文献，请参阅 [41, 42]。从 D = 6 → 5 → 4进行维度
约化后，超多重态模空间上的超对称约束保持不变。请参见例如 [30]关于具有八个超
荷的 D = 4, 5, 6超引力的一些综述。
在三维时空维度中，情况不同，因为超重力对超多重态的约束要求目标空间为两

个四元凯勒流形 [43]的乘积（两个QK的乘积通常不是一个QK）。正如我们将要看到
的那样，这与将一个 D = 4理论中带有向量多重态和超多重态的空间圆周紧致化一
致：从超多重态中得出的标量场几何在三维空间中简化为相同的 QK，但向量多重态
在将矢量对偶成标量后产生第二个 QK流形。有趣的是，并且与此形成对比，在带有
六个超荷（记作 N = 3）的 D = 3超重力中，标量场的目标空间再次是一个（单个）
QK空间。

3 来自弦理论的 QKs

从弦理论中有多种设置可以得到 N = 2（八个超荷）带有超多重态的超引力。其
中许多涉及在 Calabi-Yau 三维流形（CY3）上的 II 型超弦紧致化，Hodge 数 h1,1和
h1,2 分别决定 Kähler 结构和复结构的变形。我们从这些开始，也提到与异弦理论的
关系，但也会在本节末尾讨论一些基于非对称轨道的其他较新构造。在我们这样做之
前，我们要提到，在与矢量多重态和超多重态耦合的超引力中，由这两个多重态的标
量场组成的总模空间因式分解为 [9],

M = MV ×MH , (3.1)

其中MV 是一个由全纯预势确定的特殊 Kähler几何，而MH 是一个 QK空间。这意
味着我们可以分别研究它们。

来自 CY的QK3

十一维超引力或M理论紧化到一个卡拉比-丘三维流形（CY3）下至五维给出了
h1,2+1个无质量超多重态和 h1,1−1个无质量向量多重态 [44]。在圆 S1上进一步减少
到四维后，该理论与类型 IIA弦理论紧化在同一 CY3 中对偶，导致 nH = h1,2 + 1个
无质量超多重态和 nV = h1,1 个无质量向量多重态。类型 IIA超引力的紧化是在 [45]
中进行的，并且表明标量子位于一个超多重态中。对于刚性 CY3，没有复结构形变，
即 h1,2 = 0我们得到所谓的通用超多重态，在弦树级别上，它对应于 QK流形

X̃(1) =
SU(1, 2)

U(2)
. (3.2)
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对于通用超多重态的 QK度量的一个参数化是用四个实坐标表示的

ds2 = dφ2 + e−φ
(
(dχ)2 + (dϕ)2

)
+ e−2φ

(
dσ − χdϕ

)2

, (3.3)

其中 φ是扩张子，σ是对偶标量D = 4Kalb-Ramond二形式，χ和 ϕ是两个 Ramond-
Ramond标量，所有这些都是从刚性 CY3上的 IIA获得的。
类似地，IIB弦理论在CY3上的紧化产生 nV = h1,2个矢量多重态和 nH = h1,1+1

个超多重态，在D = 4中。十维 IIB超引力在 CY3上的紧化在 [46, 47]中进行了。我
们可以总结 II 型理论在 (相同的) CY3上的多重态结构为

nA
V = h1,1 , nA

H = h1,2 + 1 ,

nB
V = h1,2 , nB

H = h1,1 + 1 , (3.4)

其中上标指的是 IIA 或 IIB 类型。请注意，从 IIA 切换到 IIB 相当于互换 Hodge 数
字，这是 Calabi-Yau 三维流形镜像对称性的表现，表明 IIA/CY3=IIB/C̃Y3，其中波
浪线表示镜像流形。但是正如 [6]的工作中所展示的那样，IIA 和 IIB 之间的向量和
超多重态模空间也存在其他关系，这在 [6]中被称为 c-map。在一个弦理论的语言中，
这只是 IIA和 IIB之间的 T-对偶性，两者都紧致化在同一个 CY3上，

IIA/(CY3 × S1
R) = IIB/(CY3 × S1

1/R) . (3.5)

这意味着当我们进一步将四维理论缩小到一个圆上时，我们应该从 IIA理论获得 IIB
模空间，反之亦然。特别是，IIB中的QK模空间应该来自 IIA中的矢量多重态模空间，
因为矢量多重态可以在从四维降到三维时对偶化为超多重态。这一点已经被 [6, 48]理
解并解决了，他还展示了如何通过降维使得（树级）QK空间的性质遵循特殊的凯勒
流形。因此，在树级扩张子中，QK空间由一个全纯函数 F (X)决定，该函数是控制
矢量多重态耦合的预势。经典的（在 α′中）对 IIA 中的预势贡献由 CY3的三重相交
数 dABC 决定，形式为

F (X) = i
dABC

6

XAXBXC

X0
, A,B,C = 1, ..., nV = h1,1 . (3.6)

预势是二次齐次的，这是超对称所要求的。可以将微扰和世界面瞬子修正（在 α′中）
也添加到 F，但我们为了简化展示而省略了它们。通过 c-映射，完整的预势还定义了
IIB 中的一个 QK 模空间。一种形式为 (3.6)的预势也具有 D = 5提升，在那里它对
应于实特异几何 [49]。给定一组在 (3.6)中的 dABC 符号，可以计算出相应的 QK 空
间。这个程序是在 [39, 40]中完成的，并导致了 c-映射图像中同质 QK 空间的分类，
包括一些不在 Alekseevskii[37]列表中的新示例。
示例中的 QK 空间在 c-映射的图像中具有 D = 5抬升（因此使用 d符号），是

正交 Wolf 空间 Ỹ (n)，带有 n ≥ 3。此外，四个例外的Wolf空间出现在来自 D = 5
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的四个魔幻超引力中，即基于 F4, E6, E7 和 E8 群 [50]的那些。有趣的是，缺失的例
外 QK 空间 G2(+2)/SU(2) × SU(2) 可以从没有向量多重态的 D = 5 超引力开始获
得。这可以在 CY3 上的 M-理论中实现，其中包含 h1,1 = 1。任何额外的超多重态在
D = 5中也会随之出现。进一步在一个圆上约化到D = 4后，可以得到耦合到一个具
有预势 F = i(X1)3/X0的向量多重态的超引力，对此可以应用 c-映射。因此我们得到
G2(+2)/SU(2)× SU(2)作为 IIB 中 CY3上的模空间 h1,1 = 1。
对于类型为 (3.6)的一般预势，当相应的 d符号实现为 CY3的三重交集数时，则

相应 QK在字符串景观中；否则它们位于沼泽地。我们在下一节回到关于沼泽地的
问题。
也可以基于不同的预势使用 c-映射。例如，对于二次多项式，

F = iXIηIJX
J , I = 0, 1, · · ·n , (3.7)

其中 η是签名 (+ − · · ·−)，c-映射给出酉Wolf空间 X̃(n + 1);n ≥ 1QK空间 [6, 48]。
二次预势作为对三次预势的量子修正出现，并且在接近类 conifold奇异性或模空间中
任何一圈后会获得单值群的点时相关。c-映射在弦耦合 gs的树级别上有效。对预位势
的 α′纠正可以通过 c-映射转移到 QK 空间的 α′纠正上。应该强调的是，HP (n)系列
在 c-映射 [6, 39]的像中是不。

来自QK的 K3

超多重态也可以从异弦理论中获得。可以从紧致化到六维的异弦理论开始，该
理论是在K3流形上进行紧致化的。在具有八个超荷的六维空间中，矢量多重态不包
含任何标量。相反，可以存在张量多重态（每个都包含一个实数标量）和超多重态。
Dilaton 位于一个张量多重态中，因此超多重态模空间在 gs中是精确的。总模空间再
次分解，并且从超多重态中获得 QK，就像之前一样。由于异弦在K3上与 F-理论在
一个椭圆纤维 CY3 [51] 上对偶，因此可以认为从 Calabi-Yau 三维流形中再次获得了
QK。但是这里的重点是，在六维弦理论中确实出现了 QK，这与之前四维和五维超
引力的例子并列。
异质弦在K3上的总超多重态模空间由于规范丛模的存在而变得复杂。参见例如。

[52]。但在没有这些的情况下，仅考虑K3的几何和B-场模时，超多重态模空间是 QK
空间 3

MK3 =
SO(4, 20)

SO(4)× SO(20)
, (3.8)

它是 80维的。为了更完整地描述超多重态模空间，可能需要转向 F理论图景，在那
里超曲面的数量由 nH = h1,2 +1给出，并且 h1,2对应于椭圆纤维 CY3的复结构变形。

3这里，为了简单起见，我们省略了进一步除以离散对偶群的过程。
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我们在这里不会进一步详细说明，但仍然提到可以从已知的弦对偶性研究异对方程双
重重模空间

Het/(K3× S1) = M/CY3 , Het/(K3× T 2) = IIA/CY3 , (3.9)

其中假设 CY3 是 K3-纤维化的。这些对偶性的第一个是在五维中，第二个是在四维
中。关于异对方程双重重模空间的一些参考文献，请参见例如 [53–57]。

来自非对称轨道空间的 QK 结构

近年来，从四维和五维中的自由作用非对称轨道空间开始，获得了新的超多重模
空间构造和示例，起始于 [58, 59]和 [60, 61]。这些是非几何紧化的示例，它们具有一
些非常特殊的特征，这与从 CY3上的 II 型或异圈上的K3获得的 QK 不同。其中之
一是 II 型轨道空间中的 dilaton（ dilation 的单数形式，指膨胀子）位于矢量多重态
中，并且在弦耦合 gs或 α′中都没有超多重模空间的量子修正。因此，在 [59]中研究
的例子中可以确定精确的超多重模空间。这些模型通常只有很少的超多重态，其目标
空间由Wolf空间的非紧版本给出，例如通用超多重态 X̃(1)和八维对称空间 Ỹ (2)。第
二个奇特特征是，在某些特殊情况下，可以构造完全没有超多重态的商空间 [58, 60]，
另见 [62]。这与上述讨论的几何紧化非常不同。

4 四元凯勒几何与沼泽地理论

在沼泽地计划 [63]的背景下，一个自然的问题是所有拟凯勒流形是否都可以在弦
理论中实现。正如在 [64]中已经注意到的那样，模空间的渐近区域被认为是一个负标
量曲率的空间。对模空间的进一步要求是完备性和有限体积。对于耦合到超引力的拟
凯勒空间，即使包含量子修正时，负曲率也是自动满足的。仍然有一个问题有待解决，
即所有具有负曲率的拟凯勒流形是否出现在弦理论中。在本节中，我们考虑一些可能
的沼泽地拟凯勒流形的例子，并在本节末尾做一些一般性评论。

示例 1：四元双曲空间 H̃P(n)。

也许所有负曲率的 QK中最简单的就是四元数射影空间的非紧版本，即我们用

H̃P(n) = Sp(n, 1)

Sp(n)× Sp(1)
. (4.1)

表示的四元数双曲空间。它们作为超多重态的目标空间的存在性已经在 1981年的 [25]
中得到了展示。
如前所述，H̃P(n)已知不在 c映射的像中，因此这个候选的超多重态模空间不能

通过 T对偶从矢量多重态模获得。
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因此，在弦理论中很难实现这种 QK来自 CY3紧化。
最简单的四元数双曲空间是非紧版本的四维球

Sp(1, 1)

Sp(1)× Sp(1)
' SO(1, 4)

SO(4)
, (4.2)

，它与正交Wolf空间 Ỹ (1)同构。视为 Ỹ (1)，在 [65]中显示，这个 QK 可以通过异弦
在 T 4 上的两步截断获得，首先截断到四个超多重态，其模空间为 SO(4, 4)/SO(4) ×
SO(4)，然后进一步截断到单个超多重态，目标为 SO(1, 4)/SO(4)。虽然一致截断在
超引力中是有效的，但仍需观察是否这样的截断有弦论实现，例如通过某种轨道面的
实现。即使有可能实现，要实现具有 n > 1的四元双曲空间似乎是一个开放问题，并
且很可能它们属于沼泽地。

示例 2：齐次非对称 QK 的

c-映射产生一个具有负标量曲率的 QK流形，源自一种特殊的凯勒几何。后者是
向量多重态模空间中标量的目标空间在 D = 4中的一个基底，在这个基底下它由一
个二次齐次预位势 F (X)控制。当 F 属于弦理论景观时，根据 c-映射（在弦理论语言
中这不过是 T对偶的结果），相应的 QK也属于弦理论景观。
最近，在 [66]中，提出了一个问题：哪些特殊的 Kähler几何属于荒地。该分析

显示了特殊几何景观的稀疏性，并且大多数特殊的 Kähler流形实际上都属于荒地。
很自然可以猜想，从一个属于荒地的预势出发，经过 c映射后对应的 QK也属于荒
地。在 [66]中讨论了一些属于荒地的具体三次预势 F 的例子。当 F 完全是三次时，
特殊的 Kähler模空间要么是局部对称的以使它具有有限体积 4，或者否则接受量子
修正。否则它属于荒地。例如，有两个无限族的齐次但非对称空间，用整数 (p, q)标
记，并在 [38]5中表示为K(p, q)和H(p, q)。预势的确切形式以及K 和H 空间的其他
性质在 [38]中进行了讨论。相应的 QK空间在 c-映射的像是齐次的，并且已经出现在
Alekseevskii的列表 [37]中，它们分别用W (p, q)和 V (p, q)表示K 和H。QK空间W

的维度是 4(4+p+q)。参见例如。[39]有关这些及其他同质非对称QK空间的更多信息。

示例 3：万有超多重态的变形

我们从公式 (3.3)给出的通用超多重态度量开始。它来源于 IIA弦在刚性 CY3上
紧致化的弦理论。微扰量子修正的研究见于 [11]，也参见 [15, 17, 67]，并且在 [17]中
论证了超多重态模空间仅存在一环圈修正。应用于普适超流体，一环修正可以写成度

4这里，重要的是将模空间商以离散的等距群。
5特殊情况 K(0, q),H(1, 1),H(1, 2),H(1, 4)和 H(1, 8)确实对应于对称情况，它们的对偶四元数空

间分别是 QK Wolf 空间 Ỹ (q + 4)对应于K(0, q)，以及基于四个例外对称空间的那些。
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量 (3.3)的形变，在附录中使用的坐标系 [17]（其中使用了 x0 = e−φ，并对其他场进行
了简单的重新缩放）下，它具有以下形式

ds2 = 1 + 2c e−φ

1 + c e−φ
dφ2 + (1 + 2c e−φ)e−φ

(
(dχ)2 + (dϕ)2

)
+

1 + c e−φ

1 + 2c e−φ
e−2φ

(
dσ− χdϕ

)2

.

(4.3)
这里，常数 c由 CY3的欧拉数决定

c = − 1

6π
(h1,1 − h1,2) = − 1

6π
h1,1 < 0 , (4.4)

其中在最后一个方程中我们利用了 CY3是刚性的，因此系数为 c < 0。对于 c = 0，恢
复了经典的结论 (3.3)。如 [68, 69]所示，在 eφ = −2c处存在曲率奇点，位置在 eφ = c

的是一个坐标奇点。度量的行列式由
√
g = e−2φ(1 + 2c e−φ) , (4.5)

给出，它在 φ → ∞处有良好的渐近条件，但它表明对于 c < 0，度量在 eφ = −2c处
变得退化。度量在 eφ > −2c时是正定的，但如 [70]所示，它是不完备的。在弦理论中
通过包含 D-膜和 NS五膜瞬子修正来最终解决 eφ = −2c处的奇异性，并期望这些非
微扰修正使流形再次具有有限体积且完备。关于瞬子修正的超多重模空间的回顾，请
参见 [27]，以及更近期的文章 [71–78]。
现在考虑一个任意常数正的 c的情况，并注意到度量处处是正定的。第一个事实

是，这个度量仍然定义了一个（非齐次）QK流形，这很容易从 QK 的超凯勒锥描述
中得出 [15, 17]，也可以参见 [70]获取更数学化的处理方式 [12, 13, 79, 80]。但是与情
况 c < 0不同的是，对于 c > 0没有曲率奇点。事实上，在 [70]的附录中显示，c > 0

的度量是完备的。
示例中的 c > 0是一个真正的完全且负曲率的 QK流形。然而，它似乎属于沼泽

地带，因为基于刚性 CY3的弦理论具有正欧拉数，因此给出 c < 0。很可能不存在商
以离散等距群使得体积有限，因此模空间沼泽猜想之一 [64]被违反。或许存在其他弦
论构造，在这些构造中可能出现这种几何形状，可能伴随额外的量子修正，但据我所
知，唯一另一个 QK空间 SU(2, 1)/U(2)在弦理论中出现的例子是在 [59]的轨道构造
中。但在那种情况下，经典的超多重模空间是精确的，并且没有量子修正因为 Dilaton
位于矢量多重态中。

一些一般性备注

我们在此部分的末尾提出一些关于沼泽地的一般性备注。存在相当多的数学文献
可能有助于理解 QK景观。除了负曲率（超多重自发满足）之外，两个主要性质是完
备性和有限体积。
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• 完备性

关于 QK 流形的完备性，在 [81, 82]中表明，完备性在 c-映射下得以保持。因
此，每当向量多重模空间是完备时，c-映射后的超多重模空间也是完备的。对
于所谓的 r-映射也有类似的陈述，该映射将 D = 5实特殊几何通过降维映射到
D = 4特殊凯勒几何。以这种方式获得的齐次 QK 空间自动是完备的，但通常
它们会在膨胀子中接受量子校正，这破坏了完备性。例外的是在 [59]中构造的
超多重模空间，这些空间经典上是精确的，并且作为自由作用的轨道具有更高
的 N > 2超对称起源。

一个有趣的完备性构造示例是由预势控制的完全但非均匀特殊 Kähler空间，该
预势是 STU 模型的一种变形，并且源自CY3×S1上的M理论或对偶异圆模型：

F = i
(X1X2X3

X0
+

1

3

(X3)3

X0

)
. (4.6)

这个预势仍然是形式为 (3.6)的三次式，但由于第二项的存在，几何是非均匀
的。如 [81]所示，它导致了一个维度为 16的完全且非均匀 QK流形，这是正交
Wolf空间 Ỹ (4)的一种变形。

关于四元凯勒空间的完备性定理的更多结果，包括一般 c-映射空间的变形，请
参见 [83, 84]。

• 有限体积

一个同样重要的沼泽地约束是模空间体积的有限性。事实上，基于 (4.6)的特殊
卡勒流形是完备的，但由于它不是赫尔米特对称空间，不存在可以商以这样的
离散子群使得所得流形具有有限体积 [66]。这意味着 (4.6)属于沼泽地，因此其
在 c-映射图像中的 QK伙伴也是如此。事实上，有一个直接针对 QK流形证明
的定理，指出齐次 QK仅当它是对称时才允许具有有限体积的商 [85]。

这些空间属于弦理论背景的一种途径是存在量子修正。这些可以是对预势的世
界面瞬子修正（我们知道在椭圆纤维 CY3 的 IIA型中就是这样），或者是如前
所述的 QK度量的微扰和非微扰修正。

非常近期，出现了一篇有趣的论文 [86]，讨论了在 IIB[18, 69, 87]上紧化CY3时，
D(-1)-D1瞬子校正超多重模空间体积的有限性。这个模空间具有精确的 SL(2,Z)
对称性，当商掉这个对称性后，可以证明其具有有限体积 [86]。然而，得到的
QK-空间并不如预期那样完整，因为它不包含所有的瞬子校正，例如来自绕过
CY3的欧几里得 NS五膜的那些校正。显然，所有这些方面都需要进一步研究。
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