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Abstract

多层网络为理解具有不同类型相互作用的复杂系统动力学提供了适当的框架。本研究考虑了一个由非线性振荡器
组成的多层网络中可能存在的不同动态状态，其中包含一个驱动层和两个相同的响应层，并且层间的相互作用是
单向的。我们报告了耦合的方向性如何通过中间驱动层的反馈在两个响应层中导致具有放大的继电器同步。响应
层同步振荡的幅度可以通过调整层间耦合强度来控制。此外，我们发现出现在响应层中的同步模式取决于层间耦
合的性质（是反馈还是扩散）以及驱动层和响应层之间的时间尺度或参数不匹配。因此，该研究表明通过调整层
间耦合强度或调节驱动层的动力学时间尺度，有可能远程控制和优化响应层的动力学。
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1. 介绍

几个真实世界复杂系统的涌现动态，可以通过复杂
网络的框架有效建模。当子系统在动态或交互性质上不
相同时，我们可以使用多层网络来模拟它们，以便不同
的层可以处理这些差异 [1]。多路复用网络是多层网络
的一种特殊情况，其中所有层具有相同数量的节点，并
且每层的 ith节点仅与其他层的 ith节点相连 [2]。该框架
对于研究不同类型涌现动力学 [3, 4, 5, 6, 7, 6, 8]的研
究是有益的，例如在神经系统不同组织层次 [9]、具有
不同交互的社会互动网络 [10]以及连接负载不同的电
力网格网络 [11]等。此外，这可以为系统增加一层额外
的可控性，使得我们可以通过调整其他层的参数来实现
某一层的目标状态 [12]。
在复杂系统中可能的动力学状态里，同步是最相关

且研究最充分的集体现象之一，因其具有理论、生物
和科技上的重要意义。因此，在单层网络和多层网络
中，通过多种方式实现了同步 [13, 14, 15, 16]，并报告
了各种同步行为，如频率、同相和反相 [17]、完全、聚
类 [18, 19]、爆炸性 [20, 21, 22, 23, 24]、层内 [25, 26]和
层间同步 [27, 28, 29]。此外，最近的研究已经超越了成
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对的相互作用，关注多层网络中的高阶相互作用，这些
相互作用可以有效地处理现实世界的情境，例如社交网
络或神经元网络，在这些情境中，互动发生在三个或更
多系统之间的群体内同时发生。在此背景下，少数研究
探讨了高阶相互作用对多层网络中同步的影响 [30, 31]。

除了这些，最近报道的一种现象是多层网络中的中
继同步概念，在这种情况下，两个不直接相连的远端网
络可以通过一个作为中继的中间网络实现彼此之间的
同步 [32, 33, 34, 35]。在这一背景下的一个具体应用是
人脑网络，其中丘脑通过丘脑皮质通路在远端皮质区域
之间充当中继 [36, 37, 38, 39, 40, 41]。最近的研究人员
已经研究了网络拓扑 [42]、边权重 [43]、层内耦合 [44]
甚至排斥性耦合 [45]在实现中继同步中的影响。此外，
还出现了混合体的中继同步现象，在这种情况下，第一
层的相干域与第三层的相应域实现了同步 [46]。在一个
特定的背景下，当远端层具有正耦合而中继层具有排斥
耦合时，中继同步会得到改善 [45]。

大多数关于中继同步的研究报道都集中在层内和
层间双向耦合上。因此，层间链接的方向性在中继同步
中的影响研究得较少。事实上，有许多复杂的现实系统，
如大脑，其组成部分网络具有单向连接并能正常工作。
我们注意到，在具有单向层间连接的两层神经网络中出
现了非平稳和不完美 chimera 状态等有趣模式 [47]。

我们还注意到，大多数现实世界的复杂系统都包含
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在非相同时间尺度下演化的组成部分 [48]。在这种情况
下，多层网络的框架将是一种有效的建模方法，其中相
互作用的单元根据它们的时间尺度被分离成多个层次。
一些具有多种时间尺度的真实世界场景包括时态神经
动力学 [49, 50]、化学反应 [51]、激素调节 [52] 和种群
动态 [53]。最近的研究表明，各层之间的时间尺度不匹
配可以产生诸如振幅死亡 [54]、聚类同步 [55]和频率同
步 [56]以及同步振荡的恢复 [12]等动力学状态。

在本研究中，我们探讨了单向耦合在实现三层多层
网络中的继电器同步中的作用。在这个框架下，中间层
（L2）作为驱动层与另外两层 L1和 L3之间存在单向的
层间耦合。使用节点上具有周期极限环动力学的 Stuart
Landau振荡器，我们研究了系统中继电器同步的发生。
当层间耦合为反馈类型时，我们发现驱动层 L2在 L1和
L3中诱导出放大振荡和与驱动层同相的继电器同步。
我们展示了如何通过调整层间耦合强度或调节驱动层
和响应层之间的动力学时间尺度失配来控制响应层中
的振荡幅度。当层间耦合为扩散类型时，驱动层 L2在
该网络的所有三层中诱导出完全同步。各层之间的时间
尺度失配也可以被调制以控制响应层上的动态特性，从
而产生诸如准周期状态之类的有趣模式。

2. 三层多路网络中具有单向层间耦合的继电器同步

我们从一个三层的斯图尔特-兰道（SL）振荡器多
层网络开始，该网络具有环形拓扑结构，其中每一层都
有双向的层内扩散耦合。第一层（L1）和第三层（L3）
中的 N振荡器通过反馈型的层间耦合与第二层（L2）中
对应的振荡器连接起来，从而形成一个多层网络。层间
耦合是单向的，表明 L1和 L3从 L2通过 x和 y变量接
收反馈，而没有任何输入反馈给 L2，如图 1所示。

如下所示的是这样一个三层多层网络的动力学方

图 1: 一个具有从 L2（驱动层）到 L1和 L3（响应层）单向耦合的三层多层
网络示意图。ε 是驱动层与响应层之间单向层间耦合的强度。K1、K2 和 K3
分别是 L1、L2 和 L3 的层内耦合强度。

程。

ẋi1 = (1 − x2
i1 − y2

i1)xi1 − ωyi1 +
K1

2P1

i+P1∑
j=i−P1

(x j1 − xi1) + εxi2

ẏi1 = (1 − x2
i1 − y2

i1)yi1 + ωxi1 + εyi2

ẋi2 = τ

(1 − x2
i2 − y2

i2)xi2 − ωyi2 +
K2

2P2

i+P2∑
j=i−P2

(x j2 − xi2)


ẏi2 = τ

[
(1 − x2

i2 − y2
i2)yi2 + ωxi2

]
ẋi3 = (1 − x2

i3 − y2
i3)xi3 − ωyi3 +

K3

2P3

i+P3∑
j=i−P3

(x j3 − xi3) + εxi2

ẏi3 = (1 − x2
i3 − y2

i3)yi3 + ωxi3 + εyi2

(1)

其中变量 xi 和 yi 定义了所有三层中 SL 振荡器的
动力学，i = 1, 2,..., N，并且 ω是它们极限环振荡的固
有频率。层内耦合强度 K1（K3）和耦合范围 P1（P3）控
制响应层 L1（L3）中的 SL振荡器之间的相互作用，而
K2和 P2控制驱动层（L2）中的相互作用。在此场景中，
P 表示每个方向上耦合的范围，其中 P ∈ {1, N

2 }，P = 1

为局部连接，P = N
2 为全局耦合，而非局部耦合时 P是

1 < P < N
2。

驱动到响应的单向反馈耦合控制着层间相互作用，
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不失一般性，我们取它们的强度等于 ε。我们也引入了
一个参数 τ，它可以决定驱动层和响应层之间的动力学
时间尺度不匹配，这样通过选择一个 τ > 1 的值可以
使响应层 L1 和 L3 在比驱动层 L2 更慢的时间尺度上
演化。

最初，我们保留 τ = 1，使得三层在相同的时间尺
度下演化。固有动力学对于每层都有 ω = 2和 N = 100

系统。我们考虑所有三层中非局部耦合的一个典型情
况，即 P1 = P2 = P3 = 25。我们将驱动网络的层内耦
合强度设置为 K2 = 5，使其达到完全同步。首先，我们
尝试 K1 = K3 = 0的情况，使得响应层 L1和 L3在没有
来自 L2的驱动时不存在层内同步对于 ε = 0。方程系统
在 Eq. (1) 中对于 (-1, 1) 区间内的随机初始条件进行
了 105 次迭代，在去除暂态后，集成输出用于检查三层
网络上的同步性和涌现动力学的性质。

当我们增加驱动层和响应层之间的层间耦合强度
（ε）时，响应层实现了层内和层间的同步，相对于驱动
信号有所放大。为了检测层内同步的开始，我们将每个
层中所有节点对应的同步误差定义为

S intra =

〈√√
1
N

N∑
i=1

[(xi j − x̄ j)2]
〉

(2)

其中，〈..〉表示时间上的平均值，xi j表示 jth层中 ith

节点的 x 变量，而 x̄ j是 jth层中 xi的平均值。层间同步
误差定义为不同层中的节点之间的误差。

S inter =

〈√√
1
N

N∑
i=1

[(xi j − xik)2]
〉

(3)

其中 xik 表示第 kth 层中 ith 节点的 x 变量，其中 k的取
值为 1, 2或 3，不包括 j。

对于完全的层内同步，S intra = 0，而对于完全的层
间同步，S inter = 0。我们在图 2(a1) 中绘制了随着 ε 变
化的测量值 S intra。对于所选的参数值，驱动层 L2 具有
完全的层内振荡（蓝色）。很明显，当 ε增加时，响应层
（L1 为红色，L3 为绿色）的层内同步误差降至零，这
表明它们开始同步。

为了检查层间同步，我们保持 K1 = K3 = 5，使得
响应层最初具有层内同步。图 2(a2) 展示了随着 ε 增加
的层间同步误差的变化。这里，L1 和 L2 之间的同步误
差用红色表示，L2和 L3之间用绿色表示，L3和 L1之
间用蓝色表示。很明显，随着 ε 的增加，两个响应层彼

此实现同步，达到了如图 2(a2) 所示的继电器同步。此
外，驱动和响应之间的同步误差首先减小然后随着 ε 逐
渐增加，这是由于定向耦合引起的放大效应所致。

现在我们研究定向耦合在放大响应层中的振荡中
的作用。我们定义一个平均振幅度量（相对于驱动而
言）为 A(ε) = a(ε)

a(0) 其中

a(ε) =
1
N

N∑
i=1

[〈xi,max〉t − 〈xi,min〉t] (4)

并且 a(0) 是驱动层的度量。图 3(a1) 展示了每层
中随着 ε 增加的 A(ε)的计算值。我们注意到，随着层
间耦合强度（ε）增加，响应层（绿色）中的振荡幅度
增大，而驱动层（蓝色）的幅度保持不变。我们还计算
了在不同 ε值下驱动层和响应层之间振荡的平均相位差
∆θ。如图 3（a2）所示，当 ε 增加时，∆θ减少到零，表
明驱动层和响应层之间开始出现相位同步。

我们对层间耦合为扩散型的情况重复上述分析。在
这种情况下，在方程 1中，我们将反馈耦合项 ε(xi2)分
别替换为 ε(xi2 − xik)和 ε(yi2)替换为 ε(yi2 − yik)对应于 x
和 y 变量，其中 k = 1&3。在这种情况下，通过调整 ε，
两个响应层都与驱动同步，从而在整个多层网络中实现
完全同步。

3. 调整各层之间动力学时间尺度的影响

在本节中，我们展示了驱动层和响应层之间动力学
时间尺度不匹配的影响。为此，我们在方程 1中增加参
数 τ的值，在各层之间引入了时间尺度差异，并研究这
种变化对响应层动力学的影响。我们观察到，通过增大
τ的值可以控制响应层中的振荡幅度，甚至可以使它与
驱动层相同。随着 τ值的进一步增加，响应层的动力学
会发生变化，出现准周期振荡，并且只有频率同步存在
于响应层之间。我们在图 4中用选定的 ε 和 τ值说明了
这一情况。

对于 ε = 3和 τ = 1，在图 4(a1)中，我们看到响应
层彼此完美同步，表明了继电器同步，并且与驱动层相
位同步。图 4(b1)中的三层相图清楚地显示了响应层振
荡的放大。当驱动层在更快的时间尺度上演化时，使用
τ = 2.5，我们观察到响应层和驱动层的振幅相等，但频
率同步且之间存在恒定的相位差，如图 4(a2)所示。这
从图 4(b2)中三个层次的相图重叠可以清楚看出。随着
τ的进一步增加，在响应层观察到多个频率，振荡本质
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图 2: 层内和层间同步误差与三层多路网络中 100个 SL振子的层间耦合强度 ε 的关系，其中层间耦合是单向的。(a1):对于选定的参数值 K1 = K3 = 0,K2 =

5,P1 = P2 = P3 = 25,ω = 2,τ = 1，驱动层具有 S intra = 0，表明其处于层内同步状态（蓝色），而响应层则不与 S intra , 0层内同步（红色和绿色）对于 ε = 0。随着
层间耦合的增加（ε），当响应层达到层内同步时，S intra 趋于零。（a2）：对于参数值 K1 = K2 = K3 = 5、P1 = P2 = P3 = 25、ω = 2和 τ = 1，所有三层都达到了
层内同步，但对于 ε = 0没有达到层间同步。随着 ε 的增加，响应层（蓝色）之间的 S inter 趋于零，表明继电同步的开始。然而，驱动层和响应层（红色和绿色）
之间的 S inter 首先减少然后随 ε 增加。这是由于驱动层单向反馈耦合导致响应层振荡放大所致。
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图 3: (a1): 平均幅度测量，A(ε)与多层网络中单向耦合的 SL振荡器三层之间的层间耦合强度 ε 的关系。我们注意到响应层 L1和 L3（绿色）的幅度相等，并
随 ε 值的增加而增大，而驱动层 L2（蓝色）的幅度保持不变。这表明可以通过调节 ε 来实现带有放大的继电器同步。(a2): 当 ε 增加时，各层 L1和 L2之间的
平均相位差（红色）以及 L2和 L3之间的平均相位差（绿色）。相位差减小至零，表明即使响应中有放大，驱动层与响应层之间也实现了相位同步。其他参数值
保持为 K1 = K2 = K3 = 5,P1 = P2 = P3 = 25,ω = 2,τ = 1和 N = 100。

上是拟周期的，如图 4(a3, b3) 所示对于 τ = 4。然后，
响应之间的继电器同步丢失，并且它们彼此频率同步。

我们在参数平面 τ 与 ε 中通过图 5表明了响应层
中可能产生的动力学状态。我们将其他参数值保持为
K1 = K2 = K3 = 5,P1 = P2 = P3 = 25,ω = 2 和
N = 100，并通过计算平均振幅来研究在改变 τ和 ε 时
动力学的性质。标记为 (i) 的区域表示相对于驱动，响
应层中存在放大的参数值。对于位于区域 (ii) 内的一系
列参数值，驱动和响应层中的振荡平均振幅相等。在区

域 (iii)中，响应的平均振幅小于驱动的平均振幅，在区
域 (iv) 中，观察到响应层中的准周期状态。

L1和 L3的相对平均振幅 A(ε)随 τ的变化在图 6
中显示，包括层间的反馈耦合和扩散耦合。对于方向性
反馈耦合下的 ε = 3情况，当驱动层和响应层具有相同
的时间尺度时，响应的平均振幅大于驱动。引入响应层
与驱动层之间的时间尺度差异（即 τ > 1和 τ < 1）后，
响应的平均振幅减小，在 τ = 2.5处变得相等。在扩散
互层耦合的情况下，当驱动层被加速（τ > 1）或减速
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（τ < 1）时，响应层显示出继电器同步以及频率同步，
并且平均振幅比驱动层低，如图 6（黑色）所示。因此，
在这种情况下，引入驱动和响应之间的动态时间尺度差
异可以使系统从完全同步转变为继电器同步，但响应层
的振荡幅度较低。

除了层间的时间尺度不匹配之外，我们还考虑了
层间 SL 振荡器固有动力学参数 ω 的不匹配情况。因
此，将 ωdrive = 2、ωresponse = 1.5 和其他参数保持为
K1 = K2 = K3 = 5、P1 = P2 = P3 = 25、τ = 1、N = 100

和 ε = 3，对于反馈类型的层间耦合，我们观察到响应层
的放大继电同步，但它们仅与驱动部分具有频率同步，
不同于之前观察到相位同步的情况。当固定 ε = 3时，
变化 τ，类似于上述观察结果，可以调节响应相对于驱
动的振幅。然后，在更高的 τ值下会出现拟周期行为。
在这种情况下，如果层间耦合是扩散型的，我们会观察
到由于参数不匹配以及与驱动频率同步而导致的响应
层的继电器同步，而不是完全同步，并且可以通过调节
τ来控制响应层的振幅。

4. 结论

尽管继电器同步是复杂网络背景下一个活跃的研
究领域，迄今为止大多数已报道的研究都考虑了多层框
架中的双向耦合。在本研究中，我们探讨了一个三层多
路复用网络中单向层间耦合的影响，中间层 L2作为驱
动层，远程层 L1和 L3作为响应层。我们分析了不同的
耦合策略如何导致响应网络上继电器同步的发展。

多层网络中层间的相互作用使系统能够达到不同
的动态状态。特定类型的层间耦合（反馈或扩散）决定
了层之间的同步，而时间尺度或参数不匹配的存在显著
影响集体行为。这使得可以通过调整驱动层的参数来控
制响应层的动力学。

当所有层次在相同的时间尺度和相同的系统中演
化时，驱动的单向反馈会导致响应层中的振荡放大以及
与驱动同相的继电器同步。我们展示了可以通过调整层
间耦合强度来控制这种放大。

通过使用不匹配参数 τ在各层之间引入适当的时间
尺度差异，我们可以控制响应层中的振幅，并且可以使
它们在相位差的情况下与驱动的振幅相等。随着 τ的进
一步增加，响应的振幅变得小于驱动，最终导致响应层
出现准周期行为。然而，当准周期行为出现时，继电器
同步丧失，仅在响应层之间保持频率同步。

在相同层之间存在单向扩散耦合的情况下，我们获
得了驱动与响应之间的同步，从而导致整个网络的完
全同步。当引入时间尺度失配时，响应层的振荡幅度减
小，并与驱动层产生频率同步。
我们还研究了响应网络在响应与驱动层参数不匹

配时的动力学。在这种情况下，对于反馈和扩散层间耦
合，响应层彼此完全同步。在此背景下，我们注意到已
有少量研究报告了复杂网络的广义同步 [57, 58, 59]。本
研究中使用的多层网络框架可以用作辅助系统方法来
探索不同层次之间复杂网络的广义同步，其中一个网络
驱动两个相似的网络并使其同步。
该研究可以进一步扩展到具有不同动力学和拓扑

结构的多响应层，这些层能够诱导出不同程度的同步动
态和时空模式。未来研究的一些有前景的方向包括由多
样化的动力单元组成的网络、不同的耦合机制（包括高
阶耦合）、耦合中的延迟、变化的网络拓扑结构，以及
在网络中引入自适应机制以提供关于网络如何自我调
节以维持同步的见解。此类对当前研究的扩展可能需要
更为复杂建模和分析技术。然而，用来自真实世界系统
（如神经网络和智能电网）的经验数据来验证这些研究
的结果将是增值但具有挑战性的。
本研究提供了对具有单向层间相互作用的多层网

络中集体行为的发生和控制的理解。这可能导致通过调
整驱动强度和驱动网络的参数来远程控制复杂网络上
动力学达到期望状态的可能机制。这将在智能电网中
的网络层次控制以及神经网络中远程同步建模方面有
应用。

5. 数据可用性和软件包

研究中使用的所有数据都是通过整合多层网络
动态方程系统生成的。计算是使用适应于上下文的
Python代码完成的，这些代码使用了如matplotlib.py-
plot、scipy.integrate和 networkx等公开可用的包。
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